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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1958)

FONCTIONS AUTOMORPHES ET VARIETES ABELIENNES

par Goro SHIMURA

On sait que toute fonction modulaire elliptique est une fonction rationnelle

de la fonction

3
() = % )

= o)
Ts /e,

2 s
B (W » W) - 27 gy, W)
qui représentc, pour chaque © , 1'invariant birationncl (ou le module) de la

courbe elliptique

Le probléme que nous voulons étudicr cst de généraliser cette relation au cas de
veriétés abéliennes de dimension > 1 . Nous allons démontrer que les "modules"
de variétés abéliennes, regardés comme fonctions des péricdes, engendrent les
fonctions modulaires de Siegel et que 1l'on obtient des fonctions modulaires par
rapport aux "Hauptkongrucnzgruppen" au moyen des points t sur les variétés

ebéliennes tels que mt = O pour un entier m .

I1 faut naturellement introduire la notion du "module" d'une variété abélienne,
Pour cela on a besoin de la notion de variété polarisée, donnée par WEIL [6],
En vertu de cette notion, on peut définir le corps du module d'une variété abé-
lienne polarisée (MATSUSAKA [2] ). Nous allons d'abord le donner 4'une fagon

commode pour notre but.

Soiont V une variété algébrique compléte non~singulidre en co-dimension 1 ,
et X un diviscur positif sur V ., On désignera var (3(X) 1'ensemble de tous
les diviseurs positifs X' sur V pour lesquels il existe deux entiers positifs
m, m' tels que mX soit algébriquement équivalent & m'X' , L'ensemble ( (X)
s'appellera une polarisation de V si (3 (X) contient au moins un diviseur Y
tel que le systéme lindaire déterminé par Y donne une immersion birationnelle
biréguliére de V dans un espace projectif ; un diviseur Y jouissant de cette
propriété est dit ample. Nous entendrons par une variétd polarisée un couple
(v ,(3 ) formé d'une variété algébrique V et d'une polarisation C de V .
(V,C) estdit défini sur un corps k , si k est un corps de définition
pour V , et si C? contient un diviseur X rationnel sur k . S'il en est

—
ainsi, G étant un isomorphisme de k sur un corps k' , on désignera par (?
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la polarisation de V% contenant X% . Soient a,C)y, Ar, C") deux
variétés abélicnnes polarisées ct A un isomorphisme de A sur A' . Nous appel-
lerons A un isomorphisme do (4 , C) sur (A', C') si A envoie

sur C' . D'aprés notre définition et d'aprés WEIL [8] , pour toute variété abé-
lienne polarisée (A , C) , il existe un isomorphisme de (A , C) sur une va-
riété abélienne polarisée (4', C') telle que A' soit une varidté projective
et (' conticnne les sections hyperplanes de A' ; si k est ug corps de défi-
nition pour (A , C) , il existe unc telle (A', (') définie sur k .

Considérons maintenant une variété algébrique V dans 1'espace projoctif Pt
de dimension n . Soit (u ) une matrice inversible de degré n + 1 ; on dési~

gnera par V{u] 1la transformee de V par la transformation projective
(xg) = ( Ziug; x;) ob (x,) € "

Soient k un corps de définition pour V et (t ) une matrice dont les
coordonndes sont (n + 1)2 variables 1ndependantes sur k « Soient z 1le point
de Chow de V[t] et F leilieude 2z par rapport & k . Comme k(z) est oon—
tenu dans k(t) , k(z) est unc extension régulidre de k ; F est donc une
variété définie sur k . On peut facilement vérifier que F ne dépend que de V
et non du choix de k& et de (t) . La variété F s'appellera la famille

projective de V .

PROPOSITION 1. - Soient A , A' deux variétés abéliennes deans un espace pro-

jectif et C , C' respectivement les polarisations de A et de A' définies

par les sscttons hyperplanes., Supposons que A , A' ne soient contenues dans

aucun hyperplan et que les systémes lindaires des sections hyperplanes de A

et A' soient complets. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes

1'une 2 1'autre :

1° (4,C) est isomorphe & (&', C*) .

2° A est une transformée de A' par une tradsformation projective.

3° Les familles projectives de A et A' coincident.

Il vaudrait mioux donner une raison pour laquelle 1° entraine 2° , puisque
ce n'est pas nécessairement le cas pour une variété quelconque. Soient Y et Y!
des sections hyperplanes de A et A' yespectivement, et )\ un isomorphisme
de (&4,C) sar (o', C') . D'aprés notre définition, il y a deux entiers
positifs r , s tols que rA(Y) soit algébriquement équivalént & sY' . On
voit facilement, en vertu de notre hypothése, que les dimensions des systémes

linéaires complets déterminés par Y , Y' sont égaux & la dimension de 1'espace
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embiant pour A , A' ; il en résultc que A (Y) est algébriquement équivalent
a Y' ., Comme Y' est un diviseur non-dégénéré sur une variété abélienne, il
existe un point a de A' tel que A.(Y) soit linéairement équivalent 3 la

transformée de Y' par une translation x —» x + a dans A' ; on peut en déduire

que A est une transforméde A' par une transformation projective.

PROPOSITION 2, ~ Soient A une variété abélienne dans un espace projectif,
C la polarisation de A définie par les sections hyperplanes et F 1la famille
projective de A . Supposons que A ne soit contenue dans aucun hyperplan et que
le systéme linéaire des sections hyperplanes de A soit complet. Soient k un
corps de définition pour A et 5 un isomorphisme de k sur un corps k',
Alors, pour que l'on ait F =F% , il faut et il suffit que (4 , C) soit

isomorphe 3 (A7 , C7 ) ,

C'est une conséquence immédiate de la proposition 1 .

Soit (4 ,C ) une variété abélienne polarisée, et soit C* 1'ensemble de
tous les diviseurs amples de C . Pour chaque élément X de (¥, on obtient
une famille projective F(A , X) d'une immersion de A définie par X . D'aprés
la proposition 1, si X est algébriquement équivalent 3 X' , ona
F(A, X) =F(A, X') . Dans le cas de caractéristique O » on voit, en vertu de
la proposition 2 , qu'il existe un corps K qui est le corps minimum de défi-
nition pour F(A , X) , pour tout X de C¥; X est le sous-corps maximum de k
dont les éléments sont fixés par tout isomorphisme o de k tel que (4, C)
soit isomorphe 2 (A%, (C9), k é&tant un corps de définition pour (4 , C) .
K est engendré sur le corps Q des ‘nombres rationnels par le point de Chow de
F(A , X) pour chaque X € (* , ot s'appellera 1le corps du module de (4 ,(C ) .
On peut regarder, sans restriction pour la caractéristique, le point de Chow de
F(A, X) comme le "module de degré r " de la variété abdlienne polarisée (A , C),

ou r est la dimension du systéme linéaire complet défini par X . En effet,
d'aprés la proposition 1, si (A, C) est isomorphe & (A' s, C') , les mo-
dules de degré r de (A ,(C), (&', C') sont les mémes pour tout r , et
réciproquement, si pour au moins un r » les modules de degré r de (A, C) ’
(a' , C') cofncident, (4 ,C)Y est isomorphe & (A', ') .

Or nous considérons la variété de Kummer de (4 ,(C ) (WEIL [7] s MATSUSAKA
[2]). Soit G 1le groupe des automorphismes de (A ,C) . on peut démontrer
que G est d'ordre fini. Nous entendrons par une variété de Kummer de A une

variété quotient de A par rapport & G » c'ost-a4~dire un couple (W s )
formé d'une variété W et d'une application rationnelle f de A sur W
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Jjouissant des propriétés suivantes :

1° f est définie partout sur 4
20 f=fo& pour tout ¢ € G

3° si f' est une application rationnelle de A sur une variété W' satis-

-e

we

faisant & f'=f' o € pour tout € € G, il existe une application rationnelle

g de W sur W' telle que l'on ait f'=g o f et que g soit définie en

tout point f(a) pour lequel f' est définie en a .

I1 existe toujours un tel (W , £) (SERRE [4] ) ; on peut construire W comme
une variété projective. De plus, on peut démontrer, en vertu des résultats dans
WEIL [ 6], qu'il existc une variété de Kummer (W , h) satisfaisant aux conditions

suivantes :

(W1) W est défini sur le corps K du module de (4 ,C) .
(W2) h est défini sur tout corps de définition pour (A , C) .

W3) si o~ est un isomorphisme d'un corps de définition pour (a, C) sur

un corps, ot si A ost un isomorphisme de (A ,C) swr A% , C%),.
ona h=h""o N,

Nous allons meintenant nous occuper d'un certain systéme analytique de
variétés abéliennes. Nous nous bornons, pour simplifiér, au cas du groupe modu—

laire de Siegel, quoiqu'on puisse obtenir les mémes résultats pour d'autres cas.
0

Soit E= () On) , ob 1 est la matrice unité de degré n ; et soit I
le groupe compogé des matrices T de degré 2n a coefficients entiers telles
qu'on ait tTET = E . Soit Sn 1'ensemble des matrices complexes symétriques 3z
de degré n telles que Im(z) soit positive non-dégénérée. Chaque élément T

de [~ donne une transformation analytique de Sn définie por
(z) = (az + b)(cz + d)™*

oh a,b,c,d, sont quatre matrices de degré n telle que T = (2 g) .
Sgient z un élément de Sn ot D(z) 1le réseau dans C% formé des éléments
gg? K'i vy ou les Ki sont des entiers et les vy sont les colonnes de la
matrice (z ln) . La matrice E donne une forme R-bilindaire alternée dans C"
dont les valeurs sur D(z) sont entitres ; et z € S entraine que c?/n(z)
est analytiquement isomorphe 3 une variété abéliennc A(z) . La variété A(z)
est réalisée par les fonctions théta correspondant & la forme alternée obtenue
4 partir de mE pour un entier m suffisamment grand. Nous fixons un tel entier
m , et désignons par F(z) 1la famille projective de A(z) pour chaque z . En

réalité, A(z) dépend du choix d'une base pour l'espace vectoriel formé des
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fonctions théta correspondant & mE ; mais F(z) ne dépend quo de z , Notre
premier théoréme s'énonce :

’ \
THEOREME 1. ~ I1 existe des fonctions méromorphes By s eee s Y sur Sn
et un sous-ensemble andlytique Y _(lg Sn de codimension 1 jouissant des

propriétés suivantes.

1° Los F(z) pour tous les points z € Sn ~ Y sont de méme dimension et de

méme degrd.
2° Le point de Chow de F(z) ost (1, t?l(z) s ves s (f’i(z)) pour chaque
2 € S - Y .

Nous démontrons ce théoréme au moyen des deux lemmes suivants,

LEMME 1, ~ Soient U un sous—ensemble ouvert connexe de c?

{f (z) 5i=1, 2, ...} une série de fonctions holomorphes sr U et k un
sous—corps dénombrable de C , Alors, il existe un point zZ, de U et un isomor-
phisme o~ du corps de fonctions k(f1 y ses ) sur le corps k(fl(zo) s oee )
tel que £ f(z)_c_z_tza =a pour tout a de k.

LEMME 2, - Somnt U et S deux ensembles ouverts connexes respectivement
dans C" et Cm soient f, (u,2),pur 0€ i< N, N+1 fonctions
holomorphes sur U x S, 21_5 u et =z des:.gnent respectivement les points de U
et de S . Supposons que les fi satisfassent aux conditions suivantes.

1° I1 n'y a aucun point (u, z) tel qu'on ait £, (u, z)=0 pour 0 ig N,
(On peut alors regarder (£ (uyz), ven, fylu, z)) comme un point de 1'espace

projectif P e dimension N ; on le de31gnera par f(u, z)) .

2° On a rang (bfi/auj(u , 2)) =n partout sur Ux S .

3° Pour chaque z € S, il existe une variétd algébrique V(z) dans PN ,
de dimension n , tel que 1'ensemble B(z) = {f(u yz)| ue U} est un sous~
ensemble ouvert Ye V(z) au sens de la topologie de Zariski.

4° Le degré des variétés V(z) ne dépend gas du point z €S .

Alors, il existe des fonctions méromorphes \P‘L(z) s see WV (z) et un sous-
ensemble analytique X de S de codimension 1 tels que le point de Chow de V(z)

soit (1, Vi(2) , o0, ? (z)) pour chaqgue ze€ S -X .
On peut appliquer le lemme 2 au cas du systéme de fonction théta, si

U:Cn, S:Sn, V(z) = B(z) = A(z) H
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on obtient alors des fonctions méromorphes ‘}’i sur Sn et un ensemble X
Jjouissant de la propriété du lemme 2 ., D'aprés le lemme 1 , il existe un point
z, de S tel que (f' (z )) soit une spécialisation générique de (—1"‘)
par rapport a Q . Ccmme la vo.riete A(z ) est définie sur Q(?(z ), lo.
variété projective F(zo) de A(zo) est aussi définie sur Q("P'(z )) s
existe donc des fonctions rationnelles g, & coefficients dans Q , telles
que le point de Chow de F(zo) soit (1, gl(q.i(zo)) y eee s ga(_'}i(zo))).

Posons alors

»f.j(Z) = gj(‘l’i(Z)) ;

les ‘-P 3 sont évidemment méromorphes sur Sn 3 on peut démontrer, au moyen d'une
technique de spécialisation, qu'il existe un sous~ensemble analytique Y de Sn
pour lequel les ‘Pj jouissent de la propriété du théoréme 1 .

Soit maintenant T un élément du groupe modulaire [ . La relation tTET =E
entraine que les variétés abéliennes A(z) , A(T(z)) polarisées par les sections

hyperplanes sont isomorphes ; d'ou résulte, en vertu de la proposition 1 , qu'on a
F(z) = F(T(z)) .
Réciproquement, z , z' étant deux points de Sn y on voit que si 1'on a

F(z) = F(2'") , il existe un élément T ¢ [ tel que z' = T(z) . On a ainsi

démontré :

/ \

THEOREME 2, ~ Les notations "?i s Y étant celles du théoréme 1 , les fonc~
tions i sont invariantes par le groupe modulaire [~ . De plus, si 1'on a
L{?i(z)-'-[)(z') (1 ¢ 1 £ ) pour deux points z , z' de S, ~Y, 11
existe un élément T de [ tel que 1'on ait 2' = T(z) .

SIEGEL a défini une fonction modulaire comme un quotient de deux formes auto-
morphes de méme poids ayant des développements de Fourier, et démontré que toutes
les fonctions modulaires sur Sn forment un corps de fonctions de dimension
n(n + 1)/2 sur C . BAILY [1]a démontré que si n > 1, toute fonction méro-
morphe sur Sn invariante par r s'exprime comme un quotient de deux formes
automorphes ayant des développements de Fourier ; ce résultat est généralisé
au cas de tout groupe commensurable & [ [3]. D'aprés ces résultats et d'aprés

le théoréme 2 , on peut vérifier que

6Qy s v s §)

est le corps des fonctions modulaires de Siegel. Nous avons pu ainsi construire

les fonctions modulaires par les modules de variétés abéliennes, regardés comme
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fonctions des périodes. On verra que cette méthode est applicable au cas des fonc-
tions de Hilbert ou fonctions modulaires hermitiennes, etc. Mais le conférencier
va seulement signaler un théoréme qui serait important quand on applique les

fonctions automorphes a la théorie des nombres.

Soit S un sous-ensemble ouvert connexe de " ot soit {A(s) | s €8 } un
systéme de variétés abéliennes paramétrées par des fonctions théta qui corres-
pondent & une méme forme alternde. On peut alors démontrer, de la méme maniére
que ci-dessus, qu'il existe des fonctions méromorphes ;[.i et un sous-ensemble
analytique U de S de codimension 1 tels que le point de Chow de F(s) soit

(L) X 08) 5 eee s Y (0)
pour chaque s € S -U , o F(s) désigne la famille projective de 4A(s) .
Soit k un sous—corps dénombrable de C ; nous supposons que notre systéme
{A(s) | s e S}» satisfasse & la condition suivante :
Si B est une spécialisation générique de A(sl) par rapport & k , S étant
un point de S, il existe un point s, de S tel que les variétés abéliennes

B et A(sz) , polarisées par les sections hyperplanes, soient isomorphes.

/ \
THEOREME 3. -~ Avec les mémes notations et les m8mes hypoth&ses que ci-~dessus,
le corps k():l s eoo s X ) est une extension régulitre de k et l'ona

dlmkk(xl,o-o ’Xa’)=dlmCC(Xl’..‘ ’IX).
En d'autres termes, le corps des fonctions C(‘x; s vee s :(:X) a un modéle
défini par rapport & k . Dans le cas du corps des fonctions modulaires de

Siegel,. on peut poser k = Q .

On se propose maintenant d'étudier les fonctions obtenues & partir des points t
(sur une variété abélienne variable) tels qu'on ait qt = O pour un entier q ;
celles~ci sont 1l'analogue des "Teilwerte" des fonctions elliptiques qui engendrent
les fonctions modulaires elliptiques de "Stufe" ¢ , Désignons par G(u ’ z)
1'isomorphisme de C%/D(z) sur A(z) ou u e Cc®, Soit b un vecteur de R<M
(une matrice 4 1 ligne et 2n colonnes) ; soit z, un point de Sn qui est
suffisamment générique (au sens du lemme 1) . on considére une variété de Kummer

(W , h) pour A(zo) jouissant des propriétés (W1-3) .
Le point h( 6((20 ln)b s zo)) est rationnel sur le corps
el =), 8z, 106, 2)) ;

il existe donc des fonctions rationnelles g o 3 coefficients dans Q telles
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que les coordonnées du point h(@(gzO ln)b , zo)) soient les
I-
8, (15(z) 5, O, 1)b,2)) .

Posons
T oo 2) = g%(\P;(Z) , Oz 1)b, 2)) ;

les 3 (P 5 2) sont méromorphes sur S, « Soit T= (i g) un élément de | ,
et soit t(czo +d) =M, On a alors M(T(zo) 1n) = (zO 1n)tT ; d'oh

MD(T(z )] = D(a,)

I1 existe donc un isomorphisme & de A(T(zo)) sur A(zo) qui conserve la
polarisation et tel que 1'on ait

ﬁ[e(u,Tuon]= Bmu,zd

pour tout u € C% , D'autre part, si z, est suffisamment générique, il existe
un isomorphisme O~ d'un corps de définition pour A(zo) tel que
M1(z)) = A(z ).

D'aprés la propriété (W3) , on a

h(OMa, 2)) =h" (8(u, Tz ))) .
En substituant (T(zo) 1n)b 4 u,ona

T, ) =5 (m,z);

ce qui démontre le théoréme suivant, car z, est "générique" .

THEOREME 4, ~ Avec les mémes notations que ci-dessus, on a

§e®, 22 =X (*m, 2

pour chaque T €& I—

Soit g un entier positif et r(q) le sous~groupe de T constitué de tout
élément T de [ telque T=t: 1, (mod q) . Soient a; les vecteurs de R
tels que les coordonnées de qa, soient entiéres ; alors, on voit facilement

! - s '
qu'on a S%(ai , 2) = -5 %(aj , z) pour tout o« si et seulement si 1'on a

a; = L a; (mod Z) . On peut vérifier, en vertu du théoréme 4 , que les
c‘L(a. s 2) sont invariants par le groupe r(q) ; de plus, on peut démontrer
que le corps C(t'7j (z) , g‘*(ai » 2)) est le corps de toutes les fonctions

modulaires par rapport au groupe r—(q) ; ce qui est une géndéralisation du fait

que le corps de toutes les fonctions modulaires elliptiques de "Stufe" q est

. . ~1 -1 N
engendré par j(T) et g, 83 (@ (a w o+ bu.b) » wz) sur C, ot
(a , b) percourent tous les couples de représentants des entiers modulo q .
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Nous pourrions commencer de ce point de vue une théorie arithmétique des fonctions

automorphes de plusieurs variables, comme dans [5] ; mais dans cet exposé, on

s'arréte ici.

(1]
(2]

[4]

(5]
(el
(7]

Le]
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