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Séminaire BOURBAKI

(Mai 1956)
THESE D'HORMANDER [1], II
par Frangois TREVES .
SOMMATRE. — HORMANDER définit une relationde préardre surllenpemntiledes polyndmes

différentiels P(D) , en utilisant leurs dérivées P(p) (D) (voir [2]).

Par une légére modification de la preuve du lemme 1 [2], on parvient &
démontrer 1' "inversibilité" locale d'une large catégorie d'opérateurs diffé-

rentiels A coefficients variables.

Les notations sont celles du premier exposé (2]~

1. Comparaison des opérateurs différentiels.

Soient P(D) , Q(D) deux opérateurs différentiels linéaires & coefficients

constants sur R

DAFINITION 1. — On dit que Q(D) est plus faible que P(D) (ou que P(D)
est plus fort que Q(D)) si, a tout ouvert relativement compact (1 de rR?
il correspond une constante finie C telle que “Q(D)Y Il 24 % ||P(D) 9 Il 2
pour toute fonction \fe@(ﬂ) . L L

Nous poserons, d'autre pert, pour tout polynéme P(X)é& C [Xl y eee s Xn]

” 1
P(7) = VEIP(p)(S )l2 (g e ¢") , la sommation étant effectuéde par rapport
3 tous les systémes p = (p1 s vee s pn) de n entiers 30 .

PROPOSITION 1, - S'il existe un ouvert D non vide de R" , et une constante
finie Cp , tels que [lQ(D) 9 I 2 & £ ey |I2(D) ¢ Il 2 pour toute ?em €« ,
alors il existe une constante fln::.e B telle que Q(g) 4B P(’{) pour tout
g 3= R® . Et s'il existe une telle constante B , alors Q(D) est plus faible
que P(D) .

Prenons ?é @ Q) et ’*'(x) =9 (x) exp (4M<x , T >) . En vertu de la
formule de Leibniz généralisde (voir [2] ), ona :

P(D)‘if(x) = AT, T > EP(P)(g) Dp;. (x)

1
Posons a_ _ = P . If . i
sons &, o = oraT f P ¥ dx . La forme quadratique Zap’q tp "Eq

est hermitique définie positive. Cela résulte de Plancherel :
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La S ER I NS IR RSP b i 1* 0 P

Pq P q q.
t y Pl ., , yPn
1
= (1Y erll 20T 2 5 ()2 gy
° l | t P Pn n
Or la forme 2 (270) P —p—? Y;" «+- ¥y, ne peut 8tre nulle pour tout y&R
> T

que si tous les tp sont nuls.

En particulier, cela implique l'existence d'une constante finie A4, telle

1

que Z‘ |t '2 SA? Za t_ T pour tout systéme de lL nombres complexes
P p ,a P,q9 P q

t P est un entier qui dépend de l'ordre m de P(D) .

Prenons alors tp = Q(p)@ ) ; on obtient :

-pZ,Q<p>(§) 2-87) ¢ a2 gap,q ®)(3) T
Mais 1'inégalité HQ(D)*HEZ 5(3?1. HP(D)\H]EQ donne immédiatement
g_’___;;ap,q «®(3) @(z) ¢ Czagap,q p(@) (g ) P (%)

et, compte tenu de ce que :

28, PP ) P () 2 T g P
p

P,qa ’

M 2 N Iy
on en déduit : Q(F) < B B(E) , avec B = AlAZCQ_ . La premiére partie de la
proposition 1 se trouve ainsi démontrée.

L
Supposons maintenant %( §) <B P(Z') . En particulier, on aura

lR(z)Fg8® 3 e (7)2,
p

d'ol, en appliquant de nouveau Plancherel :

Jlo@1? ax = fm(g)ﬁ F o 5) Pase 8 22 [1p®)(5) 2 |Fap (5) Ja =
=L 1 )12, .

On a pris '\ke G)(ﬂ.) , ou {L est un ouvert relativement compact quelconque

de R" . Mais d'aprés le lemme 1 du premier exposé, nous savons qu'il existe une

372



THESE D'HORMANDER, IT

constante A &L+ ® telle que

L
2 2 2
1P 00 ¢ 1%, <%, 112D ¢ 17

pour toute ‘?e G)(Q) . En prenant C2 = B2 E A2 , on obtient immédiatement :
aQ®" &0
lla(p) 4 lIL2 €0, HP(D)«}»IIL2 -
COROLLAIRE. — Pour que Q(D) soit plus faible que P(D) , il faut et il suffit

L")
qu'il existe une constante Ac+ ® telle que [Q(F)| & A P(3) pour tout
n
'§ €Rr" .

Nécessité évidente, puisque [Q(T)] 45('{) . D'autre part, la fin de la
démonstration de la proposition 1 utilise simplement le fait que

l(g) P 82 T 1PN (E) 2,
P

Notons Pm(X) la partie homogéne de plus haut degré (en l'occurrence, de degré
m ) du polynéme P(X) . On sait que l'opérateur P(D) est dit elliptique si le
seul zéro de Pm(X) dans R" est 1'origine. Visiblement, si P(D) est ellipti-
que, il est complet et type local (voir [2] ) ; et visiblement aussi (il suffit

de prendre 1l'opérateur de la chaleur), la réciproque est inexacte.

PROPOSITION 2. - Pour que P(D) soit elliptique, il faut et il suffit qu'il
soit plus fort que tout opérateur Q(D) d'ordre inférieur ou égal au sien.

Démonstration quasi immédiate : si P(D) est elliptique, IE Izmg M, IP(E)Iz
pour tout Ee R".. Si deg Q(X) g m , alors pour tout p ,
1/2
|Q<p)(’§)l$M2 (1 + | §l2m) (quel que soit '§€ R%) .

Choisissons alors q de telle sorte que P(Q)(x) = Cte #0 ; on voit qu'il
existe ML+ o telle que :

55)% = 21153 Pe (P (@) 2+ (A
D'ou la nécessité de la condition, compte tenu de la proposition 1 .

Inversement, si P(D) n'était pas elliptique, il existerait un céne [ , hon

réduit i 1'origine et de sommet en ce point, sur lequel Pm('g) =0 , et donc
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sur lequel g(ﬁ) croftrait (si 1'on faisait tendre ,'g | vers 1'infini) au
plus comme |% lm—l . I1 serait facile alors de trouver un polynéme Q(X) , de
degré m tel qu'il n'existe aucune constante finie A vérifiant [Q(%)| <
<4 P(3) pour tout F €Rr? .

/
DEFINITION 2. - P(D) sera dit de type principal si les dérivées partielles
apm/axj de la partie homogéne Pm(X) de plus haut degré.de P(X) ne s'annulent
simultanément, dans R” , qu'a 1l'origine.

Les opérateurs de type principal ont des propriétés simples, méme lorsque les
coefficients sont variables, comme nous le verrons plus loin, Tout opérateur
elliptique est de type principal ; la réciproque est fausse puisque tous les
opérateurs du ler ordre sont de type principal. Mais ils ne sont pas tous
elliptiques.

L'opérateur de la chaleur % -8 ntest pas de type Erincipal, comme on le
voit immédiatement. Par contre, 1'opérateur des ondes ——s - A est ge type

ot
principal.

D'ailleurs la définition 2 équivaut & la suivante : P(D) sera de type principal
si le cdne de R", dont 1'équation est Pm(f) = 0 , ne posséde pas de géné-
ratrice double.

PROPOSITION 3. - Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1° P(D) est de type principal ;

2° P(D) est & la fois plus fort et plus faible que tout opérateur différentiel

ayant la méme partie homogéne de plus haut degré que P(D) .

1°mmy 2° . Soit Q(D) un opérateur différentiel ayant méme partie homogéne

de degré maximum que P(D) . On a évidemment, pour tout €& R"

Jj=1

n
BER> S 1B (5)R=TI(E) +x(E),
> oY, K §

oP
b aog r(E) < 2(m - 1) , ot T () = Kk (3)12.
J

TT'(E) est homogéne, de degré 2(m - 1) , et ne s'annule par hypothése qu'en

¥=0 .11 s'ensuit que r(¥)/TT (§) 0 lorsque [E] o+ @ .

Prenons || assez grand pour avoir |r(% )|/ (%) 4% . On a alors
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9 | ¢ P, Jo(E) - P3| o, 2leF) - p(E)]
P3N B(E) B(E) A&

et le dernier terme a visiblement une limite. Ceci prouve (corollaire de la
proposition 1) que Q(D) est plus faible que P(D) ; mais on peut échanger
les réles de P et Q , puisqu'ils ont méme partie homogéne de degré m .

20=—31° , Si P{D) posséde la propriété 2° , il en est évidemment de méme
de Pm(D) , qui est donc plus fort que Pm.(D) + A DP , ol N est un scalaire,
et Ip] =Pyt oeeetp =m- 1, et par suite aussi de 3\ DP . Il s'ensuit

qu'il existe une constante A £+ ® telle que ({2 b s BTl g2 iﬁ(i) .
1 n

OP
Supposons alors qu'il existe e R", ) # 0, tel que &% (M) =0 pour

tout j=1,2, «on , 0. J

Puisque Pm(X) est homogéne, on devrait Sgoir aussi Pm(")) = 0 d'aprés
1'identité d'Euler. Et de méme, on aurait %—"' (tm) =0 , P (t%9) =0 (1€ jgn)
J

. s s . 2 - 2m-3
pour tout réel t . Cela signifierait que Pm(th)) croit au plus comme Itl

lorsque |t|—® ; ceci est en contradiction avec 1'indgalité précédente. C.Q.F.D.

Une autre caractérisation des opérateurs de type principal va nous servir
bientdt :

Pour que P(D) soit de type principal, il faut et il suffit qu'il existe
AL+ o telle que

€2 37 ca 5 DR (5P i
1t e v 80 jg 3?3 ; pour tout EE€R" ,

Ce résultat est évident.

2. Un théoréme sur les opérateurs différentiels & coefficients variables.

P(x , D) désignera, a partir de maintenant, un opérateur différentiel lindaire ,
a coefficients variables, sur R" ; P(xO , D) sera l'opérateur & coefficients

constants obtenu en faisant x = X, dans les coefficients de P(x , D) .

DEFINITION 3. - P(x » D) sera dit de type principal, si P(xo , D) est de
type principal pour tout X € R,

Pm(x » D) désignera la partie homogéne d'ordre maximum m de P(x , D) .
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/ \
THEOREME 1. - On suppose que P(x , D) est de type principal, que les

coefficients de Pm(x , D) sont une fois continliment différentiables et réels,

que ceux de P(x , D) sont continus. Dans ces conditions, il existe un voisi-

nage ouvert n de 0 et une constante AL + ® telle que :

2 2
oz, IDg 1%, <& llpGe s D) g%, pour toute ye D) .

Nous nous bornerons ici & esquisser une transcription de la preuve de ce
théoréme dans des notations plus simples que celles utilisées par HORMANDER.

De ce qus P(x , D) est de type principal découle qu'il existe ¢ >0 tel que :

c(Z’IEjlz)“"1 éZI—a% PO, T)I? powr tost FTER".

Appliquons une fois de plus Plancherel ; la majoration précédente conduit a :
¢’ P 112, £ 20 1B, ;0 , D) ¢ II?
|p[Fm-1 A Tomi \ 12

ou P J.(O , D) ost 1l'opérateur (&coefficient constants) associé &
b

A 70,0
J

Mais du lemme 1 de [2] résulte que, si k< m-2 et si € DY) (on OO

est, pour le moment, un ouvert relativement compact arbitraire), on aura :
D N X [ 7 A
Ip|=k L p|=m~1 L

ol 5: sup. |x]| .
x €&

Utilisons maintemant la continue différentiabilité des coefficients de
P (x, D);

elle permet d'écrire :

2 B 2 2
Ty, 05 27, € D0l 0y 1) g% w8 e P g I,

=m-1
ol M est une constante , et ob P J.(x , D) est 1l'opérateur (& coefficients
b4

variables) obtenu en substituant _2_1553— a X, dans %1"‘5'1!3)6(— Pm(x , X) .
k b}
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Parvenus a ce point, nous voyons que :

(o~ u8) T I 41 By 2l s g I
J

Iplgm-1

On essaie ensuite d'établir une majoration du type suivant :

Zi ey, 56> D) g %€y STIR Gy DIl 5 o

. (Z_ 10 g 12721« 0P 117,)2

Ipl& plem-1

(1)

qui, jointe & la précédente, donne :

o -5 -4 §)2 Py 15 2 a <lire, D)yl
Iplg m-1 L L

I1 suffira enfin de choisir ) assez petit pour que §< H—f——r .
1

Pour établir (1) , on procéde en s'inspirant de la démonstration du lemme 1
([2]1) .

On part pour cela de
<Xk(Pm(x , D)\P) s Pm,k(x » D) Lr> = “Pm,k(x ’ D)‘f ”Ez +
+ £ Pm(x ) D) [xk \f (x)] D Pm,k(x ) D)\f>'

ot on transpose convenablement les dérivations et les multiplications. On parvient
au résultat grdce au fait suivant : puisque les coefficients de Pm(x , D)

sont réels, il existe un opérateur différentiel S(x , D) tel que
¥(x,D0) P  (x,D)-F
P (x, ) Pm,k x, D) - Pm,k(x , D)Pm(x , D) - 8(x, D) Pm(x , D)

ne fasse intervenir que des dérivations d'ordre <« 2(m.— 1) , tandis que
S(x , D) lui-méme est d'ordre £ m -1 . Rappelons que a(x , D) est défini par :

<A, DY, > = <y, A, DIy

par exemple pour toutes ,1?-&03. Remarquons que le fait précédent n'est
plus vrai en général si on ne suppose pas les coefficients réels, comme

Ytatteste le cas de
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o

Pm(x, D):-£+i

4 9 . 9 R
On a Pm(x’D)=-'&+13§’et Pm’l(x,D)zl,d'ou

N ~
Pm(x s D)Pm’l(x , D) - Pm’l(x , D)Pm(x , D) = = 25
et notre assertion est en défaut.

Pour interpréter le théoréme 1 , introduisons 1'espace ﬁmz(fl) des fonctions
1

définies sur £2 s dont toutes les dérivées (au sens des distributions) jusqu'a

l'ordre m inclus, appartiennent i Lz(fl) . On définit sur Zmz(ﬂ) une
L
structure hilbertienne, et on note O,)mz(_(l) 1'adhérence de (D (Q) dans
L
1'espace de Hilbert ‘&mz(.ﬂ) . Alors la conclusion du théoréme 1 implique
L

1'existence d'une application lindaire continue J, de LZ(Q) dans O}mgl(n) ,
L

telle que JlP(x » D)f = £ pour toute fe O’)mz(ﬂ) . Comme les propriétés
L

exigées par le théoréme 1 sont vraies pour le transposé B(x , D) dés qu'elles

le sont pour P(x , D) , on en déduit qu'il existe une application lindaire

continue J, de G)'mgl(Q) dans LZ(K)) telle que P(x , D) J, £ = £ pour
L

toute fe& G.)"“;l(ﬂ) .
L

Soulignons que () ne saurait &tre un voisinage arbitraire de O ; il dépend

en général de 1'opérateur P(x , D) , comme le prouve le contre-exemple suivant ¢

.‘ , d d d
On considére 1l'opérateur P(x , D) = - VX XYy +X(x , 5y, 2) S5 sur
3

R” ; &(x, y, z) est une fonction réelle, indéfiniment dérivable, non nulle
pour x = y =0 mais nulle pour O0Za < x2 + yzs b . L'opérateur P(x , D)

est de type principal ; ses coefficients sont réels et indéfiniment diffé-
rentiables. Néanmoins, si ¢ (t)eG)(Rl) a son support dans (a , b) ,

Pix , D) 9(z) p(® + y%) =0,

ce qui exclut 1l'existence d'un inverse (au sens ci-dessus) pour P(x ; D)

lorsque £) ne remplit pas certaines conditions.
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