SEMINAIRE N. BOURBAKI

JEAN-PIERRE SERRE

Théorie du corps de classes pour les revétements non
ramifiés de variétés algébriques

Séminaire N. Bourbaki, 1956, exp. n° 133, p. 347-355
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1954-1956__3 347_0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1956, tous
droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique ’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1954-1956__3__347_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI
(Mai 1956)

THEORIE DU CORPS DE CLASSES
POUR IES REVATEMENTS NON RAMIFIES DE VARIETES AIGEBRIQUES

par Jean-Pierre SERRE
(d'aprés S. lang, [2],[3])

1. Rappel du cas classique.

Avant d'exposer les résultats de IANG, nous rappellerons brievement ceux rela-

tifs aux corps de nombres, dis principalement a HILBERT, TAKAGI, ARTIN.

Soit L/K une extension abélienne finie d'un corps de nombres algébriques K ,
et soit G son groupe de Galois. Soit S 1'ensemble (fini) des idéaux premiers
# de K qui se ramifient dans L .Si p¢gS, oma: p=1 ... Pg dans
L, les "B, étant des idéaux premiers de L , permutés transitivement par le
groupe G . Ie sous-groupe de G qui laisse fixe l'un des Y, est appelé le
groupe de décomposition de P , et noté G’P ; 11 est indépendant de i du fait
que G est abélien ; de plus, il est isomorphe au groupe de Galois de 1'extension.
I?F'i /Kp des corps des restes rila.tifs & P, eta p o.si Np désigne le
nombre d'éléments du corps fini K’p 2 ce dernier groupe est un groupe cyclique,
engendré par la substitution x —> x P |, et dlordre f = [T : Kpl. Ie
groupe G est donc lui-méme un groupe cyclique d'ordre f , engendré par un

élément o tel que :
N
o _ P
x% = x mod 4 (pour tout x €0¢i , anneau local de K, ).

L'élément o est appeld la substitution de Frobenius de p , et noté
(#, L/K) . On a alors :

1.1, (Théoréme de la progression arithmétique). - Pour tout o € G , il existe
une infinité d'idéaux premiers p de K tels que o = (p, I/K) .

(De plus, la densité de ces idéaux ne dépend pas de o~ ) .

Pour énoncer les autres résultats essentiels de la théorie du corps de classes,
nous supposerons que l'extension L/K est partout non ramifide (i.e. S=@ et
K est complexe dans tout conjugué complexe de L ).

L'application A —» (4, L/K) se prolonge alors par lindarité en une appli-
cation T : Jy —> G, ob I désigne le groupe des idéaux de K ; nous
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appellerons cette application l'application de réciprocité ; elle est surjective

d'apres 1.1.

1.2, (Loi de réciprocité). - le noyau de l'application de réciprocité est le sous-

groupe de Jy engendré par les iddaux principaux de K et les normes des idéaux
de L.,

En particulier, T définit par passage au quotient un homomorphisme surjectif
T' : Gy —» G, ob Oy désigne le groupe des classes d'idéaux de K .

1.3. (Théoréme d'existence). - Tout groupe quotient de Cy est groupe de Galois
d'une extension partout non ramifide de X et d'une seule.

On voit donc que CK est le groupe de Galois de 1l'extension abélienne partout
non ramifide maximale de X (c'est le "corps de classes absolu" de Hilbert).

2, Revétements des variétés algébriques.

Dans ce numéro, k désignera un corps parfait, et k sa cléture algébrique ;
dans la suite, nous nous intéresserons surtout au cas ou k est un corps fini a

q éléments.

Soit V une variété normale, définie sur k , et soit K = k(V) 1le corps des
fonctiona rationnelles sur V , définies sur k . Le réle joué au numéro 1 par les

idéaux premiers de K sera joud ici par les cycles premiers de dimension O de V ;

par définition, un tel cycle s'écrit

'p = xl + eee + xd s
ol x; =x est un point simple de V , tel que [k(x):k]=4d, et ol X1yeeerXy
désignent les d conjugués de x par rapport & k . L'entier d est appelé le
degré du cycle premier 4 , et noté deg(q) . Ies points x; déterminent le
'xf'éme anneau local dans K , que 1l'on peut donc noter (91, 3 son corps des restes
K‘P est isamorphe aux k(xi) . On observera que ces définitions sont relatives a
V et a k ; lorsqu'on voudra éviter toute confusion, on parlera donc d'un cycle

premier de Vk .

Soit maintenant I/K une extension abélienne finie de K , et soit G son grou-
pe de Galois. Pour tout amneau local @ de V, , soit O’ la cldture intégrale de
O dans L ; c'est un anneau semi-local, qui peut s'éerire 0'= 0 N ... n(’)g ,
les O i désignant des anneaux locaux, permutés transitivement par G . les 04
sont les anneaux locaux d'une variété algébrique W , dite normalisée de V dans
L. Ie corps k' des constantes de W est la fermeture algébrique de k dans L ;
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s'il coincide avec k , on dit que l'extension est "géométrique" ; dans ce cas, on

a une projection canonique
f: W—> VvV,

définie sur k , qui fait de W un "revétement" de V (en général ramifié), le
groupe G s'identifiant & la manidre habituelle & un groupe d'automorphismes de W.

Soient 4 un cycle premier de V) , g son anneau local, et f9fp 1a cldture
intégrale de 01, dans L ., On dit que L/K est non ramifiée en 4 si le radical
de l'anneau semi-local 0;9 est engendré par 1'idéal maximal de @‘F s cette pro-
priété est invariante par extension du corps de base ; dans le.cas géamétrique,
elle équivaut 2 dire qu'au-dessus de tout x € 10 il existe exactement n points
de W, si n=[L:K].

3, Généralisation du théoréme de la progression arithmétique.

Les notations étant celles du numéro 2, supposons que le corps de base k soit
un corps fini & q éléments. Pour tout cycle premier P de V, , on posera alors

Np = deg(P) . .regt le nombre d'éléments du corps find Xp .

Si en outre P est non ramifié, soient 4, , ..., ;Flg les cycles premiers. de
W, , correspondant aux anneaux locaux (Di du numéro 2 ; on voit, comme dans le
cas des corps de nombres, que le grozpe d_f décomposition G,‘p de P est isomorphe
au groupe de Galois de l'extension L-f’i/K’P , ce qui permet de définir la substitu-
tion de Frobenius de 4 , que nous noterons encore (% , L/K) . Dans le cas géom

métrique, c'est l'unique élément o~ € G tel que 1l'on ait
qdeg(?)

yo =y pour y € @i .
Dans le cas ol l'extension L/K est due & une extension du corps des constantes
(i.e. o L=Kk', k' étant we extension finie de KX ), 1'élément (g, L/K)

est le prolongement 2 L de l'autamorphisme x —> xq%eg ) de k'/k .

Comme au numéro 1, l'application P —> (4, L/K) se prolonge par linéarité
en un homamorphisme du groupe des cycles de degré O de Vk dans le groupe de
Galois G .

le théoréme suivant constitue 1l'analogue du théoréme 1.1. :

THEOREME 1. - Supposons que l'extension L/K soit ou bien due & une extension
du corps des constantes, ou bien géamétrique. Alors, pour tout o &€ G il existe

une infinité de cycles premiers p G V tels que o = (g, /K .
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Comme dans le cas des corps de nombres, ce théoréme se démontre par voie
"analytique".

Supposons d'abord que L = Kk' , avec [k':k]=n . Vu la forme de la substitu-
tion de Frobenius dans ce cas, le théoréme équivaut & dire que, pour tout a €Z ,
il existe une infinité de #$ tels que deg(,?) = a (mod n) . Or, en étudiant la
fonction z8ta du corps K , IANG et WEIL [4] ont démontré qu'il existe des g1
de. degré donné suffisamment grand. D'ou le résultat.

Dans le cas géométrique, on introduit les séries L attachées aux caractéres de
G . Si X estun tel caractére, nous écrirons X(’F) au lieu de X (( g , /X)),
et nous poserons comme d'ordinaire :

TT 1 = TT 1
1= XN B 1= X () deglq)

L(S,X) =

le produit étant étendu & tous les 4 non ramifiés. Ce sont des fonctions analy-

2Wi_  Soit r=dimV ; lorsque r =1, WEIL
log(q) )
(5] a démontré que les fonctions L(s,X) n'ont ni zéro ni pdle pour Re(s)> 5

si X # Xy caractére principal de G ; quant & L(s, Xl) , c'est essentielle-

tiques périodiques, de période

ment la fonction 2zéta de V , et elle a des pSles simples aux points s =1

2771 - . a2z :
mod =DL_ | Io cas général se ramdne au cas r = 1 par des méthodes élémentaires,

loglqi

sinon simples ; on montre que L(s,X) , pour X # X; , n'a ni zéroni pble pour
pour Re(s) >r - é , alors que L(s, )(1) a des pbles simples pour

2T 4 (cf£. [4] pour le cas de la fonction zéta et [3] pour”le cas

szrmodm

général). Le théoréme 1 résulte facilement de la.
REMARQUES. ~ 1) On obtient également la densité des s tels que o~ = (/p , L/K) .

2) les résultats relatifs aux séries L énoncés ci-dessus s'éten-
dent aux séries L non abéliennes d'Artin, cf. [3] .

3) Il est trés probable (bien que ce ne soit pas fait dans [(3]) que
le théoreme 1 est valable pour toute extension finie L/X , méme"mixte". On a en

tout cas le résultat plus faible suivant :

COROLIATRE. - Pour toute extension finie IL/K l'application de réciprocité est

surjective.
Soit G 1le groupe de Galois de L/K , et soit G' le sous-groupe de G image

350



REVETEMENTS NON RAMIFIES DE VARIETES

de l'application de réciprocité. Soit L' €L 1le sous-corps de L Ilaissé fixe

par G' ; vu la définition de G' et la propriété de restriction de la substitu-
tion de Frobenius, on a (?P’ L'/K) = 0 dans G/G' pour tout b 5 soit e Lt
la plus grande extension de K due & une extension du corps des constantes et
contenus dans L' ; vu ce qui précéde, on a (;p , L"/K) = 0 pour tout 4, ce qui,
d'aprés le théoréme 1 entrafne L' = K , et l'extension L'/K est géométrique ;
mais alors une nouvelle application du théoréme 1 montre que L' =K , d'ol

' =a, C.Q.F.D.

I1 reste & étudier le noyau de 1l'application de réciprocité, de fagon & obtenir
des résultats analogues & 1.2, et 1.3. ; cela a été fait, dans le cas des courbes
(et méme pour des extensions ramifides) par F.K. SCHMIDT et WITT. Dans le cas des
variétés de dimension quelconque, il nous faudra nous borner i des extensions d'un

certain type, que nous allons maintenant définir.

4, Revétements du type d'Albanese.

Pour simplifier le langage, nous supposercns a partir de maintenant que les

variétés considérées sont des variétés projectives et non singulidres.

Soit V une telle variété, définie sur un corps algébriquement clos, et soit

¢ ¢V — A son application canonique dans sa variété d'Albanese. Soit B une
variété abélienne, et soit G un sous-groupe fini de B tels que B/G A ; ceci
signifie qu'on a un homomorphisme surjectif et séparable g : B—> A , de noyau
égal & G . I1 est clair que B est un rev€tement abélien non ramifié de A , dont
le groupe de Galois est le groupe G , opérant par trenslations ; en caractéristi-
que O on sait (par voie topologique) qu'il n'exiete pas d'autre revétement non
ramifié de A ; on ignore s'il en est de méme en caractéristique p #£ O (tout ce
que 1'on peut montrer est qu'il n'existe pas d'autre revétement abélien non ramifié

de A, et c'est loin d'étre trivial).

Soit donc g :+ B—> A un tel revétement. On peut, & la manidre classique en
topologie, considérer 1'image réciproque de B par ¢ , notée W = Q-I(B) . Elle
est définie par 1l'existence d'un diagramme commutatif :

W B
fl gJ,
v _.l_ﬁ A .

I1 est impossible que le revétement W —> V so0it compldtement décomposé, car

—_————

celn signifierait que 1'on peut remonter l'application @ :V—> A en une
application V ——» B, ce qui serait contraire 3 la propriété "d'application
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universelle" de la variété d'Albanese. On tire aisément de 13 le fait que le revé-

tement W est irréductible (i.e. est bien un revétement au sens du numéro 2).

(Dans 1e cas clessique, ce résultat peut aussi se ddduire du fait que
Tfl(V) —_— T‘l(A) = HI(A) = H (V)/Tors Hl(V) est surjectif).

Un revétement W obtenu de la maniére précédente sera dit du type d'Albanese ;
un tel revétement est évidemment abélien et non ramifid. Ia réciproque est exacte
lorsque V est une courbe, mois inexacte pour une variété de dimension quelconque :
on peut construire des revétements cycliques d'ordre premier { et non ramifiés
qui ne sont pas du type d'Albanese, en prenant pour V une variété dont le groupe
de Néron-Severi a de la {~torsion (si £ # p ), ou wne variété d'Igusa (si €=p).

Enfin, soit k wun corps parfait quelconque, et soit L/K une extension finie,
avec K = k(V) . Nous dirons que L/K est une extension du type d'hlbanese si

c'est une extension abélienne et si IE/KI-{ est 1l'extension correspondant & un
revétement de V du type d'Albanese (sur k , cldture algébrique de k ). En parti-
culier toute extension due & une extension du corps des constantes est du type
d'Albanese, par définition.

5. Loi de réciprocité pour les extensions du type d'Albanese.

Soit k un corpa fini, et soit V une veriété projective non singulitre, défi-
nie sur k . La variété d'Albancse A de V peut alors &tre définie sur k
(c'est un résultat de CHOW ; comme 1'a remarqué WEIL, on peut 1'obtenir comme cas
perticulier de résultats généraux sur la descente du corps de base), et il en est
de méme de l'application canonique ¢ :V— A (i1l y a un cocycle a tuer, ce
n'est pas méchant). Nous noterons A le groupe des points de A qui sont ration-
nels sur le corps k .

A tout cycle premier P EE b e+ Xy de Vk , nous ferons correspondre le
point T (4) = \p(xl) + oeee + tf(xd) € A, . En utilisant le théoréme 1, on peut
montrer que, réciproquement, tout élément a € A, s'éerit T (4) , cf. numéro 6.
L'epplication # —> T(#) se prolonge par linéarité en une application
& ——> T(&) dugroupe J(V) = J des cycles de V rationnels sur k dans le
groupe Ak . Cette application n'est pas canonique (du fait que ¥ n'est définie
qu'a la translation prés par un élément de A ), mais sa restriction eu sous-
groupe J° Qes cycles de degré O 1'est. Nous noterons N le noyau de
™ i:3°— A, , et C le groupe quotient J/N ; c'est le groupe des classes de
cycles de V, , il est isomorphe (non canoniquement) & Z A .
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Soit d'autre part T : J —3> G 1'application de réeciprocité associée & une
extension L/K non ramifide (c'est-a-dire correspondant & un -revétement W —p V

partout non ramifié). On sait (numéro 3) que T est surjective. On a :

THEOREME 2 (Loi de réciprocité pour les extensiomsdu type d'Albanese). - Si
l'extension L/K est du type d'Albanese, le noyau de l'application de réciprocité
T est le sous-groupe de J engendré par N et par les traces des cycles de W .

(Les normes du numéro 1 sont remplacées par des traces du falt que les cycles

sont écrits additivement).
Comme au numéro 1, on voit en particulier que T définit par passage au quotient

une surjection T' : C —> G .

THEOREME 3 (Théoréme d'existence). - Tout groupe fini, quotient de C , est grou~
pe de Galois d'une extension du type d'Albanese, et d'une seule.

En passant & la limite, on obtient un résultat plus frappant.

Soit K = k(V) , soit M la composée de toutes les extenaions du type d'Albanese
de X, et soit ¢ le groupe de Galois de M/K . Alors 1l'application de réciproci-
té définit un isomorphisme du complété de C sur g (C étant muni de la topolo-

gie définie par ses sous-groupes d'indice fini).

6. Indications sur les démonstrations.

Nous ne nous occuperons que de la démonstration du résultat énoncé 3 la fin du
numéro précédent ; le théoréme 2 se démontre de fagon analogue, et le théoréeme 3

est alors immédist.
On procede en deux étapes :

a) Démonstration dans le cas des variétés abdliennes.

Avec les notations du numéro 5, on a V = A , 1'application ¢ étant 1l'applica-
tion identique.

On commence par exhiber une extension abélienne infinie M de K &yant pour
groupe de Galois le complété de C = Z x A : on prend pour M la composée de
1'extension Kk/K (k désignant la clbture algébrique de k ) et du “"eorps de

classes absolu" H/K défini ainsi :

56it q le nombre d'éléments du corps k , et soit ptA—> A l'application
définie par p(x) = x% - x . C'est un homamorphisme surjectif et séparable (car
d(x? - x) = - dx) , syant pour noyau le groupe fini A, , C'est donc une extension
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abélienne du type d'Albanese, géométrique, qui est notre "corps de classes absolu®
H/K cherché.

kY

I1 est clair d'aprés ce qui précéde que le groupe de Galois de M/K , o
M= Kk @y H , peut étre identifié au complété de C =2 x A . On doit ensuite
vérifier que l'application de réciprocité relative & M n'est autre que l'applica-
tionocenonique J— C . Cela ne présente pas de difficulté ; montrons-le par exemple
pour le corps de classes absolu H/K . Soit g =x + 34 e xd™l o cycle

premier de degré d de A, . On doit montrer que (4, H/K) € GH/K = A, n'est

d-1
autre que 1'élément x' = 11(15) =x +x3 4 .., wxd (1a some n'étant plus une

somme formelle, mais une somme effectuée dans le groupe A ) ; or, 1l'élément

(:p, H KX) est défini par la condition que, si y € A est tel que yq -y=x,
d d
onait y3 =y« (4, H/K) ; come on vérifie tout de suite que y* -y =x',

notre assertion en résulte.

I1 faut enfin montrer que toute extension abélienne non ramifide de A est
contenue dans 1l'extension M/K . Dans le cas géométrique, cela se fait ainsi :
soit A : B—> A l'extension considérée. On sait que, sur k la variété B
devient une variété abélienne ; on en déduit alors facilement (cf. [1] ) que c'est
une variété abélienne sur k , et A est un homomorphisme, composé avec une trans-
latien @ €4, , que nous supposerons d'abord égale &2 0 . Le noyau de A est
formé de points rationnels sur k (du fait que l'extension est abélienne), ce qui
montre que l'application p : A —> A se factorise en A —> E-L) A, et
1l'extension B est contenue dans H , donc a fortiori dans M . Si la translation
a était # 0, on trouverait que B est contenue dans le corps de clasgses Ha

relatif & ce point, corps qui est contenu dans M .
Le cas d'une extension quelconque est & peine plus compliqué.

b) Réduction au cas des variétés abéliennes.

Soit  : V- A 1l'application canonique de V sans sa variété d'Albanese
(cf. numéro 5). On montre que l'extension abélienne non ramifiée maximale de A
a pour image réciproque par ¢ l'extension abélienne du type d'Albanese maximale
de V ; autrement dit, on montre que, si une extension W —> V , abélienne sur
k , est image réciproque, sur k , d'une extension non ramifiée de A , elle 1l'est
aussi sur k . LANG donne de ce fait une démonstration compliquée, mais il semble
bien que ce soit une simple conséquence du résultat de WEIL cité plus haut sur la
"descente du corps de base" (on peut aussi donner une démonstration directe dans
le cas des extensions cycliques d'ordre p).
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Cela étant, il reste simplement 3 montrer que C(V) —> C(A) est bijectif ;
cet homomorphisme est visiblement injectif, et, d'autre part, on sait, d'apres ce
qui précéde, que C(A) peut étre considéré comme le groupe de Galois de 1'exten-
sion du type d'Albanese maximale de V ; la surjectivité de 1'application de réci-
procité (numéro 3) montre alors que C(V) —> C(A) est surjectif, C.Q.F.D.

(1]
(2]
[3]
(4]
(5]

Le]

(7]

(8]
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