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Séminaire BOURBAKI
(Février 1956)

THESE D'HORMANDER [17], I

par Frangois TREVES

SOMMAIRE. - Etant donné un polynfme différentiel P(D) , & coefficients constants,
sur R®, HORMANDER introduit systématiquement les dérivées P(p)(D) de ce polynS-
me par rapport aux B%' (1€ jgn) . Il établit une majoration fondamentals

(lemme 1) des P(p)(D) par P(D) sur les ouverts bornés de R® . En particulier,
cette majoration conduit immédiatement 3 1'existence de solutions élémentaires pour
P(D) .

Pour la premiére fois, HORMANDER donne une caractérisation compldte des opmérateurs
différentiels & coefficients constants hypo-elliptiques (proposition 1 et 2, théo-
réme 1) .

P(D) désignera l'opérateur différentiel sur R°® obtenu en substituant 2-1?73%;
a X (1 € x ¢ n) dans le polyn8me P(X; y oes S X ) « Pour tout systéme de n
entiers p = (p; 4 ..., P, ) nous noterons plP ( s ooy Xn) le polyndme

P1L T e TPy

Py
3%,

SCHWARTZ. Par exemple (0(-) sera 1l'espace des fonctions indéfiniment dérivables

P(X1 s eee Xn) . Par ailleurs, les notations seront celles de

P,
n
LR N axn

& support compact contenu dans l'ouvert L% de R° .

IEMME 1. - Si L est un ouvert relativement compact de R° , on peut trouver une

constante Cp , ne dépendant que de l'ordre m de 1'opérateur différentiel P(D)
et AN telle que :

12®)0) ¢l € ¢, o) ¢l

quels que soient p = (p; , ++. , p ) et we® () .
H H désigne la norme dans L (Rn) sy < ,» le produit scalaire au sens des

distributions. Si T est une distribution quelconque, & support compact, on a :

323



F. TREVES

(1) (xk(T*\f),, (XkT)* ¥r = <(ka)== ¢, (ka): > + (T*(xklf) , (x,kT)* Yy =
A . A
= |l Depll? + <Dl ) , Togo = |l Deypil® + Ll Dxgl,
ﬁ‘—é >- ¢y, Tg> .

Rappelons que T est définie par <7 s K (x)» = <7, )‘ (=x)>» . Compte tenu
de cela, (1) donne :
@ N aDrgllPe el L 6E0sgll+ 28,1l GDep I}

ou Bk désigne le maximum de ]xkl sur le support de T*Y . Appliquons cela &
T = P(D)§ . Il est d'abord clair qu'il suffit de prouver le lemme pour
p=(,0, «e. , 0) ; nous prendrons donc k =1 dans (2) , car

21T x,P(D)§ = p(l 5 0y eee s 005y § |

D'autre part, nous raisonnerons par récurrence sur le degré m de P(X) . Si
m=1, alors fo(D) § =0, et dans ce cas, (2) exprime bien le résultat désiré.
Supposons le lemme vrai pour tous les polynfmes de degré & m - 1 . En particulier,
cela suppose qu'il existe C)y telle que :

. 1 2p(0) §)xyll< 0y Il (P(D) §)xepll -
'ou
3) I (x,P(D)8 ) pll& (cs + 28)) |[P(D) I,
C. Qo Fo Do

En prenant p; + ... + p, assez élevé, on déduit du lemme 1 que

Hell<cq l1P(D) ¢

D'ailleurs l'inégalité (3) montre qu'il est facile d'obtenir une majoration simple
pour Cq . L'inégalité précédente ||¢||< Cq ||P(D) |l permet d'établir (par
Hahn-Banach) 1l'existence d'une solution élémentaire pour P(D) .

PROPOSITION 1. - Soit P(X1 s ses Xn) un polynfme & coefficients complexes.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1° Ou bien P est un polyndme constant, ou bien lorsqu'on fixe v] dans R° et
lorsque ]"5 ] =+ (g € ), [p( g o+ i7) | —> + 0, cette convergence étant

uniforme par rapport a si reste dans un compact fixe.
P p 7 81 1P

2° A tout compact K de B on peut faire correspondre un compact H de i
tel que ge ‘ H, y]e K impliquent P(‘S + iv}) £0.
3° Quel que soit gvecn s [P(g)]‘lP( g+ §')-——yl lorsque l‘gl—% ry @ci

. N n
encore, convergence uniforme par rapport a S’ sur chaque compact de C ).
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THESE D'HORMANDER, I

4° Quel que soit gch , ot quel que soit p# (0, ..., 0),
[P(g s')]’ p¥ (§ 3')—>0 lorsque I'; |—+ o . La_convergence est uni-

forme par rapport & 'g sur chaque compact de c®.

On démontre 1°¥=)2°=>3°=a4°-;1° . Nous prouverons les implications 2°=3%44° ;
les autres sont parfaitement évidentes.

Supposons d'abord G'€ R® ; nous pouvons mlme supposer que ' = (1,0,4.4,0)
en effectuant éventuellement un changement lindaire de coordonnées dans .
Substituons, dans P(X1 s eos Xn) , n -1 nombres réels quelconques
§o s eeey §n & X, ee y X Tespectivement et notons P(X,) 1le polynbme a
une indéterminée obtemu ainsi ; si r f (1< j<m) sont las m racines de P(Xl) ,
(en vertu de 2°) P dépend effectivement de tous les Xk , 6t donc m >1 . Alors,

p(§)? p(g+ 5 = ], 6 gt
On se donne alors € > O arbitraire ; il correspond 3 € june constante finle B
telle que ]ql‘ i.l, I§l>,B impliquent P(‘g+i7);£0.Sionprend
Hil l>/B+E , quel que soit le zéro 2z de P(Xl, ...,X),onaura
l§-2|7€ . En particulier, celaestvraipour z-(rj, §2, ven s '§n) 5
on doit donc avoir |§1 - Ty | » e , et par suite :

lP(g) (g g -1gme ve )™

= -1
pourvu que l§1|> B+ €
D'autre part, il n'est pas difficile de voir que l'on peut toujours trouver r
vecteurs v:,LeEl’In et—r nombres complexes c, , tels que P(p)(g) =ZciP('§+vi) .
S8 p#(, +o,0), 11 faut Fle, =0, d'oh 1l'on déduit, en vertu du résul-
tat qui vient d'8tre étébli :

-1,(p) = -
(4) (s [F(5)TPPUE)]=Xe =0
Soit alors “S' un vecteur complexe quelcongue ; la formule de Taylor donne :
(5) P(g+ 'S')=P(§) « gplp) (‘5)3-;2-

ou la sommatlon est étendue aux indices p # (0 y see 5, 0), 00 pl= p11 e Py H
et 'S‘p g 1 e G B Maie alors, en divisant les deux membres de (5) par
P('g) , et en tenant compte de (4) , on voit que P(S) P( g+ ! )-;1 lorsque
|§|— + o, uniformément par rapport &4 =<' sur chague compact de C" . Ainsi
2°9=3 3° , Mais en revenant a ’S 1l'une des formules qui précédent, on voit aussi

que 3

P(E+ g')‘lp(P)(g + Q)+ Zci[P('g)'lp(g +vy + ILR(E + ‘g')'l P(g )]
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F. TREVES

tend vers Zci = 0 lorsque [§ |— + ®, avec 1tuniformité en G' que l'on
désirait. 3°-54° ,

PROPOSITION 2. - Soit un opérateur différentiel P(D) . Les deux propriétés sui-
vantes soyt équivalentes 1
(L) Quela que soient 1'ouvert :de R ot 1'élément u de 12 (Il) tel que
P(D)ueL (£2) (au_sens des distributions) , on a aussi P(D)(Q u) el? (£) pour
loute Y6 @) .
(L') Quels que soient Lot uel(Q) telle que P(Duel?(f) , P(p)(D)u
est localement * dans -0- pour tout p = (p1 y sse pn) » Plus précisément, 3

tout ouvert relativement compact ' tel que Nt c, correspond A < +
(ne dépendant pas de u ) telle que :
1 @yl 2 gacllalld + e 12)

Pour voir que (L') =>(L) , il suffit d'appliquer une "formule de Leibniz" (fré-
quemment utilisée par HORMANDER) : Py + s +D

d
_ (p)
P(D)(uv) = ip: P e = [P*¥/(D)u] E )

Pn
% LN ] axn

Prenons alors d&@(-ﬂ-) , ayant son support dans ' ; ona :

v].

o)l ¢ £l 2P o0l

ou les qpe@(ﬂ) ont toutes leur support dans L'

Réoiproquemgn:b, (L):: (L') « Pour prouver cela, on considére le graphe G de
P(D) dans L°(Q) «x 12 (f}) , cet espace étant muni de la norme usuelle

1w, v Y= lall® « e 22,
G est fermé pour cette norme. Prenons alors fL! comme il est dit dans (L') ,
ot considérons 1'application (u, PO)—yP®)(Dju de G dans ®'(<¥) . En
réalité, 1l'image de G par cette application est dans Lz(ﬂ.') « Cela résulte du
lemme 1. Car soit Re@® () , J5 =1 sur L)' ; et prenons la suite habituells
P,| de fonctions de (® qui convergent vers & dans ¢' . D'aprés le lerme 1,

on a 3

clemyp s Pl 3 e 0)(p (Bl .

Mais P(D)(Fm!( ﬁu)) converge dans Lz(ﬂ-) , vers P(D)(ﬁu) qui appartient
3 Lz(ﬂ) en vertu de la condition (L) . Il en résulte que les P(p)(D)(fm*(JSu))
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THESE D'HORMANDER, I

convergent aussi dans Lz(—Q-) ; leur limite est P(p )(D)( ﬁu) (définie a priori
comme distribution) , qui coincide avec P p)(D)u sur SV,

La démonstration s'achdve en montrant, par un raisonnement analogue & celui qui
vient d'8tre fait, que le graphe dans G x Lz(ru) de 1'application (u,P(Du)=>
-aP(p )(D)u ost fermé. Cette application est donc contimue, et ceci équivaut a
1'inégalité de la condition (L!) .

Tout opérateur différentiel P(D) qui vérifie la condition (L) ou (L') est
appelé de type local par HORMANDER. Nous dirons d'autre part qu'un polynfme P(X)
est complet, s'il n'existe aucun vecteur non nul veR® , tel que 1l'on ait :

P §)'= P( g+ A v) quels que soient’ geRn et le nombre réel A . Nous
dirons que 1l'opérateur différentiel P(D) esat complet si le polynSue essocié
P(X) X'est.

D'autre part, on appelle hypo—elliptigue tout opérateur différentiel P(D) qui
possdde l'une des deux propriétés suivantes, équivalentes :

(HE) Toute solution élémentaire de P(D) est indéfiniment différentisble dans le
complémentaire de l'origine.
(HB') Quel que soit l'ouvert & de R® et la fonction g , indéfiniment diffé-
rentisble dans 2, toute solution sur < de P(D)f = g est aussi indéfiniment
différentiable dans [3] .

Le résultat principal du chapitre 2 de la thdse d'HORMANDER est constdtud par le
théoréme suivant :

THEORENE 1. - Soit P(D) un opérateur différentiel. Les propriétés suivambes
gont équivalentes :

1° P(D) est complet et de type local.

2° P(D) est hypo-elliptique.

3° P(X) wvérifie les conditions équivalentes de la proposition 1 .

De plus, si P(D) possdéde l'une des propriétés ci-dessus, et si E est une

solution élémentaire quelconque de P(D) , pour toute u€ &' NL* ot tout

p= (p1 s see pn) la convolution P p)(D)Es«u est localement -L° .

Nous commencerons par prouver que les conditions, portant sur le polyn8me P(X),de
la proposition 1 sont équivalentes au fait que P(D) soit hypo-elliptique.
Remarquons que pour établir ce dernicr fait, il suffit de prouver qu'il existe une
solution élémentaire E de P(D) , indéfiniment différentiable dans le complémen~
taire de 1'origine (voir (3], Exposé n® 4) . Par la méme occasion, nous démontre-
rons la derniére propriété énoncée dans le théoréme 1 , a partir de la propriété 2 ,
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F. TREVES

Prouvons tout de suite que (HE') entrafne la propriété 2 de la proposition 1 .
Prenons un ouvert relativement compact L de R® . L'ensemble N des ueL2 ()
tels que P(D)u =0 (sur £ ) est un sous-espace vectoriel fermé de Lz(-Q) .
Soit X' wun ouvert tel que arc o ; considérons l'application u-—b-ag-u- de

N dans (Q'(Q') . C'est ici que nous utilisons (HE') ; elle implique que
NeB(9), i.e. quo =2~ applique N dams L°(SY') . On voit imnédiatement que
J
le graphe de cette application est fermé, d'ou résulte qu'il existe B £ + @ et
que :
2
“6&“ ' S B ”K”IL' , pour toute KSN .

Fixons s) dans Rn , et choisissons § de maniére & ce que = §+ i7 soit
un zéro de P(X) . Prenons, dans 1'inégalité précédents,

)((x) = exp(-21T ¢ x , g >)

elle conduit a :

2
(2.3: 'S,]I ) Sﬂ,' exp(4‘T('(x,!77)dx$Bl Sn_exp(:t‘ﬂ'(x,v]))dx
ce qui prouve que 'S' reste borné pourvu que [ ‘?I le reste aussi.

Montrons maintenant que les propriétés de la proposition 1 entrafnent l'existen-
ce d'une solution élémentaire E de P(D) , indéfiniment différentiable dans le
complémentaire de 1l'origine.

Choisissons une constante finie A telle que I‘SI )A implique lP(g)l > 1
ceci est possible d'aprés le propriété 1 de la proposition 1. Nous pouvons tou-
jours supposer que le terme de plus haut degré en Xl de P(X) est XT . Alors
si le point ( ;2 s so0 5 & ) varle dans ! en restant dans la boule

§2 + eee + § , l'ensemble des nombres complexes Sl tels que

|P( Sl s §2 s see "Fm)l , reste dans un compact H de C . Prenons alors
A' > A, telle que le cercle | 91' = A ‘gntlenne H & son intérieur. Posons :
(E,*P>:Sd§2"'d§‘g?ﬁ(l’ 2’."’31‘) a3,
A n gl s ’52 g ees .%n
>

Y est la transformée de Fourier de € ©®, et $x) = (=

Les intégrales par rapport aux gk (R £k <n) sont prises de —00 & +o sur

1ltaxe reél ; 1'intégrale par rapport a Sl est prlse auss:L sur l'axe réel si
2 2
52 el €n7/A . Par contre, si §2 toaee + ‘g < A%, clle est prise sur

1l'axe réel pour IS | % A, et sur le demi-cercle Bl + 71 = Ar? 1€ 0
si | Ell £ A' . Ainsi, sur tout le chemin d'intégration, IP(gl, gz,..., § )yt .
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<E, \?) définit bien une forme linéalre continue sur @ : c'est & peu prés
évident. C'est wne solution élémentaire de P(D) : car si LP = P(D)-qr (st
Te® , T est aéfinie par LT, X> =<rT, x) pour toute X€ G),

ACE Sdgz dgn§\1((gl y By s er 5 5,) 4T, |
Puisque ‘\[I (’S) est une fonction entiére de Sl P gn , cette derniére

intégrale est égale & S \‘I(g )ds = (0) . Ensuite il nous faut établir que E
ost indéfiniment différentiable dans le complémentaire de l'origine. Posons

M=\/~A +A' et : 1,\.?) Sl§!>/ -T(-%-)'dg H
e, , $7 = §l§l —‘g%%{-dg.

Dans la deuxidme intégrale, T = (T, , Ty, «oe, §n) et le chemin d'inté-
gration est pris, demns C x Rn"1 , comme il a été dit. I1 est d'ailleurs contem
dans un compact, et E, = § ATLx , T P(g) dT est une fonction analyti-
que entiére de x . En particulier, si ue ‘&’nL P(p ) (D)Eztu est localement

L2 , quel que soit p .

Reste & étudier E, . Mais auparavent montrons que P(p)(D)El*u appartient a
1% . Car st Je (), ona :

v v« (p) n
<P, 9y = PPy, 8y = (g0 TR BRI
Ceci signifie qu'en tant que distribution, P(p)(D)El*u est égale & la fonction,

. . p(P)(x) A
nulle pour |x| < M, et qui coincide avec -_FGIT_u(x) pour |x| M . Or,

puisque ;P(x)l Y1 si |x| M, et d'aprés la propriété 4 de la proposition 1,
pt (x)P(p (x) est borné pour |x| M . Comme fer1? , on a bien le résultat
annoncé. Ainsi P‘P/(D)Esu est localement --L"2 . Or, du fait que E est indéfi-
nipent différentiable dang { O} , et par suite que (HE!) est valable, décou-
lera que toute solution élémentaire de P(D) posséde aussi le propriété qui vient
d'8tre établie.’

Notons y et deux vecteurs quelconques, non orthogonaux, de i , et
{D, y ¥§ 1la transformée de Fourier (par rapport 2 ‘g) de ¢ g s T Y.
Prouver que, E1 est indéfiniment différentiable dans C{ O} équivaut & prouver
que, quels que soient y , 1 et l'entier k , on peut trouver un entier h tel
que F =y, x)h <D, q)lcEl est une fonction continue sur R . Moyennant.
une rotation dans R" , On se raméne au cas ou y, est la seule composante non

mulle de y (nous pouvons d'ailleurs supposer ¥y = 1) .
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Nous noterons Q( 'g) le polyndme obtenu & partir de P( ) par cette rota-
tion ; on a évidemnent |Q( B)] % 1 pour lgl oM. \P( ) devient une cer-
taine fonction \P(g) qui est la transformée de Fourier d'une *’5@ . Au
total nous pouvons écrire :

k
= -h LEL 12 "
<P, 9> = @i Sl g 63 B ¥ (3 ag
En intégrant par parties h fois successives s on obtient d'abord une intégrale
sur le fermé ]§]>,M :

Ty =™ fig oy J) S el (—Lim-’l-,l) ax,
et une somme finie d'intégrales sur la sphére l

<Fy, P> = ()t 5;; gfgl . ["T (-‘57;(—%—)][—:11—:1-[3@(3)]&5

En effet, les termes intégrés s'annulent tous a l'infini, car —qres H ne restent
que leurs valeurs sur la sphere lg] =M, d'ou les intégrales précédentes.
Posons d'ailleurs (Fl ,\k} (Fl , \P) et de méme pour F, « 11 est clair que

ﬁl est la transformée de Fourler de la distribution g g) , nulle pour I'Sl (M
h k
ot égale a (—Zi“T)k aﬁ (<EQ(§) ) dams le reste de l'espace. Grfice & un

9%,
théoréme de SEIDENBERG [2], on prouve que si P( 'g) vérifie les conditions de
la proposition 1, il existe un nombre s >0 tel que :
l IS P(Ps( )
S

La méme propriété est évidemment vraie pour Q( g) 4 la place de P('g) +Ilen

—0 lorsque I'Sl—-‘q+oo pour tout p# (0, 0, +u. , O)

résulte aussit8t qu'a tout entier v correspond h assez élevé pour qu'on ait :

h
Bih (<§Q’('{‘>) ) $l§| pour ]§I>M M>1) .

En prenant VU assez’ grand on pourra faire en sorte que g( )é_L1 ; alors i“l _

sera une fonction continue sur R s ¢t il en sera de méme de Fl qui se déduit
de F1 par une rotation sar les variables.

Quand a F.d » Tremarquons que c'est la transformée de Fourier d'une distribution
portée par la sphére lg, =M, donc & support compact ; le théoréme de Paley-
Weiner veut alors que 'F",) (et par suite aussi FZ) soit une fonction analytique

entiére de x .

Reste maintenant & prouver que le fait, pour P(D) , d'8tre complet et de type
local, équivaut & posséder l'une des propriétés équivalentes de la proposition 1 N
ou bien & &tre hypo-elliptique.

330



THESE D'HORMANDER, I

Si P(D) est hypo-elliptique, il est de type local et complet.

Soient donc L1, ' et u comme il est dit dans 1'énoncé de la condition
(L') . On choisit €30 de sorte que le volsinage fermé d'ordre € de &' soit
contenu dans £l , ot 1'on utilise la paramdtrix F =pE, ou Pe (9 est égale
3 1 sur la boule |x| €& <€, et 3 O hors de la boule |x|<& ; E est
une solution élémentaire quelconque de P(D) . Par hypothése, E est indéfini-
nent différentiable dans C{O& .81 w(x) =P(D)F —-§ , on voit que w € ®
et a son support dans la courcnne ?.1& |x] £ ¢.0na donc :

p®) o)y = [P 0)F] « [PONT - (PP (D) o] % u -

La restriction & £L' du deuxiéme terme du second membre appartient manifestement
a Lz(.n.') . Soit alors A€, d&(x) =1 sur le voisinage d'ordre € de
L' ., Un théoréme classique sur la convolution énonce que, sur Q' la valeur de
[P(p)(D)F'i % [P(D)u] est égale a :
2P 0)r] « [of (D)) ] =[PPV (D)ET x [k (P(I) ] + [PPID)(( p - 1)B)] % [ (P(DI) ]
Meis le 26 terme du dernier membre est indéfiniment différentiable. Quant au pre-
mier, par hypothé&se, il est localement 12 puisque o((P(D)u)E"(';(\L‘2
Ceci montre bien que P(D) est de type local. Il est complet, car il est visible
qu'un polynSme P(X) non complet ne peut vérifier les conditions de la proposition
1.,

Si P(D) est complet et de type local, le polyndme P(X) posséde la propriété 1
de la proposition 1,

Prenons deux ouverts relativement compacts L. et fM' , avec Qren, Ltiné-
galité énoncée dans la condition (L') , appliquée & u = exp(-2iN< x, G >) (S&Cn)
donne, pour chaque systéme p de n entiers

[ 2
(5) 2P ()] €3, G+ IP(5)A)
oh B 07 est une constante finie, dépendant de v (S ‘g + iv]) » mais qui est
bornée si V] reste dans un compact fixe de R~ . Or on démontre aeci (13 si P(X)
est un polynSme complet, alors, lorsque l'g J—+ o0, E |P P)(-S 7 “
tend vers + o, et cela uniformément par rapport a V) sur chaque compact de i .
Ce fait, joint a la majoration (5) , implique bien la propriété 1 de la proposition
1.
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