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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1955)

/ \
LES EQUATIONS DU TYPE MIXTE ET LE PROBLEME DE TRICOMI.

par Paul GERMAIN

Une équation aux dérivées partielles du 2e ordre est du type mixte si elle change
de type (elliptique ou hyperbolique) & 1'intérieur du domaine ol 1l'on étudie ses so=-
lutions. Les équations considérées sont linéaires ; sauf avis contraire, on n'envi-

sagera méme que 1'équation 3 2 variables

(E) L) = k(z)u)Cx +u = 0 ,

la fonction k(z) étant croissante, continfiment dérivable, nulle avec z

L'étude de ces équations s'est développée depuis une dizaine d'années (3 mémoires
avant 1943 : [31],[12],[21]) en raison du réle important qu'elles jouent en aé-
rodynamiqué transsonnique [ 13].

Dans cette analyse, on a laissé de cété les travaux nettement orientés vers les
applications ; on voudrait présenter une synthése des résultats les plus significa-
tifs, sans s'astreindre & suivre l'ordre historigue dans lequel ils ont été atteints.

1. L'équation de Tricomi.

\ 4

L'équation (E) la plus simple correspond au cas ou k(z) = z ; elle apparaft en
1923 dans le grand mémoire de TRICOMI [31] . On pose 3y = 22272 , 2= . y2 ,
x =rt . Dans B (2<0) , 1'équation de Tricomi écrite avec les variables caracté-
ristiques b=x- iy , m=x + iy est une équation d'Euler-Poisson [8] . Ceci

explique les résultats suivants :

a. Groupe attaché & 1l'équation [17],[19]. - Les translations paralldles a

1'axe des x et les homothéties x! = HX y' o= BY » laissent invariante 1'équa-
tion ; d'autre part si u(r , t) est une solution, r_l/3 u(r-l , t) est également

Iy

solution. On peut donc attacher & 1'équation un groupe de transformations & 3 para-
metres. Dans P, (z>0) muni des variables x , y , ce groupe est celui des dé~
placements de la géométrie de Poincaré ; les images des droites danps Pe sont "les
courbes normales". Une transformation T' ainsi définie sur Pe se prolonge dans
P, ; de fagon précise si I(J) est 1'antécédent (1'homologue) du point co & 1'in-
fini de 1'axe des x , et si Q' (P) (@ (P)) sont les domaines définis par

r§ >0 (r§ < 0) avec rg = (x - xP)2 + y2 , (xP abscisse du point P de l'axe
des x), T &tablit une correspondance biunivoque et bicontinue entre ®+(I) et
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P. GERMAIN

@ (J) . Il existe également des transformations analogues T faisant correspondre
(D—(I) et (J) () . Ces résultats conduisent & la définition d'un point & 1'infini
sur les caractéristiques rg =0 , ces points & 1l'infini forment les caractéristiques
a 1'infini de Ph , dont le point w situé sur Ox est aussi le point & 1'infini de
Pe . Sur le plan (x , z) ainsi complété, deux transformations T" et T  convena-
blement associées forme une seule transformation T biunivoque et bicontinue. Ces

définitions permettent d'étudier aisément le comportement & 1'infini des solutions.

b. Solutions de Darboux [17],[19] . - En séparant les variables, on est conduit
a former les solutions

TS A TETS 1 s 1 s 2
(l) r hs(7)=r E(If+§ ﬁ-—-i,j,

r r

S

-e

s est un paramétre, E une solution de 1'équation hypergéométrique. De telles so-
lutions sont toujours analytiques soit dans @ ) , soit dans @) (0) ; en général
elles sont singuliéres sur les caractéristiques de O . Nous n'insistons pas sur les
cas ou (1) est un polyndme ou une fraction rationnelle, mais & titre d'exemple nous
signalerons la solution

1
r— 2
(2) ) P Pz lasy)  (5=0)
Y

régulitre au voisinage de la caractéristique £ = 0 qui devient infinie comme
L 2 = 2
1 - 17 T 1 2,12 r
(3) - (= yZJ Log(———z_ . ) ou - o (- ¥7)"" Log ;’2‘
au voisinage de la caractéristique m = O suivant qu'on effectue le prolongement
dans @)'(0) ou @ (0) . Dans le cas ou s = --li , une solution (1) stéerit
1

- (r + x)—j

Wi =

(4) (r - x)

elle est uniforme dans @@ (0) mais prend trois valeurs dans J¥ (0) ; on peut la
rendre uniforme en recouvrant m—(O) de 3 feuillets raccordés convensblement. Cette
derniére solution joue un r8le de premier plan dans certains problémes d'aérodynami-
que. Des solutions (1) (premiéres solutions de Darboux) , on déduit les "solutions
générales de Darboux" par application d'uré transformation T . Appelant A et B

les homologues de O et @ , on obtient par exemple les solutions

1 2 2
-13 T 4y y
5) @2 A1 0 (h B =2y)
B r, Ty
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EQUATIONS DU TYPE MIXTE ET PROBLEME DE TRICOMI

qui dans le plan complété n'admettent d'autres lignes singuliéres que les caractéris-

tiques ri = r2 = 0 . Par exemple (2) devient ainsi la fonction de Riemann

B
1
- 2 2
2 " 12 r,r
1 5 A B
RM , P) =~ (&) Faz 5,1, )
¥y 4y N

: 2 R . :
qui est bien analytique au voisinage de M(x =0 , 4z3 = - 9y1) s mais qui devient

dlaprés (3) infinie sur les caractéristiques "réfléchies" comme

1 1

1 S 12 rz‘ r§ 1 5R “17 ri ré
“zw 0 Lo u - (-5 Log (—=—)
vq +4y ¥y ) -4y N

suivant qu'on effectue le prolongement dans Ph ou en pasgsant par Pe . Si dans (5)
on change la constante y"l2 en - yg y on obtient des solutions, ayant un seul point
singulier a distance finie situé dans Pe s (qui généralisent en un sens les fonc-

tions harmoniques P cos n@ s rt sin ng) . Les solutions correspondant 3 s =0

sont des solutions élémentaires. Voir également [6],[7],[32].

2. Les solutions élémentaires de 1'équation (E), [14],[20].

Dans le cas général de 1'équation (E) , on n'a pas encore obtenu de solutions géné-
ralisant les solutions de Darboux (bien qu'un théoréme de "similitude" (1) entre les
solutions d'une équation (E) et d'une équation de Tricomi apparaisse trés probable).
Toutefois 1l est aisé de définir des solutions élémentaires de (E). On utilise la
transformation de Fourier opérant sur les distributions tempérées. A la solution élé-
mentaire e(M , P) =e(x, z ; 0, zo) solution de L(u) = JO,ZO y on fait corres-

pondre la fonction E(&X , z , zo) solution de
2
©  Llul=v_-4n’ax@ v=d

Z
0
i . -1
par la transformation de Fourier E = fve , e = F E ; pour z3> Zg (zszo) s B

est une fonction continfiment différentiable en 2z soit E1 (E2) et 1'on a
E(2g) =B, (zy) Bip(zg) =By (z) =1

Nous notons S(z) , C(z) , S(z , zo) les solutions de 2(U) =0 , satisfaisant aux

conditions

1 sas 2 .
(7) Au sens utilisé par L. BERS pour les équations de type elliptique. Par exemple

[1].
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S(0) =0 c(0)

I
&N

S(z

i
(@]

i}

0 %) =
[S(z , zo) = C(zo) S(z) - S(zo) c(z) ]

5,(0) 01 %) =1

pour o trés grand ces fonctions admettent des développements asymptotiques [ 22]

1 cz(o) 0 Sz(z

analogues a ceux des fonctions de Bessel szx(zm( e_z) , clest-a-dire ayant une

forme trés différente suivant le signe de z .

Voici deux exemples simples ; pour Zy s 2 <0 , on peut poser E1 =S(z , zo) s
E2 =0 ou E1 =0, E2 =~ S(z , zo) 5 on obtient ainsi des distributions solutions
élémentaires conduisant & la fonction de Riemann du point P ; par exemple dans le
premier cas, le support de e est le triangle PAB (A et B sont les pieds des
caractéristiques issues de P sur l'axe des x) et sur ce triangle, elle est pro-

portionnelle & la fonction classique de Riemann.

Dans la suite, nous nous limitons & la bande z1> z 2> 2, et imposons a E de
s'annuler sur gz = Zy et z = Zy - Un caldul simple montre que
- s - S(zO s z2) S(z , Zl) . - S(zO s Zl) S(z , z2)
= , =
1 S(z1 , z2) 2 S(zl s 22)

Ce sont des fonctions méromorphes de &K admettant une infinité dénombrable de pbles
simples qui sont réels si z2< z; <0 , purement imaginaires si O ézz <% réels
et purement imaginaires si 2z, <0< Zy - Ceci conduit lorsqu'on remonte a la fonc~

2
tion e(M , P) & distinguer les 3 cas généraux suivants :

Bande elliptique 0 < z, <z, « Le caleul de e(M , P) ne présente aucune difficul~

té spéciale ; cette fonction (qui est la fonction de Green de la bande) présente au

point P la singularité logarithmique classique.

Bande mixte 22<O < 2z, + L'étude est alors un peu plus délicate en raison de 1'in-

détermination apparaissan’t dans la division (formule (7)). Dans le plan de la varia-
ble X on effectuera par exemple 1l'intégrale de Fourier sur un chemin longeant 1l'axe
des x mais laissant tous les pSles d'un méme c8té. Ceci dit, si zo>0 , eM, P)
est une solution réguliére dans la bande excepté au voisinage de (0 , zo) ou elle
z0<0 , on étudie la distri-

bution solution e(M , P} en considérant la contribution fournie par les termes

présente la singularité logarithmique classique. Si

prépondérants dans le développement asymptotique de E(X , z , z,) . Nous résumerons

)
0
les résultats auxquels on est conduit. La distribution e(M , P) est une fonction
continue sauf sur les caractéristiques issues de P situées dans un demi-plan (par
exemple x<<0) et sur leurs "réfléchies" sur les droites z =0 et gz = Zy o Le

long de certains arcs de ces caractéristiques la fonction présente des discontinuités
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finies égales a

1/4
:[k(ZJ k(zg) T
2
ctest~a-dire proportionnelles aux valeurs que prend la fonction de Riemann définie
en un point de ces lignes ; sur les autres arcs la fonction devient infinie comme

un logarithme

1.

[x(2) k(sg) TH* Loge
+ 0 \
(- 2 7

la singularité change de nature par réflexion sur z = O , mals non par réflexion sur

z =2z, . Une telle solution élémentaire dont les singularités se propagent dans le

sens des x négatifs est dite Vorientée" dans cette direction. Naturellement, ce

.
’

sont ces solutions élémentaires orientées qui jouent un réle important dans la réso-
lution des pfoblémes aux limites. Si zy =0 (cas limite) , e(M , P) devient infi-
nie comme C e'l/ 6 le long des caractéristiques singuliéres. Toute cette étude met
en évidence la variation d'une solution élémentaire lorsque le point singulier P

varie dans un domaine ol 1'équation change de type.

Bande hypertolique 2, <17y <0 . Ltétude se fait comme dans le cas précédent. On
peut définir ainsi une solution élémentaire orientée continue dans la bande Z, <z <7y

sauf sur les arcs de caractéristiques issus de P et situés dans x <0 , et sur
leurs "réfléchis" le long de z = z) etde sz = z, 3 le long de tels arcs, e{(M , P)

admet les discontinuités égales a

+Lk(2) k(zp) T1/4
2

De plus e(M , P) =0 en tout point M(x3 R ZB) de la bande tel que e(M , P) res-
te continu sur la demi-droite 3z = Z3 x> Xy o Au voisinage de P, e(M , P) est
proportionnelle & la fonction de Riemann classique dans l'angle de caractéristiques

orientées vers les x négatifs.

On étudie de fagon analogue les divers cas particuliers s notamment celui ou z, = 0

3. Généralités sur les probldmes aux limites.

Signalons d'abord, sans trop insister, les problémes elliptiques ou hyperboliques
singuliers : & 1'intérieur du domaine oh doit &tre définie la solution, 1'équation
est d'un type déterminé, mais une partie des données est portée par 1l'axe des x .
Dans le cas d'un probléme hyperbolique, les résultats précédents fournissent la
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solution comme dans les cas classiques ; si k(z) = z (équation de Tricomi), on ob-
tient des résultats explicites particulidrement simples. On peut également dévelop-
per des méthodes d'approximations successives aprés avoir mis 1'équation (E) sous
la forme [18].

(8) N Pyract \fnnaA(ﬂ)(f:O .

Voir également [9],[15],[27]. Dans le cas d'un probléme de Dirichlet singulier,.
on peut adapter aisément les méthodes conduisant aux démonstrations du théoréme d'exis-
tence dans le cas classique [3],[18] . Signalons en particulier que si k(z) = z

et si le domaine est limité par une courbe normale et un segment de llaxe des x , on
obtient immédiatement la fonction de Green en utilisant la méthode des images comme

on le fait dans la théorie des fonctions harmoniques pour former la fonction de Green
du cercle [17].

Les problemes aux limites essentiellement nouveaux, introduits par la théorie des
équations du type mixte, sont ceux qui conduisent & définir la solution dans un do-
maine ayant des points dans Pe et dans Ph 5 le plus simple est le "Eobléme de
Tricomi" : étant donné un arc simple (J7) +tracé dans P, et ayant ses extrémités
A et B sur l'axe des x , il faut trouver une solution de (E) dans le domaine
A(, A, B) 1limité par ([7) et les caractéristiques concourrantes AC et BC
connaissant les valeuwrs de u sur (I7) et sur la caractéristique AC . Nous appe-
lons "probleéme de Tricomi conjugué" celui qui consiste & trouver u connaissant ses

valeurs sur (I") et sur BC .

Les résultats du n° 2 permettent de d éfinir une "fonction de Green G(M , P) du
probléme de Tricomi". C'est une fonction définie por ME A, PEA , telle que

1) GM , P) est'nul si M appartienta ([7) oud BC ;

2) GM,P) -e(M,P) estune solution continue de (E) dans [X ; e(M , P) dé-
signe la solution élémentaire précédemment formée orientée vers les x négatifs

(z, et z, étant choisis pour que B soit 3 l'intérieur de la bande 2, <32 <z

Pour chaqug point P de A , GM , P) peut s'obtenir comme solution d'un problé-
me conjugué ; admettons l'existence d'une solution pour ce probléme. Si on applique

la formule de Green & une solution de (E) et & G(M , P) , on peut exprimer u(P) en
fonction des valeurs u sur (f) et sur AC . L'existence de la solution du pro-
bléme conjugué entrafne donc 1'unicité de la solution du probléme direct. Admettons
encore 1l'existence d'une fonction de Green pour le probléme conjugué G(M , P) ; une
application de la formule de Green conduit & l'identité G(M , P) =G(P , M) ; pour M
£ixé dans A , G(M , P) est une fonction des coordonnées de P , solution de (E) .
Cette identité permet dgalement d'étudier la limite de G(M , P) , lorsque M étant
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fixé dans /A, P tend vers un point de la frontiére de A Enfin, on peut calcu-
ler en chaque point P de A, la valeur de la solution u(P) du probléme de Tri-
comi (nouvelle application de la formule de Green) et vérifier que cette solution

prend bien les valeurs donndes sur (I7) et sur AC [14].

Si (E) est 1l'équation de Tricomi, et si (I°) est une courbe normale, il est possi-
ble [16] de calculer explicitement les fonctions de Green G(M , P) et G(M , P) .
Les calculs et les résultats sont assez compliqués ; esquiseons bridvement la méthode
suivie. D'abord, une transformation T permet de transformer ([ ) en l'axe des z
(t =0) AC on une des caractéristiques de l'origine x =0, BC en 1l'une des ca-
ractéristiques a l'1nf ni (les variables r et t ont été définies au n° 1). Posons
r=e5 et A= \f (1- 2 -2/3 dv , 1'équation de Tricomi s'éerit

uy N+ 1 - 1:2)1/3 (ug_g +1/3 4 ) =0
elle est du type elliptique pour )\ >0 hyperbollque pour )\ < 0, et le domaine en-
visagé est alors le demi-plan >\ <)\1 (t > 0) . Les méthodes utilisées au n°® 2 per-
mettent de construire les solutions élémentaires orientées nulles sur )\ )\1 s, et
qui par retour au probléme initial, correspondent aux fonctions G(M , P) et G(M , P)

cherchées.

4. Bornes a priori des solutions.

On a proposé diverses "limitations a priori" pour les solutions des problémes aux li-
mites envisagées plus haut [4],[25], [27] . Citons 2 exemples importants.

a. Probléme de Cauchy. - Les données étant portées par z = z; (z; £0) . Un théo-
réme énoncé par BERS [4] et précisé dans [15] dit que : si u(x, zl.) = T(x)
u (x, zl) =V (a £ X €b) la solution u du probléme de Cauchy ainsi définie
dans z < z; vérifie les indgalités
9) InflE(x)]+ (z - zl) Sup (V (%) <ulx, z) <Suwp [T ]+ (z - zl) Inf ¥V (x)
(a <x <b)

Ces bornes sont donc indépendantes de la fonction k(z) , le résultat est valable si
k est une fonction croissante, continue par morceaux. Si on considére la fonction
S(z , zo) définie plus haut et la solution C(z , zo) de I(U) =0 vérifiant
C(zo 5 zo) =1, Cz(z , zo) =0 c'est-a-dire

C(z » zo) = Sz(zo) C(Z) - CZ(ZO) S(Z) = —[S(Z y zo) Jzo

ce résultat est une conséquence du suivant : comme fonction de la variable réelle q,

C(z , zo) est une fonction de type positif (ceci se prouve en approchant k(z) par
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une fonction étagée croissante pour laquelle la propriété se vérifie aisément). On en
déduit que - S(z , zo) est également de type positif. La valeur des bornes données
par (9) en découle immédiatement.

b. Probléme de Tricomi. - Un théardme du "maximum" fut d%abord énoncé pour le pro-
bléme de Tricomi dans le cas od k(z) =z , [17], sous la forme suivante : si les
données de Tricomi sont nulles sur AC , la solution dans 7§ atteint son maximum
sur ([7) ousw AC [17],[19]. Ce résultat a été étendu a une classe d'équations
® [2]:

le théoréme du maximum est vrai si
g:iz {k(z)—1/4 >O pour z <0 .

oz

Les auteurs qui ont formulé ce résultat 1'ont obtenu comme corollaire d'un intéres-

sant théoréme relatif aux bornes d'une solution d'une équation lindaire du type hyper-
bolique.

5. Unicité de la solution d'un probléme de Tricomi.

Le théoréme est une conséquence immédiate du théoréme du maximum lorsque celui-ci
s'applique. Mais aucune preuve directe du théoréme d'unicité n'a été donnée dans le
cas le plus général, bien que le résultat ne semble pas faire de doute. FRANKL [10]
obtient le résultat cherché lorsque F(z) 20 pour z<0 ;

F(z) = 3k‘2(z) - 2k(z) k"(z) .

Tout récemment PROTTER [30] étend ce résultat aux cas ou k™z) €0 lorsque

F(z) <0, 2z <0 . Précédemment ce méme auteur [ 26] donnait des conditions de va~
1idité d'un type différent : aucune restriction n'était imposée &3 k(z) , mais les di-
mensions du domaine A detaient &tre limitées. La méthode utilisée par PROTTER dans
ces recherches est la suivante : partant de 1l'identité

0 = f{A(au + bu + cuZ) [ x(2) u o+ uxx:] dx dz .

dans laquelle a , b , ¢ sont des fonctions de x , z continfiment dérivables par
morceaux, il met le second membre, aprés diverses intégrations par parties et en te-
nant compte de ce que u est nul sur ([7) et AC sous la forme d'une somme de ter-

mes qui, pour un choix convenable des fonctions a , b , ¢ ont tous le méme signe.

6. Théoréme d'existence.

TRICOMI [31] a prouvé le théoréme d*existence de son problme lorsque k(z) = z

en introduisant comme inconnues suxiliaires les fonctions T(x) et V(x) définies
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sur AB par u(x, 0) = T(x) , u (x, 0) = V(x) . Il résout séparément deux pro-
blémes singuliers particuliers, un probléme de Dirichlet dans la partie elliptique de
JAY s un probléme de Cauchy dans la partie hyperbolique de A 3 la résolution de cha-
cun de ces problémes n'est possible que si une certaine équation intégrale liant

T(x) et \)(x) est satisfaite. Il reste & montrer que l'alternative de Fredholm
vaut pour le systeme d'équations intégral@s ainsi obtenu. La mise en oeuvre de la mé-
thode est particuliérement laborieuse ; néanmoins GELLERSTEDT dans un nouveau cas par-
ticulier [12] et plus récemment PROTTER dans le cas général [22] ont réussi a
prouver le théoreme d'existence en appliquant sensiblement les mémes techniques. Le
résultat n'est toutefois atteint qu'en supposant la continuité de la dérivée troisitme
de k(z) et qu'en imposant certaines restrictions assez séveres sur 1l'allure de ()

au voisinage de l'axe des x.

Dans [17] et [19], un procédd tout différent a été mis en oeuvre lorsque k(2 ==
Nous savons résoudre le probléme de Tricomi lorsque (J°) est un contour normal, puis-
quton sait calculer directement la fonction de Green du probléme. On passe de ce cas
trés particulier a des cas d'une assez grande géndralité (toujours lorsque k(z) = z)
en appliquant un procédé alterné de SCHWARTZ, alternant la solution d'un probléme de
Tricomi avec celle d'un probldme de Dirichlet "presque” classique. Un tel procédé est

applicable toutes les fois que le théordme du maximum est vérifid.

Si k(z) £z , on peut établir 1l'alternative de Fredholm, en mettant 1'équation sous
la forme (8) et en cherchant comme solution d'une équation intégrale dont le no-
yau est essentiellement la fonction de Green du domaine envisagé pour 1'équation de

Tricomi.

7. Généralisations diverses. Autres problimes.

Nous nous contenterons de signaler les travaux suivants. Des auteurs ont envisagé
1'équation (E) trés spéeiale définie par k(z) =1 pour z>0, k(z) =~1 pour
z <0 [5],[23].

Certains problémes conduisent & envisager le probléme suivant. Soient I wun point
du segment AB, A' et B' les intersections des caractéristiques issues de I aveec
AC et BC ; trouver la solution dans le domaine limité par ([7) et les arcs de ca-
ractéristique AA' , A'I , IB! » B'B connaissant ses valeurs sur ([7) et sur AA!
et BB! .

C'est sous cette forme que l'on a généralisé [28] 1'énoncé du probléme de Tricomi

lorsque l'aquation fait intervenir trois variables 3 soient par exemple
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k(z) (uxx + uyy) +u =0

1téquation, C0 1'intérieur d'une courbe rectifiable fermée C tracée dans le plan
z=0, D2' le domaine formé des points P dont le cdne caractéristique orienté

dans le sens des z croissants coupe z = 0 suivant um cercle appartenant a C0 s Sz'
la partie de la frontiére de D! ne contenant pas C,, KI le cbne des caractéristi-
ques de sommet I appartenant i Co , D2 et 82 les parties de D' et de S! ex-

térieures a KI , enfin Dl un domaine situé dans z >0 ayant pour frontidre C0

aV)

et une surface S1 s'appuyant sur C . Il s'agit de trouver wu dans le domaine
D1 + D2 + C0 connaissant ses valeurs sur S1 et sur 52 « L'unicité de la solution

d'un tel probléme a été démontrée sous des conditions asseg larges [28] .

Signalons enfin une autre généralisation du probléme de Tricomi [11] : soit ¢!
l'intersection de la caractéristique DC avec un arc de courbe AC! issude A dont
la pente en chaque point est négative mais supdrieure & celle de la caractéristique
AB en un point ayant méme ordonnée, A" le domaine limité par (I") , AC' et C'B
il faut trouver u(x , z) dans A' connaissant les valeurs prises sur (F) et sur
AC' . L'alternative de FREDHOIM pour un tel probléme est encore valable [29], mo-
yennant certaines conditions de régularité, et l'unicité a été étudide [247] ; pour
k(z) = z et dans des cas trés particuliers y on a pu construire la fonction de Green
d'un tel probléme [16].
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