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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1955)

SOUS-ALGEBRES DES ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPIES
par Jacques TITS
[d'aprés V. MOROZOV, A. MALCEV, E. DYNKIN et F. KARPEIEVITCH]

Toutes les algdbres considérées sont de Lie, sur le corps des nombres camplexes.

les auteurs précités ont déterminé :
- toutes les sous-algebres meximales

- toutes les sous-algébres semi-simples
des algébres semi-simples. La description compléte de ces sous-algébres comporte

inévitablement des énumérations assez longues, qu'on ne trouvera pas ici. Le but
de cet exposé est de donner les énoncés (et éventuellement les démonstrations)
de quelques théorémes généraux obtenus, ainsi que des indications sur les méthodes

suivies et les notions utilisées.

I. Sous-algébres réguliéres.

1. Définition-
Soit G une algébre semi-simple. Une sous-algébre G' de G est dite réguliére

s'il existe dans G une sous-algdébre de Cartan H telle que G' soit engendrée

linéairement par une sous-algébre H' de H et un certain nombre de vecteurs

propres e, , relatifs & H . Soient > 1l'ensemble des racines de G (définies
a partir de H) et X' 1'ensemble des racines o telles que eo\é G' ;3 H' et
33" Jouissent des propriétés suivantes i

(1.1) 8i o« ,Be " et a+PBeXT, alors X+ Pfe T ;

plus généralement,

(141*) si O(ie z:' et a:?o(iez,alors Okf_zt ;

' .
(1.2) X2 0 (-2Z2') S H' (rappelons que les racines peuvent &tre considérdes
comme des éléments de l'espace vectoriel H , celui-ci étant identifié a son dual

par l'intermédiaire de la forme bilindaire de Killing).

Réciproquement, si une partie &' de X, et une sous-algdbre H' de H
satisfont aux conditions (1.1) et (1,2) , H' et les ey (x€ I2') engendrent
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linéairement une sous-algébre régulidre de G .
G' est semi-simple si et seulement si X, = -3 , et si H' est engendrée

linéairement par J_' . Si G' est maximale, H'=H .,

2, Sous-algébres réguliéres maximales non semi-simples (MOROZOV [10] , KARPEIEVITCH
(8l).

Conservons les notations du n°® 1 et posons J.' =22 n (-3') et
eIl )

IEME 2.1, - Si G' est une sous-algébre réguliére maximale non semi-simple
o, Z, (0=,

I1 résulte des hypothéses que ¥.' #-3', H' =H, et Z.' n'est pas contenu
dans un autre sous-ensemble propre -de 2 satisfaisant & la condition (1.1).

Supposons qu'il existe une racine Y n'appartenant ni & X' nia -20'.
Les ensembles formés respectivement par toutes les racines de la forme
Zay + kY € 2, k entier »O0) et par toutes les racines de la forme

g - mY (e ', m entier »0) contiennent strictement 2 et satisfont
3 la condition (1.1) ; ils sont donc confondus avec X . Soit P& ZJ! . tn
peut éerire -ﬁ::ai+k¥ ::o({-mx (0(1,0(56:' ; k, m>0),

d'ol par un calcul immédiat

et = [> appartiendrait & Y_' contrairement & 1'hypothése faite. le lemme est

m.EO\i) + k.Edi') +k+m=-1p,

ainsi démontré.

Nous chercherons & présent toutes les sous-algébres réguliéres G' telles que
B'=H et 22y (-2 =20

Les racines.appartenant a Z:l ne peuvent satisfaire & une relation non identi-

que de la forme k; ® = 0, & coefficients k; rationnels non négatifs,

sinon elles satisferaient aussi a une relation du méme type mais & coefficients
entiers non négatifs, ce qui est impossible en vertu de (1.1') et de la défini-
tion de ]’ . On peut donc introduire sur 1l'espace vectoriel des combinaisons
linéaires & coefficients rationnels des racines de G une relation d'ordre .
total, compatible avec sa structure d'espace vectoriel, et telle due les racines
appartenant a Z;_ soient toutes positives ; toutes les racines positives appar-
tiennent alors & Y.¢ en vertu de l'hypothése ¥ ' v (- 35') =3 . Soient T
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SOUS-ALGEBRES DES ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES

le systéme de racines simples défini & partir de cette relation d'ordre (cf. [37]
ouf11]), et T\: =1n Z:; . En vertu de (1.1'), une racine négative

= - Z,ki oy (ki >0, aig'n') appartient & X' 8i et seulement si toutes
les racines o appartiennent a TY_ (pour montrer que la condition est néoessaire,
il suffit de remarquer que =-O_= &+ k., & + (k= 1)),
quer q p i% 3 %+ (k= 1))
Réciproquement, soit TI_ une partie quelconque de T . L'ensemble 27(TT_) ,
constitué par toutes les racines positives et par les racines négatives de la
forme = 2. ky O (ki >0, aie'n‘_) , satisfait & la condition (1.1) et définit

donc, avec H' = H , une sous-algébre G' =G(][_) de G . On peut montrer, sans
grende difficulté, que les algdbres G(TT_) et G{IT!) , correspondant & des
parties différentes T[_ et T[! d'un méme systéme de racines simples, ne sont
jemais congugudées. Tenant compte du fait que tous les systémes de racines simples
d'une algébre semi-simple sont conjugués entre eux, nous pouvons alors énoncer

la proposition suivante :

Tl étant un systime de racines simples donné, toute sous-glgébre féguliére G’

telle que H' = H et J' v (-21') =3 est conjuguée 4 une et une seule
sous-algébre de la forme G(TT_) , avec T_¢ TV .

D'autre part, il est clair que si T[* T, G(T)) < G(T) , done

THEOREME 2.2, - Toute sous-algébre réguliére maximale non semi-simple est
conjuguée & une et une seule sous-algébre cha) s OU Tf(;( s'obtient en retirant
une seule racine « de TT . On montre aisément que les sous-algebres G(‘H; )

ainsi définies sont effectivement des sous-algébres maximales de G .

3. Sous-algébres régulidres semi-simples (DYNKIN [6] )

Zo étant une partie quelconque de 3= , on désignera par 2(2:0) 1'ensemble
des éléments de 2, qui sont combinaisons linéaires & coefficients entiers
d'éléments de Z() .

Reprenons les notations du n® 1 et supposons maintenant que G' soit semi-
simple, Alors, H' est une sous-algébre de Cartan de G' et ' est le
systéme des racines de G' par rapport i cette sous-algébre, Soit TI'e¢ I
un systéme de racines simples de G' . En vertu de (1.1'), 2_' =23(TT) « En
particulier, il résulte de la définition des systémes de racines simples que

(3.1) si «, BT, alors l>(-}39§-|Tl .
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Réciproquement, si TI' est un ensemble de racines de G linéairement indé—
pendantes et satisfaisant 3 1la condition (3.1), 1'espace vectoriel engendré par
les éléments de TI' et les vecteurs propres ey (xe 22(1T')) est une sous-
algdbre semi-simple G°(T') de G y dont T' est un systéme de racines simples.

Une partie 7T' de 3 sera appelde un P-systdme si les racines qui la
composent sont linéairement indépendantes et si la condition (3.1) est remplie.

THEOREME 3.2, = Toute sous-algebre réguliére semi-simple de G est conjugude

4 une sous-algébre @) correspondant & un P-systéme ' . Deux sous-algébres

de ce type GSOTI) et GSGTé) sont conjuguées si et seulement si il existe un

é1ément du groupe de Weyl de G (cf. par exemple [11] ) qui applique TT3  sur TTJ .

La premiére partie de 1'énoncé n'est que la conclusion des remarques qui pré-
cedent. La seconde partie est une conséquence immédiate du fait que le groupe
de Weyl est le groupe induit sur H par les automorphismes intérieurs de G qui

laissent H invariant, et du lemme suivant :

IEMME 3.3. - Etant données dans G deux sous-algébres de Cartan H et H,
il existe toujours un automorphisme intérieur de G qui applique H1 sur Hé

et qui laisse invariants tous les éléments de HNnE .

En effet, le normalisateur de H1 N H, dans G est la somme directe d'une
algebre abélienne A et d'une algébre semi-simple G' . Il s'ensuit immédiatement
que H (=1, 2), qui est contenu dans ce normalisateur, est la somme directe
de A et d'une sous-algébre de Cartan Hi de G' . Les sous-algébres de Cartan
H! et H) sont conjuguées par un automorphisme intérieur de G' , donc aussi

1
par un automorphisme intérieur de G laissant invariants tous les points de A .

C.Q.F.D,

2

Nous nous proposons & présent de déterminer tous les P-systémes contenus
dans un systéme donné 2| de racines de G . Il nous suffira d'ailleurs de
rechercher les P-systémes formés de r racines, r désignant le rang de G .
Un raisonnement par induction montre, en effet, que tout P-systéme est contenu
dans un P-systéme de r racines, et réciproquement, toute partie d'un P-systéme

est évidemment un P-systéme.
Quelques remarques préliminaires seront nécessaires,

En vertu des propriétés générales des racines, tout ensemble T['C 2 de

racines, linéairement indépendantes ou non, satisfaisant & la condition (3.1),
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SOUS-ALGEBRES DES ALGEBRES DE LIE SEMFSIMPLES

jouit aussi de la propriété suivante
(3.1") 81 o, pe€ M, 2(x ,p)/(a ,0) est un entier €0 .

Nous appellerons, en abrégé, systéme (3.1'),tout systéme de vecteurs d'un espace
euclidien qui jouit de cette propriété, et nous dirons qu'un tel systéme est

décomposable s'il est la réunion de deux systémes orthogonaux, non vides.

La recherche de tous les systimes (3.1') est un probléme de géométrie élémentaire,
généralisant celui auquel on est conduit dans la classification des algeébres
semi-simples. la méthode de Dynkin, basée sur 1l'emploi de schémas appropriés
(cfe [3] ou[11] ), s'applique aussi au probleme général, et conduit aux résultats
suivants :

1° Les systémes (3.1') indécomposables de vecteurs linéairement indépendents
sont uniquement les systdmes de vecteurs semblables (au sens de la géométrie
élémentaire) aux systimes de racines simples des algébres simples.

20 Etant donné un systéme (3.1') indécomposable de vecteurslinéairement indé-
pendants, X, , O , ... , 0 , il existe une et une seule combinaison linéaire
QA= Zki oy , & coefficients k; entiers, telle que le systéme

{0(1 » % 5 ees 0 ,00 | satisfasse aussi 3 la condition (3.1') 3 ce dernier

systéme sera nommé l'extension du systéme des oy Lorsque les o(i sont les
racines simples d'une algébre simple G, & est la racine minimum de G par
rapport & toute relation d'ordre pour laquelle les 0(i sont positifs ; en effet,
le systéme formé par les o 5 et par la racine minimum satisfait & la condition
(3.1), et est donc un systéme (3.1').

30 les seuls systdmes (3.1') indécomposables sont ceux formés de vecteurs liné-
airement indépendants et leurs extensions. Tout systéme (3.1') est la réunion
de systémes indécomposables, orthogonaux deux & deux, appelés ses camposantes.

Revenons au probléme de la détermination des P-systémes de r racines de G
(r = reng de G), et commengons par faire la remarque suivante 3 si T est un
P-systéme, il'en est de méme de 1'ensemble ' obtenu & partir de TT en rempla-
gant 1'une de ses composantes, soit Tro , par son extension, et en retirant de
1tensemble obtenu une racine quelconque appartenant a TTO s on donnera le nom
d'opération élémentaire & l'opération ainsi définie, qui permet de déduire de
tout P-systéme [ , d'autres P-systimes VI' formés d'un méme nombre de ra-

cines.
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THEOREME 3.4. - Tout P-systéme de r radines peut &tre obtenu au moyen d'un

nombre fini d'opérations élémentaires & partir d'un systéme de racines simples
de G .,

DEMONSTRATION, = Soit T un P-systéme de r racines. Si (TN =33,
T est un systéme de racines simples de G et le théoréme est démontré. Nous
procéderons alors par induction en supposant le théoréme démontré pour tout
P-gystéme ' tel que 2.(TT) C &3(T') (1'induction est permise car I n'a
qu'un nombre fini d'éléments). Introduisons dans 1l'espace des combinaisons lindaires i
coefficients rationnels des racines, une relation d'ordre telle que les éléments
de TT soient positifs et désignons par « la plus petite racine de G n'appar-
tenant pas & 2(T[) . Ie systéme Tlu X satisfait & la condition (3.1') et peut
donc (cf. 3°) &tre décomposé en un P-systéme Tfl' (éventuellement vide, ou
décomposable), et un systéme indécomposable, orthogonal au précédent, qui est
1l'extension d'un P-systéme TTé I :'lTi uTré est un P-systéme, et il résulte
de la fagon dont il a été défini que 11 s'obtient a partir de TI' par une opé-
ration élémentaire. D'autre part, on a 23(JT) ¢ 3(M) , 1'inclusion stricte
ayant lieu car O appartient 3T' et non 3 2(T') ; par conséquent, en vertu
de 1'hypothése de récurrence, T{' peut étre obtenu & partir d'un systime de
racines simples de G au moyen d'un nombre fini d'opérations élémentaires, et

il en est de méme de 11 s
C.Q.F.D.

Ayant déterminé toutes les sous-algébres semi~simples réguliéres de G , il
nous reste i déterminer parmi elles les sous-algébres maximales. Des théorémes

3.2 et 3.4 , on déduit immédiatement le

THEOREME 3.5, - T étant m systéme de racines simples donné, de G , toute

sous-algébre réguliére maximale semi-simple de G _est conjuguée & une sous-

PN

algébre de la forme Gs(ﬂ") ou T{' est l'un des r P-systémes obtenus a partir
de T[ au moyen d'une seule opération élémentaire.

La réciproque n'est pas vraie. De fagon précise, si Tt est obtenu & partir de
T au moyen d'une seule opération élémenteire, et si G*(T" n'est pas confondue
avec G, G (') est wne sous-algébre maximale de G sauf dans les cas

. o 3 -4 . ~ Sgry & .
sulvants : G=F GGT')_AleB,G_E7, G AT) £ A x Ay x Ay ;

4 t4
G=E G (m) §A1 x &, ou A x A, x A5 ou encore A3 x Dy 3 (Ces cas d'excep=

8 ?
tion ne sont pas mentionnés dans [6] ).
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4, S-sous-algébres (DYNKIN [63).

Une S-sous-algébre d'une algébre semi-simple G , eat une sous-algébre non con-
tenue dans une sous-algébre propre réguliére de G . Lorsque G est l'algebre
de Lie du groupe lindaire spécial (algdbre des endomorphismes de trace nulle
d'un espace vectoriel), les S-sous-algébres sont les sous-algébres irréductibles.
Les S-sous-algébres apparaissent donc comme des généralisations des algebres
linéaires irréductibles ; le théoréme suivant, démontré dans [6] , généralise

un théoréme classique de E, Cartan.

THEOREME 4.1, = Toute S-sous-algébre d'une algébre semi-simple est elle-méme

semi-simple.

COROLIAIRE 4,2, -~ Toute sous-algébre maximale non semi-simple d'une alg?bre
semi-simple est réguliére (MOROZOV [10] ).

(En fait, la démonstration du théoréme 4.1 donnée dans [6] s'appuie sur le

théoréme de Morozov).

COROLIAIRE 4,3, (généralisation du lemme de Schur). - Dans une algébre semi-
simple, le seul élément permutable avec tous les éléments d'une S—sous-a}gébre

donnée quelconque est 1'élément nul.

En vertu du corollaire 4.2 , les résultats du n° 2 donnent la solution compléte
du probléme de la détermination des sous~-algébres maximalee non semi-simples

des algébres semi-simples.,

II. Homomorphismes équivalents et homomorphismes L-équivalents

(DYNKIN (6], MAICEV [9])

5. Définitions, généralités.,

Deux homomorphismes f1 et f2 d'une algébre G' dans une algébre G seront
dits équivalents s'il existe un autcmorphisme intérieur g de G tel que
f,=gof;, ;on écrira alors I, ~f, .

Le probléme de la classification, 4 un automorphisme intérieur prés, des sous-
algébres semi-simples d'une algébre semi-simple donnée G , est cas particulier
du probléme de la classification, & une équivalence prés, des homomorphismes
des divers types d'algébres semi-simples existantes, dans G . Ce probléme est
résolu lorsque G = A (représentations lindaires), ce qui suggére une méthode
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pour obtenir, dans le cas général (G quelconque), des invariants d'un homomor=
phisme f : G' -G ; il suffit pour cela de donner les invariants (par
exemple les systémes de poids dominants) des représentations linéaires ¢ o £
de G' , obtenues en composant f avec les diverses représentations linéaires
1 et f2
valents si tous leurs invariants obtenus de cette fagon sont les mémes, clest-i=
dire si o £, % Qo f, , quelle que soit la représentation linéaire “0 de G ;
on écrira alors fl ~f

¢ de G . Deux homomorphismes f de G' dans G seront dits ILeéqui=

2 .

A moins que le contraire ne soit spécifié ou évident, toutes les algdbres et

sous-algébres considérées dans la suite seront supposées semi-simples.

6. Conditions nécessaires et suffisantes de L~équivalence.

IEME 6.1. - Etant donnés un homomorphisme f : G' —>G et une Sous~-algébre
de Cartan H' de G', il existe une sous-algébre de Cartan H de G telle
que f(H')E H.

DEMONSTRATION. = Soit } la représentation adjointe de G . En appliquant la
théorie de Cartan & la représentation o f de 1l'algébre semi-simple G' , on
voit que les diviseurs élémentaires de tous les éléments de 1l'algébre linéaire

}(f(H')) = ()( o £)(H') sont simples. Or, d'aprés un théoréme de Gantmacher,
tout élément a de G tel que 7((&) n'ait que des diviseurs élémentaires simples
est contenu dans une sous-algébre de Cartan, et il en est de méme,par induction,
de toute sous-algébre abélienne dont tous les éléments jouissent de cette
propriété.

C.Q.F.D.

THEOREME 6.2, - Deux homamorphismes f, et f, de G' dams G sont L-§qui-

valents si et seulement si leurs restrictions le, et sz, 4 une sous-algébre

de Cartan donnée quelconque H! de G' sont équivalentes.

1° Ia condition est suffisante. - En effet, soit le, Tfopr e En remplagant
éventuellement f2 par un homomorphisme équivalent, nous pouvons supposer, sans
nuire & la généralité, que Ligr = Tope o Soient H une sous-algébre de Cartan
de G contenant fl(H') = fz(H') , \? une représentation linéaire quelconque

de G, et q) le systeme des poids de ¥ définis & partir de H (chaque poids étant
compté avec une multiplicité égale au nambre de vecteurs lindairement indépendants
qui lui appartiennent). Le systéme des poids de la représentation \fo fi ’
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de G' , 8éfinis & partir de la sous-algébre H' , est 1l'image de [ par 1l'ap-

*

plication fi,, dudvalde K sur le dual de H', induite par fyy, o Mais

* + 2 » .
on a le, = sz, « Par conséquent, les représentations Qo f1 et (Yo f2 ont

les mémes poids (avec les mémes multiplicités), et sont donc équivalentes.
C.Q.FuDe

2° La condition est nécessaire. - En effet, soient £, et f, deux homomor-

phismes quelconques de G' dans G . En remplagant eventuellement f2 par un
homomorphisme équivalent, nous pouvons supposer, sans nuire & la généralité,

que fl (H') et f2(H‘) sont contenyesdans une méme sous-algébre de Cartan H

de G.Soit H CH (HIQ C H') 1'espace des combinaisons linéaires 3 coefficients
rationnels des racines de G (de G'). Introduisons dans HI', une ralation
d'ordre total >, et dans H_ deux relations d'ordre total 7i @=1,2),
relations compatibles avec les structures d'espaces vectoriels de Hx" et Hr y

et choisjes de telle fagon que pour tout x , y < H, , 1'inégalité f;(x)> f;(y)

entrafne 1'indgalité x >y (les f: sont définis comme au 1° ; pour donner
un sens aux relations écrites, il faut identifier H et H' avec leurs duals
respectifs par l'intermédiaire des formes bilinéaires de Killing). En remplagant
éventuellement & nouveau f2 par un homomorphisme équivalent, on peut dupposer
que les relations >1 et 72 définissent le méme systéme de racines simples
de G, soit IT, x et y étant deux éléments quelconques de Hﬁ , on écrira
X »y si x -y est une combinaison lindaire & coefficients non négatifs de

racines simples el ; lorsqu'il en est ainsi, on a aussi x 71 y et x 72 Y .

Soit p e représentation lindaire quelconque de G . Nous dirons qu'un poids
donné A de Y est spéeial (par rapport & T ) si tout autre poids ' de §{)
satisfait & 1'une des deux relations }\.»}\" ou N >N\

Lorsqu'il en est ainsi, N occupe le méme rang dans l'ensemble des poids de
\P , qu'on ordonne ceux-ci par rapport a >1 ou par rapport a >2 3-en parti-
culier, si \‘70 fl oS ‘fo f2 s on doit avoir fTH,()J = f;H,O‘.) « Pour achever

la démonstration, il suffit & présent de remarquer que le poids dominant d'une
représentation irréductible est toujours spécial, et de se rappeler que l'ensemble
des poids dominants de toutes les représentation irréductibles de G engendre
linéairement H ; il en résulte que si \f‘o fl%’(fb f2 quel que soit @, ona

*

f ZH' H

* - T A —
i =1 dfot fipe = fope -
C.Q.F.D,
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La démonstration précédente montre encore que

si {‘fl , eee ?m} est une famille de représentations de G telle que :

(6.3) les poids spéciaux (par rapport & un systéme de racines simples donné

quelconque) des 95 » pris dans leur ensemble, engendrent linéairement H ,

alors, deux homomorphismes fl et f2 d'une méme algtbre G' dans G sont

I-équivalentes si et seulement si (fi o fl *”Yi o f2 pour tout i .

. s ~/
On peut voir que si G"An’Bn’Cn’GZ’F4

ou B¢, Liune des deux représentations) irréductible

ou B, , la représentation

(ou, pour G A , F,

non triviale de dimension minimum de G , soit ) , jouit & elle seule de la

propriété (6.3), c'est~a~dire que, dans ces cas,la condition o £, = Wo £,

est nécessaire et suffisante pour que f; et f, soient I-équivalents. Pour
les autres algébres simples, il existe des familles de deux représentations

jouissant de la propriété (6.3).

7. Equivalence et L-équivalence,

Deux homomorphismes équivalents £, et f, d'une méme algébre G' dans
une algébre G sont évidemment toujours I-équivalents. Il peut arriver que

la réciproque soit vraie ; c'est le cas notamment

—_ L<r3 ] ‘.
(7.1) lorsque G = A (évidemment !), B, ou C 3

(7.2) lorsque G est une algibre exceptionnelle, £, (G') étant une S-sous-
algébre de G , exception faite des cas ou G' = A2 ou G2 et G= E6 N

Dans le cas (7.1), cela résulte du théoréme 7.3 ci-dessous ; dans le cas
(7.2), on peut, comme fait DYNKIN, le démontrer par un calcul direct quand on
connaft, & une L-équivalence prds, toutes les S-sous-algébres des algébres

exceptionnelles (cf. IV).

THEOREME 7.3. = Soient fl et £, deux homomorphismes d'une algébre quelconque

G' , semi-simple ou non, dans une algébre G =B , C

L o Dn,etsoit W

la représentation linéaire naturelle (de dimension minimum) de G . Alors, si

wo £, = Wo £, , il existe wn automorphisme Y de G tel que f, = Yo £, .

DEMONSTRATION. - Soient V un espace vectoriel, (, ) : V xV —»C une
forme bilinéaire symétrique ou antisymétrique non dégénérée, G 1'algébre des
endomorphismes s de V tels que (su, v) + (u, sv) =0 (u,veEV), et
W la représentation identique de G dans 1l'algébre de tous les endomorphismes
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de V. t étant un endomorphisme quelconque de V , on notera t' l'endomorphisme
adjoint, défini per (tu, v) = (u, t'v) (u, v €V) . Par hypothése, il existe
un automorphisme a de V +tel que fz(g) = af, (g)a"1 pour tout g €G' . On a,
pour tout sé,fl(G') , 8+8'=0 et asa™l + (asa-l)' =0, d'od a'as = sa'a .

L'automorphisme autoadjoint a'a de V posséde (au moins) une racine carrée
autoadjointe b permutable avec tous lss endomorphismes de V qui permutent
avec a'a , donc en particulier, avec tous les éléments de f1 (G') + Posons
alors ¢ = ab™t et \ﬁ(t) = cte™t pour tout endomorphisme t de V . On a

-1

Ly , vl v) = (67! a'ab

(cu, ev) = (ab” u,v)=(@,v) (U, veV)

et

Yi£,(g)) = ab! £ (g)ba™! = af, (o™t = £,() (g €CM),

clest-a-dire que Y(G) =G et que Yo £=105 .

CIQ.F!D.
Signalons encore que deux homomorphismes f, et fa d'une méme algébre G'
dans G = Dn peuvent ftre L-équivalentes eans étre dquivalentes. Pour qu'il
en soit ainsi, il faut et il suffit que £, = Yo f, , Y étant un automorphisme
extérieur de G , que les composantes irréductibles de la représentation

Wo f1 soient toutes de dimension paire, et que O figure parmi les poids de

eette représentation,

III. Sous-algdbres semi-simples des algebres classiques
(MaLICEV [9] , DYNKIN 5] )

8. Préliminaires.,

Deux représentations lindaires f et f' d'une méme algébre G dans des
espaces vectoriels V et V' sont dits contragiédientes s'il existe un iso-
morphisme ¢ : V! —~>V* de V' sur le dual de V , tel qu'on ait, pour tout
geG, veV et vie V', pW)(E) = ' @v' ) .

Une représentation lindaire f de G dans V est dite orthogonale (symplécti-

que) s'il existe une forme bilindaire symétrique (antisymétrique) non dégénérée
(,): VxV->»C telle que (f(g)u, v) + (u, £(g)v) = 0 pour tout g e G ;
elle est en outre orthogonalement (symplectiquement) irréductible si elle n'est

pas la somme directe de deux représentations orthogonales (symplectiques).

Les propositions suivantes se démontrent sans difficulté.

207



J TITS

8.1. -~ Toute représentation orthogonale ou symplectique est autocontrag édiente,
Toute représentation autocontragredlente irréductible est orthogonale ou symplecti-
que ; elle ne peut &tre les deux & la fois.,

8.2, -~ la somme directe de deux représentations contragrédientes est orthogo=
nale et symplectique.

843+ - Toute representation orthogonale (symplectique) orthogonalement (symplecti-
quement) irréductible, est irréductible, ou est somme directe de deux représenta-
tions irréductibles contragrédientes.

8.4. - Soient Gi des algebres quelcongues, en nombre fini, G leur somme
directe, fi une représentation irréductible de Gi et f 1lg représentation
de G, produit tensoriel des fi + f est orthogonale (symplectique) si et
goulement si les fi sont toutes orthogonales ou symplectiques et s'il y a,

parmi elles, un nombre pair (impair) de représentations symplectiques.

854 = Sodent f, et f! (i=1,2, ..., n) des représentations d'une
méme algebre G . Sl f EE fi sont contragrédientes pour tout i, il en est

1 )
de méme des representatlons £, .. fn et £ ... fn .

9. Représentations orthogonales et symplectiques des algebres semi-simples,

Le probléme envisagé ici (détermination et classification des sous-algbres
semi-simples des algébres classiques) est résolu pour les algébres An par la
théorie des représentations lindaires des algébres semi-simples (E. CARTAN [27 ).
Pour les autres algébres, il se raméne, en vertu des résultats dun® 7 , & la
recherche de toutes les représentations orthogonales et symplectiques des algébres
semi-simples, ou encore, en tenant compte des propositions 8.1 & 8.5 , aux deux
problémes suivants

(a) A quelle condition deux représentations irréductibles données d'une algbre
simple donnée sont~elles contragrédientes ?

(b) A quelle condition une représentation irréductible donnée d'une algébre

simple donnée est-elle orthogonale ? symplectique ?
ALvant de répondre a ces questions, nous ferons quelques rappels.

Soient G une algébre simple, H une sous-algébre de Cartan de G, 1T CH
un systéme de racines simples de G et Hr 1l'espace vectoriel des combinaisons
linéaires & coefficients rationnels des éléments de T1 . Toute représentation

irréductible (¢ de G est déterminée, & une équivalence prés, par son poids
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dominant (= poids maximum) Ne H, . Pour qu'un point N de H . solt poids
dominant d'une représentation irréductible ¢ de G, il faut et il suffit que
les nombres Xo( = 2(7\,0()/ (v, &) (= € 1) soient tous des entiers non négatifs.

Les A\ « Seront appelés les entiers caractéristiquesde 9 .

Revenons aux problémes (a) et (b) posés plus haut.

(a) Si deux représentations données f et f' de G sont contragrédientes,
les poids de f! sont les poids de f changés de signe ; en particulier, le
poids dominant de f£' est le poids minimum de f changé de signe., En utilisant
la méthode donnée par E. CARTAN [2] pour déterminer tous les poids d'une repré-
sentation irréductible & partir du poids dominant, on arrive alors aux conclusions

suivantes

THEOREME 9.1, - Soit G une algdbre simple. Si G#A , D, .. ot ‘Eg,
toutes les représentations irréductibles de G sont autocontragrédientes. Si
ou E, , la représentation d'entiers caractéristiques ')\d a

G= An ’ D2n+1

pour contragrédiente la représentation d'entiers caractéristiques 'X'“ =k ) ?
ot o désigne la permutation d'ordre 2 des racines simples de G qui conserve

le schéma de Dynkin correspondant.

(b) Ies vecteurs propres ey et e_ o (x €Tl) seront supposés normalisés
de telle fagon que (ea , e_Q\) =1, Soient P 1l'hyperplan de l'espace affine
H, , déterminé par les ae T , d=21p o, & e pied de la perpendiculaire
abaissée de 0 sur P, et H' le sous-espace & une dimension de 1'espace

vectoriel H qui contient @ . Posons eaz b2 u e et em = e LI

les u étant choisis de telle fagon que u » u_a =p » (1les notations intro-
duites ne peuvent engendrer de confusion car ¢ n'est pas une racine de G)e

On a
(&, eiB:]:_t (E,G)eia) et [ea, e_-a]= w,V,

c'est-a~dire que & , e et e_g engendrent linéairement une algébre G' ,
isamorphe a Al . Nous désignerons par f 1l'application identique de G'

dans G .

Soit ¢ une représentation autocontragrédiente de G . Les poids de la repré=-
sentation ¢4 o f de G' sont les images des polds de ¢ par 1tapplication
f;;‘ , définie comme au n® 6 , qui n'est autre que la projection orthogonale de
H sar H' . Soient )\ le poids dominant de Y et W = f;l,()\) =D ,
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avec k(\) = (\, ©)/(W, ®) , sa projection sur H , qui est un poids de
4 o £ . Tous les poids de q‘) , & l'exception de hN , sont de la forme

Aa (Ol1 + 0y + aus +0n) (O(ieTT, n>0) ;

par conséquent, tous les poids de \{)o f ,a l'exception de A! , sont de la
forme N' -~ n@ (n >0) . Par ailleurs, on sait que, pour tout entier positif
d, 1l'algébre Al posséde une et une seule représentation irréductible de di=
mension d dont les poids, au nombre de d , forment une progression arithmé-
tique dont les termes extrémes sont éggux et opposés et dont la raison est la
racine de A1 3 cette représentation est orthogonale ou symplectique selon que
d est impair ou pair. On voit donc que Yo £ posséde une composante irréductible
P de dimension 2k(D + 1, toutes ses autres composantes étant de dimension
moindre. Si \l{ est orthogpnale, il est de méme de Yo f , donc aussi de %
(cf. 843), et k(\) est entier ; si, au contraire, Y est symplectique,

k(N) est demi-entier.

2

I1 reste & résoudre un probléme élémentaire de géométrie analytique : le calcul
de k()) connaissant la configuration euclidienne des racines simples de G et,
par exemple, les entiers caractéristiques }\_o( de 9 . On trouve que
kQ\) = % b ko\X« , ou les ko( sont des entiers déterminés par le systéme
d'équation

(9.2) 1=§k°((a,/5)/(o&,°<) x,pem .

L'hypothése suivant laquelle G est simple. n'ayant pas été utilisée, nous
pouvons finalement énoncer le

THEOREME 9.3. - Soient G une algébre semi-simple et T un systéme de racines

simples de G . Upe représentation irréductible d'entiers caractéristiques

>“'o\ (ceT), de G, est orthogonale (symplectique) si et seulement si elle est

autocontragrédiente et si la somme 2 k (AXO\ est paire (impaire), les ku

étant les entiers définis par les équations (9.2).

10, Sous-algebres maximales semi-simples des algébres classiques.

. _ res .
On représentera par O (=B (n-1)/2 %% D, /2) 1l'algébre de Lie du groupe

orthogonal & n wvariables,

Nous nous intéresserons, dans ce numéro, aux représentations linéaires f ,

d'une algébre semi-simple G dens un espace vectoriel V , qui joulssent de la
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propriété suivante

(10.1) £(G) est une sous-algébre maximale de 1l'algébre de tous les endomorphismes
de trace nulle de V ou, éventuellement, de 1'algébre de tous les endomorphismes

s satisfaisant & une relation de la forme (su, v) + (u, sv)=0, (u, vV evV) ,
o ( , ) estune forme bilindaire symétrique antisymétrique non dégénérée,
donnée dans V ,

Ies deux propositions suivantes sont faciles & démontrer s

Si wne algébre semi-simple G posséde une représentation réductible f

jouissant de la propriété (10.1), G = 0, 0n (m, n>2) ou G= Cm x Cn ,

et f est la somme directe des représentations naturelles des deux facteurs
simples de G, ou bien G = O, (n>2) et f est la somme directe de la
représentation naturelle de G et de la représentation triviale de G dans un

espace & 1 dimension.

Si une algdbre semi-simple mais non simple G posséde une représentation

irréductible f jouissant de la propriété (10.1), = A x Ay x Ay, A x A

@,n>»1), 0 x0 (@,n>»3 et #4), 0 xC (@>»3 et #4,

n>1) ou ¢, *Cp, (m,n>1), et £ est le produit tensoriel des repré-

sentations naturelles des trois ou des deux facteurs simples de G .

I1 reste & déterminer les représentations irréductibles d'algébres simples
jouissant de la propriété (10.1). Pour y arriver, DYNKIN recherche, plus géné-
ralement, quelles sont, pour toutes les algébres simples G et toutes les
représentations irréductibles f de G , les sous-algébres G' de G telles
que la restriction de f & G' soit elle-méme irréductible. Ses résultats
montrent que 1l'existence de telles sous-algdbres est une circonstance exception=

nelle, et que

Mises & part certaines exceptions (réparties en quatre classes dépendant d'un
paramétre entier et 14 (!) cas isolés) toutes les représentations irréductibles

d'algébres simples jouissent de la propriété (10.1).

IV. Sous-algébres semi-simples des algébres exceptionnelles.

11, Nous indiquerchs encore, dans les grandes lignes, le principe de la méthode
imaginée par DYNKIN [ 6] pour déterminer toutes les sous-algtbres semi-simples
des algdbres exceptionnelles, Cette méthode repose essentiellement sur la
considération des sous-algébres tridimensionnelles isomorphes a A1 , Que nous
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appellerons, pour simplifier, 3-sous-algébres.

1° Détermination de toutes les 3-scus-algdbres d'une algébre exceptionnelle

donnée G .

Soient G' wune 3-sous-algébre de G, H' une sous-algébre de Cartan de
G', % W EH' les racines de G' , H une sous-algdbre de Cartan de G conte=
nant H' et TICH un systéme de racines simples de G choisi de telle fagon
que (o', ®) 20 pour tout xe W .

N

v
D'aprés un théoréme de MAICEV (9], G' est déterminée 3 un automorphisme

intérieur de G conservant & prés, par la donnée de & . Ainsi, la détermi-

s

nation des 3-sous-algébres de G revient essentiellement 2 la détermination des
vecteurs W €H qui sont racines de 3-sous-algébres. Sans entrer ici dans les
détails de cette recherche, nous démontrerons un lemme qui permet de ne consi-

dérer qu'un nombre fini de vecteurs W< H .
IEME 11.1, - Pour tout o €11, (x,w)/(0,®) =0, é oul,

DEMONSTRATION, - Nous savons (ef. n° 9 (b)) que le poids des représentations
linéaires de G se projette orthogonalement sur H' suivant des poids de
représentations linéaires de G' , c'est-a-dire suivant des multiples entiers
ou demi-entiers de & . En particulier, si ¢ est une racine quelconque de G
(c'est-a~dire, par définition, un poids de la représentation adjointe de G)
1texpression 2(g,%)/(W,w) est un nombre entier.

Désignons & présent par Wl (resp. )—(2) 1l'ensemble de tous les qe TV tels
que X,w)/(W,m8)< 1 (resp. >1). On peut montrer (c'est le résultat d'un
calcul élémentaire) que ( est combinaison lindaire des racines de G dont
la projection sur H' est @ lui-méme ; on doit donc avoir @ = 3. By &

(po( >0, CKGT\'I) « Mais alors, si Ae '(Tz yona (Pp,e) =22 By x,3) <0 3
or, par hypothése, (}’5 ,@) #0 ; par conséquent (P, ®) =0, et [56 Trl ’
ce qui est absurde., Il en résulte que T['z est vide, c'est-a-dire que 1] = Trl ’

ce qui démontre le lemme.

2° Détermination de tous les homomorphismes d'une algébre simple donnée G'
dans une algébre exceptionnelle donnée G .

Nous supposerons connues toutes les 3-sous-algébres de G . Choisissons dans
G' une 3-sous-algébre G(') , qui sera fixée une fois pour toute et soit
{\?1 1§25 ey Lfn} une famille de représentations linéaires de G telle que
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tout homomorphisme f : G' — G soit défini, & wne IL~équivalence prés, per
la donnée des représentations *i& =@ of de G (cf. n° 6). Nous désignerons

par di la dimension de la représentation gy o

f: G'-=—>G étant un homomorphisme quelconque, la 3-sous-algébre de G,

Gy = f(Gé) , et les représentations ffi définies plus haut, satisfont aux re-
lations

(11.2.1) e = @) »
0 0
ol Gki)Gé et in)Go désignent respectivement les restrictions de §g et

wi a Gé et & Gy o Ceci suggére le procédé suivant pour rechercher toug les

homomorphismes f 3 G' —» G , & une équivalence prés s

On commence par passer en revue toutes les 3-sous-algébres Go de G et
toutes les représentations lindaires (réductibles ou non) 5?1 de dimension d1
de G! , afin de déterminer les couples (G0 ;ﬂ?l) qui satisfont a la relation
(11.2,1)+ On recommence ensuite 1l'opération avec les représentations i; de
dimension d, , en ne considérant plus toutefois que les 3-sous-algébres Gy
retenues aprés la premiére opération. Et ainsi de suite. Ayant déterminé de
cette fagon toutes les familles (G ;i& ,‘@5 g seo ,qqg satisfaisant aux
relations (11.2.i), il reste & chercher, pour chacune d'elles, quels sont les
homomorphismes f 3 G' ~> G pour lesquels q& of =‘§i , ce qui se fait par
un calcul direct : on détermine tout d'abord la restriction fH' de £ & wme
sous-algébre de Cartan H' de G' , probléme possédant au plus une solution,
4 un automorphisme intérieur de G prds, en vertu de la derniére proposition
du n® 6 ; on’'cherche ensuite & étendre fyv & l'algébre G' toute entidre, ce

qui conduit & la résolution d'un systéme d'déquations.

Dans la pratique, le nombre de cas & considérer est énorme et il est nécessaire
de le limiter par l'usage de lemmes judicieux. Ce nombre peut aussi dtre réduit
par un choix convenable de Gé et des ?i . En particulier, DYNKIN prend :

- pour G} la 3-sous-algébre déja utilisée dans la démonstration du théordme
9.3 (cf. n° 9 (b)) ;

- pour \fl » la représentation adjointe de G ., Dans ce cas, iDi a uwne compo=-
sante irréductible dquivalente & la représentation adjointe de G' (si f n'est
pas trivial) ; en outre, si f(G') est une S-sous-algébre de G (et on peut
de borner i considérer ce cas-la puisque les sous-algébres régulieres sont déja
connues (¢f, I) ipi ne contient pas de composante irréductible triviale en vertu
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du corollaire 4.3.

3° Détermination des sous-algébres semi-simples d'une algébre exceptionnelle
donnée G .

Elle est basée sur la remarque banale suivante : toute sous~-algébre (resp.
S-sous-algébre) maximale semi-simple de G est un idéal du normalisateur d'une
sous-algébre (resp, d'une S-sous-algébre) simple de G .
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