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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1955)

PSEUDO-GROUPES DE LIE TRANSITIFS

par Y. MATSUSHIMA

L'objet de cet exposé est de poser les fondements de la théorie des groupes
infinis de transformations de E. CARTAN d‘aprés les idées développées par
EHRESMANN dans sa théorie des jets.

1. Notations et terminologie .

Les variétés considérées seront supposées différentiables de classe c® et
vérifiant le second axiome de dénombrabilité. Pour les groupes de Lie G , ceci
pignifie que le nombre des composantes connexes de G est dénombrable.

Soit X = j; f un r-jet d'une variété v, de dimension n dans une variété
Wm de dimension m . Le point x de V_ est la source d¢ X , et le point £(x)
doe W_ est le but de X . Ls variété (Vn s Wm) de tous les r-jets de V
dens W & trois projections canoniques o , p,et ¥, ol ol (X) est la
source de X , ?(X) ost 1o but de X , et y (X) est le couple (x(X) , p (X)) .
Le r-jet X = J f détermine aussi un p-jet er(x) = jp f,00 0Lpgr.
Soit X = j f un r~jet de V dans w y ot so:Lt Y= j g un r-jet de W
dans U . Si P(X) X (Y) , on peut def:uur un jet j . f de V dans Up
qui est 1ndependant du choix de f et de g telles que X = j by et Y= j g o
On désigne ce jet par Y,X . Un r-jot X = J £ de Vn dans Wn de méme
dimension est inversible si 1l'application f est de rang maximum au point X .
L'inverse d'un r-jet inversible X = jr f est un r-jet X" = J f
ot y = f(x) . L'ensemble TT% (Vn) de tous les r-jets 1nvers.1bles de Vn
dans V_ est une sous-variété ouverte de e (V , v ) . L'ensemble L (Vn y X)
de tous les jets X eﬂ"(v ) de source et de but x est un groupe de Lie
connexe. Ce groupe est 1somorphe a L (R , 0) (que 1'on désigne par L ), o R
est l'espace numérique de dimension n , et 0 est l'origine de Rn’ La sous—varleté

ﬂr(V ) est un espace fibré de base Vv, x V, , de projection ¥ , de fibre
Ln x L et de groupe L « Un r-jet invers:Lble X de R dans Vn de source O
et de but x est appele un r-repére d'origine x de V . L'ensemble H (V )
de tous les r-repéres de Vn est un espace fibré prlnclpal de bass Vn ’ de
groupe structural Lﬁ . Une section locale (différentiable) de H' (V) définie

dans un ouvert de Vn est appelé un champ des r-repdres.
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2. Les G-structures d'ordre r .

Soit G un sous-groupe de Lie de Li . On dit qu'une variété Vn est munie
d'une G-structure S d'ordre r , si les conditions suivantes sont vérifides :
i1 existe un recouvrement ouvert U ot.)f de V_ et des champs de r-repdres X°(
définis dans U_  tels que P ) = x%x).s %P (x) , pour x € U, NU po
o s*P est une application différentiable de Uy Ny B dans G . L'ensemble
des couples {(Uat s X q)} sera appelé un atlas de la structure S , Deux atlas
i(u o x“)} et (Vo , YOL)} définissent la méme structure si

YP(X) = Xq(x) t*P(x) pour x €U, NV p s
ot t *P ost une application différentiable de U &ﬂ v F dans G .

Un sous-ensemble |1 de Ur(vn) est un sous-groupoide de TTr(Vn) s'il
satisfait les conditions suivantes :

18 X,Y € TV et si le produit X,Y est défini, alors X.Y €717 ;
2°si X €T7T, alors e 1T .

Soit ¥ une application de ﬂ-xTr dans Vn x Vn telle quse
F(x, v)=(<x), p®),
ot posons P(TT) =¥ ™! (D) , ob D est la diagonale de V. x V_ . Le produit
X.Y de deux éléments X et Y de Il est défini si et seulement si (X, Y) € P(T).

Un sous—groupoide de Lie de Tfr(Vn) est un sous-ensemble 11 de 117 (Vn)
vérifiant les conditions suivantes :

a. [T est un sous-groupoide de ~ﬂ'r(Vn) .

b, T est une sous-variété de TT r(Vn) et la projection canonique § de TT
dang V’:1 x Vn est sur, et de rang maximal,

c. L'application (X, ¥) - X.Y de P(T) dans 1T est différentiable. (Par
la condition b., P(I) est une sous-variété fermée de I x IT ).

d. L'application X = ¥! de T suw T est différentiable.

Nous désignons par G(Tr, x) 1l'ensemble de tous les &léments X de source
et de but x d'un sous-groupoide de Lie [T de Trr(Vn) « G(TT, x) est un
groupe que nous appellerons le groupe d'isotropie de 1T~ au point x . Les

groupes d'isotropie de 1T aux différents points sont isomorphes,

PROPOSITION 2.1, ~ Le groupe G( T, x) est un sous-groupe de Lie de L;(Vn » X) o
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PROPOSITION 2.2. - Un sous-groupoide de Lie TT ae T‘T(Vn) est un espace
fibré de base V, x V , de projection ¥ » de fibre G(TT, xo) et de groupe
structural G(TT, xo) x G(TT, xo) » ob x, est unpointde V , et le groupe
a(T, xo) x G(TT, xo) opere sur G(7TT, xo) de la maniére suivante :

(=, T)e§= Tfoc

En effet, par la condition b., il existe un recouvrement ouvertTé
et des applications différentiables \P de U x U dans telles
que y( LP (x ,y ¥)) = (x, y) pour Sout (x, y) e U (5 . Supposons
que x, € U o, et posons \,Pq-(x) = \fqo, ct(xo s X) pour tout x é.lllgt . Soit

v W, p U application de U x U? x G(TT, xo) dans 1] définie de la fagon
s

suivante 1
- -1
?q,fs (x,y,7)= ?P(y).o’. uY,xx) .
On vérifie facilement que les applications 'i; B définissent la structure
’
fibrée exigée.
PROPOSITION 2,3. - Les notations étant celles de la proposition 2.2., soit

fo 1'ensemble de tous les éléments X de 1| de source X, - TTx est une
0 (3
sous~variété fermée de T et un espace fibré principal de base Vn , de groupe

structurel G( 1T, x, ) et de projection ? (P (X) étant le but de X).

Soit maintenant S une G-structure d'ordre r , 8éfinie dans une variété V ’
et soit (U o ? X ) unatlasde S . Un r-repére X d'orlgine x est dit
un repére distingué de S s'il existe un O €G telque X=X (x) T,
ot x éUd_ . Cette définition est indépendante du choix de Uy , tel que
x € Uy , et du choix d'un atlas. L'ensemble H(S) des repéres distingués de S
est un espace fibré principal de base Vn et de groupe G .

Nous désignons par TI (S) 1'ensemble de tous les éléments Y de "Tr(V)n
ayant la propriété suivante : si X est un repére distingué de S d'origine x
(x é&tant la source de Y), Y.X est aussi un repére distingué de S .

PROPOSITION 2.4. ~ V1(S) est un sous~groupoide de Lie de Tfr(v ).

Soit maintenant 11 un sous—groupoide de Lie de T (V ) et soit X un
repére d'origine xo de V . L'application k de L (V ) X, ) sur Lﬁ
définie par k(Y) = X .Y X est un isomorphisme differentiable de L (V s xo)
sur L . Le sous—-groupe de Lie G(TT, x, ) de IF (V » X, ) est applique

par k sur un sous—groupe de Lie G de L
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PROPOSITION 2.5. - Il existe une G-structure S telle que 11 = T1(8) et
que X = soit un repére distingué de S .

Les notations étant celles de la démonstration de la proposition 2.2., posons
Xd(x) Po (x). X, pour x ey Xd est alors un champ des r-reperes dans
Uy et l'atlas i(U « X )} définit une G-structure S telle que TT(S) = .
De plus on peuo’z supposer que “()d\ (x ) = 1'élément neutre de G(TT, X, ) .

Alors Xo = (x ) est un repere dlstingue de S.

3. Les pseudo-groupes de Lie transitifs.

Soient V une veariété et f une application biunivoque d'un ouvert U de Vn
sur un ouvert V de V . f est un automorphisme local de Vn de source U
ot de but V si f et f sont différentiables.

.

Un ensemble [ d'automorphismes locaux de Vn est un pseudo-groupe si les
conditions suivantes sont vérifiées :

1° L'application identique de V_ appartient a I .
-1 appartient 3 T , i £ ot g €1,
1'application composée f.g appartient a3 [ .

3° Soit f un automorphisme local de Vn de source U= UUi tel que les
restrictions de f 2 Ui s pour chaque indice i , appartiennent & r.
Alors £ € [,

20 81 f €] , 1'spplication inverse f

l" est transitif sur V » si pour tout point (x, y) de V x V 11 existe
un £ €[ tel que f(x)—y .

Nous désignons par Trr(r) l'ensemble des r-jets J f,oh £E I et x
parcourt la source de £ . T°(T) est un sous~group01de de TTr(V ) . L'ensemble
des éléments de T (") de source x sera noté par TrE(I) . Les é1éments
de TTT(I™) de source et de but x forment un groupe G (T s X) Qque nous-
appellerons le groupe d'isotropie d'ordre r de [ au point x . Un pseudow
groupe [ est dit complet d'ordre r si la condition suivante est vérifide :

«si f est un automorphisme local de V ~de source U tel que :ji LT pour
tout x&€ U, alors fe[ .

Un pseudogroupe de Lie transitif d'ordre r est un pseudo-groupe T opérant

sur Vn vérifiant les conditions suivantes :

1° [ est complet d'ordre r .
2° TT°(I") est un sous-groupoide de Lie de T]'r(Vn) .
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Puis que la projection canonique Y est une application de Wr( l’) sur
Vox V., [T est transitif. Le groupe 4'isotropie de TI(T) au point x
co¥ncide avec le groupe d'isotropie d'ordre r de T au point x . G (T, x)
est un sous-groupe de Lie de L:;(Vn s X) W

Soit maintenant S une G-structure d'ordre r et soit [ (S) 1'ensemble
de tous les automorphismes locaux f de Vn qui appliquent les repéres
distingués de S en des reperes distingués de S , c'est-3d-dire pour tout
point x de la source de f et pour tout repére distingué x d'origine x ,
f(r)(X) = ji f.X est un repére distingué. | (S) est un pseudo-groupe complet
d'ordre r que nous appellerons le pseudo-groupe des automorphismes locaux de S .
Les éléments de | (S) dont les sources sont Vv, forment un groupe G(s) , 1e
groupe des automorphismes de S . Un automorphisme local f de Vn appartient
a [ (8) si et seulement si ji £ €T7(S) pour tout x dans la source de f ,

PROPOSITION 3,1, ~ Tout pseudo-groupe de Lie transitif d'ordre r est le

pseudo-groupe des automorphismes locaux d'une G-structure d'ordre r .

Une G-structure S est dite une structure définie par un pseudo-groupe de Lie
transitif I d'ordre r si VI(S) = TI¥(I") . Une G-structure S est loca-
lement homogéne et isotrope si, pour tout couple (X , Y) des repéres distinguds
de S, il existe un £ €T (S) tel que f(r)(X) =Y.

PROPOSITION 3.2, — S est localement homogéne et isotrope si et seulement si
elle est définie par un pseudo-groupe de Lie transitif. Si S est localement
homogéne et isotrope, f_(S) est un pseudo-groupe de Lie transitif.

EXBMPLE 1. ~ Soit G un groupe de Lie ot soit V = G/H un espace homogéne
de G . Soit F'G 1'ensemble de tous les automorphismes locaux f de Vh
Jjouissant de la propriété suivante : la restriction & un voisinage suffisamment
petit de tout point de la source de f est une restriction d'une transformation
de G . Supposons que la condition (p) suivante soit vérifide : si un élément
6~ de G laisse invariant tout point d@'un ouvert non vide de Vn s alors o~ =1,
(Si G est connexe et si G opére effectivement sur Vn , cette condition est

vérifide). r-G est alors un pseudo-groupe de Lie d'un certain ordre,

EXEMPLE 2, ~ Soit V,, une variété analytique réelle munie d'une structure
presque complexe S . S est localement homogéne et isotrope si et seulement si

elle est une structure complexe.

Deux G-structures d'ordre r sont dites assocides (S~~T) , si TI(s) = T(T) ,
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PROPOSITION 3.3. - 8i S~T , alors [ (S) = [ (T) . Si, réciproquement,
[(s) = (1) ,et s1 S est localement homogéne et isotrope, alors S~ T,
51 S est localement homogéne et isotrope et S ~T , alors T est aussi loca-
lement homogéne et isotrope.

Soit maintenant S une G-structure d'ordre r définie par un atlas

(v o X d\)} » et soit ¢ un élément dans le normalisateur N(G) de G dans
Lfl . Alors l'atlas %(Uu\ , Xd\o—)} définit une G-structure S o (cf. [1]).
Se =8 sietsoulement si ¢ T L EG .,

PROPOSITION 3.4, - S~ T si et seulement s'il existe un o € N(G) tel que
T=S¢,

‘Une structure Sr d'ordre r détermine canoniquement une structure S
dlordre p, p<T , telle que TT(S) = @F(TT(S,)) . En particulier, si [
est un pseudo-groupe de Lie d'ordre r , P(ry = 6(IT"(M)) est un sous-
groupoide de Lie de Tl'p(Vn) . d

4, Prolongement d'une structure d'ordre 1 (cf. [3]et [5]).

Une G-structure d'ordre 1 sera définie par un atlas

1
{(U& ; ed y see eii)} ’
ou Gi sont des formes de Pfaff lindairement indépendantes dans UD( telles que
. . d .
Bl = aj(s™® (). ol

T - (aj.'(g—)) étant une représentation matricielle de L . Des cartes locales
(UDL ’ \Po\) de H(S) (1'espace fibré principal associé & S) sont définies de
la fagon suivante : \P'i est une application de U x G sur p—l(U o)

(p étant la projif:tion de o(.H(S))’ telle que \fd(x 6 ) = (X1 s eee y Xn) ,
oh X = ai_(e‘).xj(x) s (X775 eees Xf:) étant le champ des repéres dans Uy
duz}l a (9&) ..Soient 'T)i des formes de.Pfaff dans U?‘ x G telles gue
’7 :‘L(x , 67) = a;.'('él) Bi(x) et posons w:: L?;.-l (77;? . On voit que
W';: wt dans U an et on peut donc définir des.formes de.a Pfaff
sur H(S) définies globalement par les conditions w(x) = 0‘1 (x) pour

x € U¢ . w™ sont lindairement indépendantes.

Choisissons une base Af’ = (a:;.'?) (P =1, «e0e yr; r=4dim G) de 1l'al~
gébre de Lie L(G) de G , une fois pour toute. Dans pml (U eL) on a

dwi=a§'P wj /\T('&-p-%c;i O\Jj A wk,
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ol ]'{'P et CJI" k = - C l) sont respectivement des formes de Pfaff et
des fonctions dans i (U ) . Soient maintenant —Sj’? ( P=1, 4o ,7;
i=1, ¢es ,n) Ten varlables independantes, et soient

Az‘.k(s) Z(ajr 31( akP :'Sf)
des formes linéaires en 3 . Désignons par A 1l'ensemble des indices [ kJ
(L,3,k=1, vee yn3 J<k) . Soit B un sous-ensemble de A ayant la
propriété su:wante : les A (3) telles que [ jk] € B sont lindairement indé-
pendantes et A k( g) ’ k] €A - B, est.une combinaison lindaire des formes

Atu(:g) , [tu]& B . On peut trouver des fonctlona b_,f dans p 1(U0\) telles
-k
que Ajk(b(q)) = - cjk(q) pour tout q & p (U, ) et pour tout [jk] €B .

Posons W= 7(-'1 + blz wk . On a alors

i_ 4 jAWP 1.1 ] Awk
d w aJP“" 'ﬁcjkw/\ s

i
e ) -

En particulier, jk =0 pour [jk] €B .,

Supposons maintenant qu'une telle transformation ait été associde & tout K .
On vérifie alors que les fonctions c}k sont des fonctions sur H(S) définies
globalement. Ces fonctions c}k sont appelées par CHERN [5] les invariants de
la structure 8 . La structure S est dite intégrdle si 1'on peut choisir un
sous-ensemble B de A de manidre que les invariants c?k soient des constantes.
La condition d'intégrabilité ne dépend que de la structure S .

PROPOSITION 4.1. - Une G-structure d'ordre 1 qui est localement homogéne
et isotrope est intégrable.

Désignons maintenant par G(l) le groupe de toutes les matrices de la forme

0

In P
(B I)’ B=(bi),(f:l,...,r;i:l,...,n)
n

Aj.'k(b)= Z:(ajP k= inv)—O.

Alors l'atlas {( -1 (u ) ;3 oW, 0 i)} définit dans H(S) une G(l)-—-structure
S . S dépend du choix de B . Mais on peut montrer la proposition suivante.
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(PI)QOPOSITION 4,2. - Supposons que S soit intégrable, et soit T une
1

G'"/~structure dans H(S) définie par un atlas
-1 —n =1
' . pr,.w ) ees 9y W, ‘ng’ eve ',')?I'P) 9
ol W = Sj ! R s:; étant des constantes, Supposons que, dans W B?
i i - O S, —k
dW-aij/\"‘FrP+—2- c;]kWAw’

ou E?k = - ck; sont des constantes. Alors deux structures T et ’\S/ sont

associées,

o1
prolongement de S par rapport & une base AP = (a f’) de L(G) et que les

On dit qu'une ~structure T vérifiant les condltlons ci~dessus est un

constantes a}' et “jk associées & T forment un systéme de constantes de

structure de la structure intégrable S . Un prolongement de S est un prolon-

gement de S par rapport a une base de L(G) . Deux prolongements par rapport

4 la méme base sont associés.

Soient maintenant S et S' = S‘C deux G-structures intégrables associées,

on TENG) . Soit (X1 s vee s X ) un repére distingué de S' et soit
J(YS) X! Alors (!\1 s een s Xn) est un repére distingué de S et

1'app11cat10n o\((X )) = (Xi) est un isomorphisme de la varidté H(S!) sur
la variété H(S) . So:Lt T un prolongement de S et soit o*(T) 1'image réci-
proque de T , On voit que &*(T) est un prolongement de S' et que le systéme
des constantes de structure de S' défini par o(*(T) est égal 4 celui de S
défini par T . Il en résulte que, si S et S' sont deux G-structures inté-
grables assocides, les familles des systémes de constantes de structure de S
et de S' que l'on peut Aéfinir par les prolongements de S et de S' sont

les mémes.

Soit maintenant [ un pseudo-groupe de Lie transitif d'ordre 1 opérant sur
une variété V., et soit S une G-structure d'ordre 1 définie par .
S est localement homogéne et isotrope et donc intégrable. La famille des systémes

des constantes de structure de [ est, par définition, celle de la structure S .

Puisque deux G-structures définies par [ sont assocides, la définition est
indépendante du choix de S .

Soit a]",J,cJ 1,3,k=1, oo yn3 P:l,...,r) un systéme de
constantes de structure de [ . On voit que les dquations suivantes considérées
comme équations lindaires 1§ar rapport aux inconnues y (’;)- z’ uio— y
vin (KP = - b’P » Vig = vji) sont compatibles :
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o4 0 P 1
(1) a.]f ako_ 85y %y = a,’C'o" za.k‘>

X e i x i & i v _
(2) oy @ sp ~%ks %tp *%kp ts T %o Usp * e Yp <O

k k ik _ i P i P 4 P _
(3) ckuc £t cks ®tu * %kt Cus “aup Vst _asf vtu—atF Vas =0 ¢

Les équations (1) sont équivalentes aux équations
p
A A = A
‘E r’ o 1= % s P
I1 en résulte que les " sont les constantes de structure du groupe d'iso-
tropie d'ordre 1 de [ ,

Soit maintenant S° une G-structure d'ordre r ., Tout f € F(sr ) peut 8tre
prolongé & un automorphisme local f(r) de H(ST) de source p-l(U) et de
but p"l(V) s o U et V sont respectivement la source et le but de f , et p
est la projection de H(S') . Soit A un sous~pseudo~groupe de | (SF) . Nous
désignons par A r) 1'ensemble de tous les automorphismes locaux £ de H(SF)

N

Jjouissant de la propriété suivante : la restriction & un voisinage suffisamment
petit de tout point de la source de f est une restriction d'un f r) sou £ €M,

A (r) est un pseudo-groupe que nous appellerons le prolongement de A a H(ST) .
nge!

On peut montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 4.3. -~ Soit S une G-structure intégrable, et soit T un prolon-
goement de S . Alors T (T) = r(S)(l « Un automorphisme local de H(S) appartient
a I—(S) (1) si et seulement s'il laisse invariantes les formes de Pfaff

w 9 eee wn .
5. Réduction d'un pseudo-groupe de Lie d'ordre r > 1 en un pseudo~groupe de

Lie d'ordre 1 ,

Soit [ un pseudo—groupe de Lie transitif d'ordre r > 1 opérant sur une
variété Vn « On verra que T détermine canoniquement un pseudo~groupe de Lie
transitif d'ordre 1 opérant sur la varidté Tfr"'l( .

Soient ST une G-structure d'ordre r définie par T et z un point de V
choisi une fois pour toutes, et seit 2 un repére distingué de s d'origine 1z .
L'applicatlon T2 ez g ¢ dans L (V » z) est un isomorphisme de G
sur G'( [, z) , le groupe d'isotropie d’ordre r de r au point z .

Soit {(qu R Xd) un atlas de S , ot posons X! (x) X (x) z~1 . Alors
(x)é‘n'('l") et X'P(x)—x' (x).s! p(x),pourtout x €Uy nUp,
oh s'? P est. une application différentiable de Uqr\ UP dans G (r s Z) o
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L'atlas {(Ud , X! )} définit donc une " G (I, z)-structure S'" " et
l'espace fibré principal des repéres distingués de ST est ﬂr( ) . On voit de

plus que Tr(S‘r) =Tr(Sr) et que r(S ) = T-(S) =T.
Nous identifierons dans la suite la structure s a s,

La structure S détermine une GP( T , z)-structure S° pour tout p gr
telle que TJ(SP) = TTP(IM) et que H(SP) =TT§(F) . Posons I = T (sP),
Alors TTP( r ) = TP([") est un sous~groupoide de Lie de T1 p(V S) et donc T'p
est un pseudo——groupe de Lie transitif d'ordre p contenant r. On voit que
[ 27322 .= T, On peut donc aéfinir le prolongement r () g6 r’t’
(r>a p) 3 H(Sp) _-n—p(r) ,—-(p) est transitif. On dit que r—(p) = {p)
est le prolongement normal d'ordre p de ™. Nous allons montrer que r‘(r ﬂ

est un pseudo-groupe de Lie transitif d'ordre 1. Supposons maintenant que p<r
et posons Zp = j: I, od I estl'application identique de Vn « Solent £ et g
des éléments de f—p+1 définis an point z . Utilisant des coordonnées locales

de la variété des jets, on vérifie que jé f P) = jé g(p) si et seulement

P
si jp+1£‘=jp+1g (f et g é&tant les prolongements de f et de g &
2 z

H(SP) = TT2(T")) . On peut donc &éfinir une application F ., de TT‘Z"'l( I

T[p+1(r)) dans la veriété TT (TP(I')) par F 1(gp+1 f) "'JZ f(p) . Fp+l
(Trp*l(r)) =TT, <r<p>) . Soit

P
est différentiable et de rang maximal, et Fp+l

Np+1( ™, 2) le noyau de 1'homomorphisme canonique de Gp+1( T,%) suwr (T, z).
Alors 1T gd(r) est un espace fibré principal de base T p(l") , de projection
o g+1 et de groupe Np (r, z) et le diagramme suivant est commutatif 3

F
LU (ppp— N G
+ P
e I?

() —2dentité |, TiP(r)
Utilisant ces faits on peut montrer que T (r(p)) est un sous—groupoide de Lie
de THT p(r‘)) « Le groupe d'isotropic de Tl (T'(p)) au point 2 est

el(r (p) z) ot Tl’l(r(p)) définit donc une G (,.(p) Zp)-structure T
d'ordre 1 dans la variété ]Tp( ") qui est localement homogéne et isotrope
ot H(T) =T Lorle)y

On peut montrer les propositions suivantes :
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r(T ) = r(fi pour p<r.
20 Fp r(T )(1) p+1 Féf{” pour p<r,
ou T (T )(1) est le prolongement de I“(T ) & H(Tp) = TT% (\"(p)) ot
P (T, ) (1) g )

de TTE”(I‘) de la forme h=Fp+l.fF11,ou fET"(T)(l) « Pour p=r~1,

ona [ pel = [ et on obtient donc le théoréme suivant.

est le pseudo-groupe de tous les automorphismes locaux h

THE?)R}EME 5.1, = Soit [~ un pseudo-groupe de Lie transitif d'ordre r opérant
sur une variété v, . Le prolongement normal T 1) 4lordre r -1 de T
est un pseudo-groupe de Lie transitif d'ordre 1 opérant sur la variété T‘Iz."l( ),
z étant un point de V_, qui laisse invariante une G-structure T -1 dlordre 1.
Le prolongement de I ~1) 3 H(T ) peut 8tre identifié a I ry

la famille des systémes de constantes de structure de [ est, par définition,
celle du pseudo-groupe de Lie - qiorare 1,

I1 résulte du théoréme 5.1. et de la proposition 4.3. le théorime suivant.

Y
THEOREME 5.2, ~ Les notations étant celles du théoréme 5.1., le prolongement
normal r(r) d'ordre r de | st un pseudo~groupe des automorphismes locaux

d'une G-structure Tr d'ordre 1 dans la variété TI1T (T‘) Tr est définie

1 1
par un atlas i(VN 3 Wy eee Wm » ﬁ’(&, see I')g

aim T (T)

ain ¢ (-1 7))

m

1l

r

et
who=at  wad AP Ll WA WK
d = ajF w o + -2 cjk “w w »
a'}P ’ ¢, Stant des constantes de structure de T . Un automorphisme local
de TF:( ") appartient a T si et seulement s'il laisse inveriantes les
formes oui .

REMARQUE. ~ On ne sait pas en général si r‘r) est un pseudo-groupe de Lie
transitif d'ordre 1. I1 1'est si T est aussi un pseudo-groupe de Lie d'ordre
r+1 ousi [ estde type fini ou involutif (voir paragraphes 6 et 7).

6. Les pseudo~groupes de Lie de type fini.

Un pseudo-groupe ™ est un pseudo-groupe de Lie transitif de type fini s'il
existe un entier r > 1 jouissant des propriétés suivantes :
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1° l" est un pseudo-groupe de Lie transitif d'ordre r .
2° I1 existe un entier s <r tel que dim G°( T, x) = din GS"I( T, x) .
(Nous posons G°( ™, x) = (1).)

Si 7 est de type fini, 1'homomorphisme canonique de GS( T, x) sur
Gs"l( [T, x) est localement isomorphe. I1 en résulte que l'application canonique
de Ws(l') sur TTS_I( ") est localement biunivoque. Utilisant des coordonndes

locales de la variété des jets on peut montrer le lemme suivent.

LEME, - Si TT3(7) ...,T]’S"l( ") est localement biunivoque, alors
TTp( N - T[p~1( ) est biunivoque pour p > s .

Soit maintenant | un pseudo-groupe opérant sur Vn « On dit que T ost
simplement transitif, s'il est transitif et si un élément f de T~ 1laisse

invariant un point x , alors la restriction de f & un voisinage U de x est

l'application identique de U .
Soit [ un pseudo-groupe de Lie de type fini et d'ordre r . Il résulte du
lemme que dim n;(r) = dim Wz"l(r) et donc que
aim (rY 7, ) ¢im W) ~awmWH(r) =0,
La structure Tr dans le théoréme 5.2. est donc définie par un atlas
S(Ud , ut s see s wm)}

et qast :21- c}k wi A E e Il en résulte le théoréme suivant.

THE/DRE\ME 6.1, ~ Soit [ un pseudo-groupe de Lie de type fini et d'ordre r .
Le prolongement normal I” T/ Qlordre r de Y est alors un pseudo~groupe
de Lie d'ordre 1 simplement transitif. Un automorphisme local de la variété
T IZ'(]‘) appartient & T r) si et seulement s'il laisse invariantes des formes

de Pfaff lindairement indépendantes wl y see W telles que

i_1 i N Wk
dw = ) c'jk o ’
ou m = dim Tl:(l") et c?].‘k sont des constantes de structure de [ .

EXEMPLE 3., — Soit rG le pseudo-groupe dans 1'exemple 1. rG est alors un
pseudo-groupe de Lie de type fini et d'un certain ordre r . Le nombre r est
déterminé de la fagon suivante : Soit O 1le point de Vn = G/H représenté par H .
L'application o -93'2 o~ 5 (o € H) , est un homomorphisme de H sur
GP( rG » 0) . Par la condition (P) (voir 1l'exemple 1) il existe un entier p
tel que dim H = dim GP( FG » 0) . Alors le nombre r-l1 est le plus petit entier
p Jouissant de cette propriété, Il existe un isomorphisme 6 de la variété G
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sur la variété ﬂg( \"G) tel que 0”(w") soient des formes de Pfaff invariantes

4 gauche de G, oi w" sont les formes dans le théoréme 5.1.

7. Les pseudo-groupes de Lie involutifs.

Pour la définition d'une algibre de Lie lindaire involutive, voir [5]et [9]
Un groupe de Lie lindaire est involutif si son algébre de Lie est involutive et
une G-structure d'ordre 1 est involutive si G est involutif. Un pseudo~groupe

de Lie d'ordre 1 est involutif si son groupe d'isotropie d'ordre 1 est involutif,

On démontre, en utilisant le théordme 4'existence des solutions des systémes

en involution, la

PROPOSITION 7.1. - Soit S une G-structure involutive dans une variété
analytique. Si S est intégrable, elle est localement homogéne et isotrope et

ses prolongements sont aussi intégrables et involutifs.

Un pseudo-groupe de Lie transitif d'ordre r est involutif si son prolongement
normal d'ordre r —~ 1 est involutif. I1 résulte du théoréme 5.2. et de la

proposition 7.1. le

/ \
THEOREME 7.1, — Si | est un pseudo-groupe de Lie transitif d'ordre r et
involutif, le prolongement d'ordre r de T estun pseudo~groupe transitif
d'ordre 1 et involutif,

Soitmalntenant Sla];:f’ s ch3 (L1,5,k=1, 00 43 p= 1, eoeyT3;
c‘}'k = ¢, j) un systéme de constantes tel que les équations linéaires (1), (2)
et (3) de paragraphe 4 soient compatibles. Supposons de plus que l'algébre de
Lie L engendrée par les matrices AP = (a:; ‘,) soit involutive et soit G

le groupe de Lie linéaire engendré par L .

THE/DRE\.ME 7.2, - Soit S'a% s c:;k} un systéme de constantes vérifiant les
conditions ci-dessus. Il existe alors une G-structure intégrable définie dans
un domaine D de l'espace numérique Rn telle que {a?F ’ cg.'k} soit un
systéme de constantes de structure de cette structure. Autrement dit, 11 existe
un pseudo-groupe de Lis transitif d'ordre 1 opérant dans D tel que g s ch}
soit un systéme de constantes de structure de ce pseudo-groupe (voir [2]

PROBLEMES :

1° On voit facilement qu'un pseudo-groupe de Lie [T d'ordre r est complet
d'ordre p pour tout p>r . [ est-il un pseudo—groupe de Lie d'ordre p
pour tout p>r ?
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20 Tout pseudo-groupe de Lie transitif et analytique est~i1l involutif ou

de type fini ?

(1]
(2]

(3]
(4]
(5]

(6]
(7]

(8]

(9]
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