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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1954)

DﬁVELOPPEMENTS DE FONCTIONS ARBITRAIRES
SUIVANT LES FONCTIONS PROPRES D'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL

par Pierre CARTIER

1. Sommes mesurables d'espaces de Hilbert.

Nous renvoyons & BOURBAKI pour la théorie de la mesure employée ici. Nous allons
rappeler, en les modifiant un peu,les définitions de von NEUMANN sur les sommes me-
surables d'espaces de Hilbert. Une telle somme se compose tout d'abord d'un espace
mesuré (E , ) , d'une famille d'espaces de Hilbert H(S) paramétrée par les é1é-
ments de l'espace E et d'une famille /\ de "champs de vecteurs sur E" (i.e. de
fonctions f dont la valeur f(‘s) en T est dans H('S)) . Ces données sont as-

sujetties aux axiomes suivants :

(/\l) La famille /\ est un sous-espace vectoriel de 1'espace de tous les champs

de vecteurs.
-
(/\2) Pour tout f € A , la fonction scalaire ”f('g) || est de carré sommable.

(/\3) Pour tout £ &€ /\ et toute fonction secalaire g mesurable et bornée, le
champ de vecteurs g - g('s)_f (3) estdans A .

(/\4) 5i ?(g’) = f"'('g) presque partout et si f£&€ A\, alors f'€ A .

(/\5) Muni de la semi-norme “sz: l:f”f(g) |]2dr\(g):,1/2 , 1llespace /\ est
complet.

51 les deux premiers axiomes seulement sont vérifiés, AN s'appelle une famille fon~-
damentale ; dans ce cas, il existe une maniére canonique de prolonger /\ en une fa-
mille gﬁ/z\ (’.4) satisfaisant tous les axiomes précédents, qui est parfaitement ana-
logue 4 la maniére de construire les espaces LP ordinaires. ‘Si 1'on identifie deux
champs de vecteurs égaux presque partout et que 1'on munisse /\ du produit scalaire
(e, g> = ,(<f(§) s g(§)> dr(s) , on obtient un espace de Hilbert noté
L /\( H) « On suppose, & partir de maintenant, toutes les hypothéses de séparabilité
nécessaires remplies, & savoir que les H (‘5’) et L?\ sont des espaces de Hilbert

séparables et que E est réunion dénombrable d'ensembles mesurables de mesuré finie

(bien que ces hypothéses ne soient pas absolument indispensables) . Un champ de vec-
teurs h(Q) sera alors dit mesurable si pour tout f€ A , la fonction scalaire
|lg(§') —?(‘S) | est mesurable, ou, ce qui revient au méme ici, si <Y1,('§) ,?('g))
est mesurable pour tout f € A .
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Nous allons maintenant considérer des opérateurs dans l'espace H = Li\ et des
algeébres de tels opérateurs. En particulier si pour un opérateur A , il existe une
(fonction nunérique i('g) telle que le domaine de définition de A se compose des
f € A\ tels que §(3).¥('§) soit dans /\ et que (Ai‘)("g) = é(‘g).—g(g) , on dit
que A est diagonal. les opérateurs diagonaux continus forment un anneau d'opéra-
teurs au sens de von Neumann, i.e. une algébre autoadjointe identique & son bicom-
mutant (il est clair que cet anneau est commutatif). Un des résultats fondamentaux

de von NEUMANN est que si 1'on se donne & l'avance un espace de Hilbert séparable et

un anneau d'opérateurs commutatif A , on peut construire une somme mesurable et une

isométrie T de H sur Li\ qui fait correspondre & A 1l'algebre des opérateurs

diagonaux.

On peut présenter la démonstration de ce fait comme suit : on part d'une algébre

A que 1l'on suppose seulement autoadjointe, commutative et uniformément fermée. En

tant que »-algébre normée et espace vectoriel ordonné, A est alors isomorphe a l'al-
gébre eoo de toutes les fonctions continues "nulles & 1l'infini" sur un espace lo-
calement compact ) ,le spectre de A . Pour g€ @m , soit T 1'opérateur de H
qui lui correspond dans cet  isomorphisme ; pour a , b € H on considére la forme
linéaire Ha,b(g) = (Tga , by sur Gm , c'est donc par définition méme une mesure
de Radon bornée sur L . Pour h Dborélienne et bornde sur L1, considérons alors
la forme bilinéaire jh(x) dHa,b(x) sur H . Elle est continue donc de la forme

< Tha s b> ol Th est un opérateur borné de H . On a donc prolongé la correspon-
dance g2 Tg de Goo avec A en une correspondance entre l'algébre SIZ des fonc-

tions boréliennes et bornées sur L1 avec une algébre d'opérateurs que 1l'on démontre

facilement étre le bicommutant A" de A , correspondance qui posséde toutes les pro-
priétés algébriques et de continuité souhaitées. En particulier, si h est la fonc-
tion caractéristique Peo d'un ensemble borélien, E(w) =T " s'appelle un pro-
jecteur spectral. De plus, si un opérateur self-adjoint non borné P commute (au sens
strict, i.e. avec conservation du domaine de définition) a4 tous les opérateurs uni-
taires qui commutent & A , il existe une fonction p(x) borélienne mais non bornée
nécessairement sur {2 telle que P = Tp en un sens convenable qui concerne aussi

le domaine de définition de P .

H étant séparable, on peut trouver une suite xn de vecteurs de H qui jouit
de la propriété suivante : H désignant le sous-€space fermé engendré par Axn s
les Hn forment une partition orthogonale de H . Le sous-espace formé des sommes
finies ?aixni (ai € A) se notera H0 . On peut alors choisir des scalaires kn> 0
tels que la somme Z‘kn || =

n

soit finie, ce qui implique que la série an Hx
n

ol .
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DEVELOPPEMENTS DE FONCTIONS

converge et représente une mesure p positive et bornée. Pour que | (w) =0 pour

un ensemble €, il faut et il suffit que p (w) =0 pour tout n , ce qui

X

n’“n
équivaut & <E(w) X, xn) = 0 ou encore & E(w)xn = 0 , ou finalement puisque
E(tw) commute & A , ceci équivaut & E(w) =0 . Si n'est pas uniquement dé-~

terminée, ses ensembles de mesure nulle par contre le sont donc ; rl (w) =0 im-
plique P‘a,b(w) = <E(w)a , b> = 0 , donc les mesures Fa,b sont toutes absolument
continues par rapport a IU- et il existe d'aprés LEBESGUE-NIKODYM des éléments

i ité . 0 i est fondamental pour
e’a,bEL ()‘) qui sont des densités pour Pa,b n va, ce qui est fondam p

la suite, choisir simultanément des représentants mesurables pour les Ba p ! Pour

a et b dans H_: en effet on choisit ces représentants e’mn lorsque a et b
sont pris dans la suite x tce qui est possible puisque cette suite est dénombrable,

puls 81 a'= ZTg x et b= ZTh X (sommes finies) on pose
n n

6 (X) = Zg (X)n_(x) 9 (x)

’
ce qui a un sens puisque les décompositions de a et b sont uniques et que les
fonctions g, et h ~sont continues (et sont donc détermindes partout sur £ et
non seulement & un ensemble de mesure nulle prés).
Pour x fixe dans JSL, l'expression S b(x) est une forme hermitienne positive
sur H , d'ol un espace de Hilbert H(x) et une application linéaire a-)a(x) de
Ho dans H(x) définis & jne équivalence prés et tels que Qa,b(x) = <§(x) s B(x))

donc

A~ A
<oy o> = <Tpa, 0> = fay, 0= 6 0 ap = [, bW apw
Autrement dit si 1'on prend pour A la famille des a (a € Ho) on obtient une
famille fondamentale et l'application a— a4 se prolonge en une isométrie T de H

sur L2 () , les opérateurs diagonaux de cette somme mesurable correspondant exac-—

tement aux Tg (g €M) i.e. aux éléments de 1'anneau d'opérateurs engendré par A .

Enfin on peut trivialiser toute scmme mesurable au sens suivant : on forme une par-
tition convenable de E (ici = £X) en une suite d'ensembles compacts Ek( = ﬂk)
et un ensemble N de mesure nulle et 1l'on peut identifier les H(x) pour x & Ek
a4 un méme espace de Hilbert 3@ , une famille fondamentale /\' donnant la ;néme som-
me mesurable que A étant formee des champs de vecteurs constants dans chaque Ek
et nuls dans N .

2. Développements suivants les fonctions propres.

Pour pouvoir dire quelque chose de plus précis sur la diagonalisation dfune famille
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102~04
d'opérateurs, on supposera » ce qui est le cas le plus fréguent dans la pratique,
que l'espace de Hilbert H est de la forme L? (V) ou (F, Y) est une variété
différentiable munie d'une mesure \) « L'espace H est donc pour ainsi dire, repré-

senté comme somme mesurable d'espaces de Hilbert & une dimension et le probléme qui

se pose est en gros, d'étudier les relations entre deux décompositions en somme me-
surable d'un méme espace de Hilbert.

On considére n opérateurs self-adjoints D, (non bornés), définis en tous cas

sur l'espace GJ(F) des fonctions C® a support compact sur F et qui commutent
au sens suivant :

(1) Il existe une algébre autoadjointe commutative et uniformément fermee A telle

que les opérateurs unitaires qui commtent aux D soient exactement ceux qui com-

mutent & A .

Dans ces conditions, D; est de la forme Tg. ou g, estune
fonction mesurable non nécessairement bornde su; le spectre {1 de A . Ltapplication
g+ x —-)(gi(x)) permet dans les constructions de la somme mesurable de remplacer
£L par un sous-ensemble de R" i.e. on peut supposer qu'il existe une isométrie T
de H sur une somme mesurable L/\( r,() par rapport & une mesure t.( sar R® dans
laquelle les T D, T sont diagonaux. On suppose aussi que cette somme mesurable est
triviale au sens de la fin du paragraphe 1 et 1l'on appelle Hk le sous-espace des
f telles que Tf soit nul en dehors de ﬂ . On pose enfin #(x) = (Tf) (x)
(x € R® et re® (F)) .Par construction de la somme mesurable on a en tous cas la
formule de Plancherel :

2 S 2
[le@ P ave = [0 112 apeo
et le probléme qui se pose est de donner une forme assez concréte 4 la transformation
£5? . Considérons o € £@H Y €EPE) et ae% (dual de A ) ot 1a forme
trilinéaire B (‘~P Y, a) fﬂ Y (x) < T (x) , a> drl(x) H elle est continue

s ER®Y x RF) « %' car sil'on note fo“ la borne supérieurede I«fl sur le
compact €0y on a :

lBk((f Y, o <j.(l 196 1* ap () fnkk{’(X) y 2 >]? dpu ()
<peay ligll, el fo 112 apw
< PEY NIQlZ lall® NEIE = pexy gl llall® %15
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dtol '4(0 )'1/2 B, (¢ ,‘f lll{’li H‘I/ll2 lla |l +Par suite B, définit une for~

me linéaire continue sur le produit tensoriel 3 ® ) @ NEFE) C’D% et aussi une ap~
plication linéaire continue de ()(F) dans @ (R )@%k qui est composée de T

et de la restrictionde TY au compact Q , mals aussi une application linéaire
continue de m(F) ® E(R ) dans Xﬂ i.e ; une distribution vectorielle .S_)k(x , )
deflr.le sur R” x F nulle en dehors de .Q x F 5 mais aussi une application de

£ (R ) @ j@' dens (' (F) i.e. une appllcatlon qui a toute fonction différentiable
Lf?(x) a valeur dans ‘.}ﬁ;{ définie dans un voisinage de ‘Qk fait correspondre une

distribution sur F . Interprétons :
B¢ ¥, o= [feo ¥ a0, nad
d'ou |
’I(X) dp(x) = de (x , y)-Yr'(y) sw O
mais le second membre est nul en dehors de .Q et 1l'on obtient y(x) d H(x) en

sommant par rapport & k soit i‘(x) d “(x) 2 s, (x, y){(y) . Ceci est la

transformation de Fourier directe. Définissons la transformatlon inverse par g(y) =
= (T* ® (y) pour un champ de vectewr g qui est dans L/\(H) . Soit g(x) une

fonction différentiable & valeur dans %;{ définie dans un voisinage de ﬂk et

g, sa restriction .Qk . On pose dFk(y) = j(c_isk(x s J) gk(x)> d'ou en re-

tournant aux définitions :
[’k&) ~j<dS x, 9, gk(X)> Ty

S<dw, Bw> ape
<Ti ) gk> = <§" T gk>

1l

done = T*‘I’d D)
Pr=1
= 1} ay
Enfin puisque T diagonalise les D. et que D, = Tg ona g (x) =x, et
. i i

(D/l}‘) x) = xif (x) soit :

Jow 8,6, 9 =x jf(y) as, (x , y)
ce que l'on peut écrire symboliquemcnt

() 3,6, 9 =x, 5., 9

(y est la variable et x le parametre) autrement dit "pour x fixe les —Sl sont
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des distributions propres des Di pour les valeurs propres x4 oM

J \ A
THEOREME. - Si 1l'on définit deux transformations T : f£- f et T : g-—>g par

les formules
e B0, 9
£ € QF)

L |<E , a6, >

£(0) dp @

g(y) av(y

ot g est sur chacun des 'Qk la restriction d'une fonction différentiable & va-
leur dans ‘R' on a les formules de Plancherel :

flf(y) # a9 = [IE@ 12 apeo
Jlew *ape0 = [lzw 2 a5

Les opérateurs T et ™ se prolongent en des isométries de méme nom de L° (V) sur

_2.______
/\(H) et de L/\(H) sur 1 (V) respectivement qu1 sont inverses l'une de l'au-

tre. De plus les noyaux distributions Sk sur F x R" jouissent de la propriété

d'étre des "distributions propres" :
- —
(Dy)y S, ) = S,6x , 7)

Voild donc ce que 1l'on peut dire en général en s'appuyant sur le théoréme des no-

yaux de Schwartz (utilisé implicitement sous la forme des produits tensoriels). Le
probléme fin va maintenant consister en 1'étude de la structure des distributions
ainsi introduites : sont-elles des mesures et, si oui, ont~elles des densités par
rapport & la mesure produit dr{(x) dV (y) . On va par une méthode un peu différente
montrer qu'il en est bien ainsi dans le cas important suivant : il existe dans 1'al-
gébre A un opérateur de Carleman B =T _ ob g est une fonction mesurable et
bornée sur L1 , qui est M -presque partout > 0 . L'idée d'introduire des opéra-
teurs de Carleman revient essentiellement & MAUTNER.

3. Opérateurs de Carleman.

Nous allons introduire les opérateurs de Carleman par une méthode un peu détournde
et inhabituelle mais qui a le mérite de bien montrer la propriété essentielle de ces

opérateurs et de nous éviter tout calcul fastidieux.

Soient H un espace de Hilbert séparable de la forme LZ())) sur un espace mesuré
(F ,V) et V un espace de Banach aéparable et dont le dual est séparable. On con—
sidére un opérateur linéaire B qui & tout v € V fait correspondre une fonction
mesurable Bv dont la classe est dans 1 et qui jouit des deux propriétés de con-

tinuité suivantes :

18
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1) v—=Bv est une application continue de V dans Lz(\))

2) pour tout y€ F , si v tend vers O dans V, (Bv) (y) tend vers O .
Un tel opérateur s'appelle un opérateur de Carleman. Pour tout ¥y € F il existe
donc une forme linéaire continue by € V' telle que (Bv)(y) soit égala <v , by>
L'application y—)by de F dans V' est scalairement mesurable, donc mesurable

puisque V est séEarable. De plus on peut trouver (1) une fonction scmmable s qui
est > 0 presque partout telle qué fs(y) ”by“ 249 (y) <+ ® « Alors la fonction
q: y\>s1 2 (y)by est de carré sommable & valewrs dens V! . On va interpréter ce-

ci dans deux cas :

1) V=H= Lz(\)) , donc le dual V' de V est anti-isomorphe & V . Il est fa-
cile de voir qu'il existe une isométrie canonique de Lz(‘o , L2(9)) sur L2(\) ®))

d'ou une fonction qy , y') de carré sommsble sur F x F telle que

ay) ¥") =aly , y")

-1/2 (y)a(ly , y') on voit facilement que :

BV () = fb(y , yDvMav(y)

La fonction b(y , y') est mesurable en l'ensemble des deux variables et pour pres-

Posant b(y , y') = s

que tout y fixé, elle est de carré sommable en y' . La fonction b est le noyau

de Carleman de B et on reconnait sous cette forme la définition usuelle.

2) V= le\(H) est ici aussi antiisomorphe & V'. Dans ce cas Lz(? , V) s'i-
dentifie canoniquement & la somme mesurable construite sur F x £ en prenant. pour
H(y , x) 1ltespace H(x) . La démonstration s'achéve comme en 1) et 1l'on trouve

—»
un "noyau de Carleman" b(y , x) qui est un champ de vecteurs mesurable tel que @

W e = <0, By, 0> aue
(B) Inversement si'fllby” gy) dV(y) &L + o0 , on a

Y
(8% () = fbw , 0 g ad()
en appliquant le théoréme de Lebesgue-Fubini.

Appliquons ces résultats & la situation suivante : dans H = L2(?) est donnée
une algsbre A d'opérateurs remplissant les conditions imposées au paragraphe 1 ;
les opérateurs de A sont diagonalisés par une isométrie T de H avec une somme

mesurable Lf\( H) . On suppose que dans A existe un opérateur de Cerleman

(1) On prend t(x)€ .,ﬁl (V) qui est >0 presque partout et
s(x) = dnf(1 , Jlo | ?).4(x)
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B: H—H tel que 1'opérateur TBT" soit l'opérateur diagonal $ associé a une

fonction (.F(x) qui est # O presque partout () L'opérateur B est de Carleman

donc sussi C = BT , et C est donné par un noyau c(y ’ x) Mais puisque

® =1, c=1"F et il est alors clair que T =GP est donné par le noyau
E’(y y X) = (f(x)"1 2y , X) . On raisonne de méme pour T = $r-lor | Donc dans le
cas indiqué les formules de transformation de Fouwier s'écrivent sous la forme plus

sympathique suivante :

W= o, 0w e o - j<2<x> VB, 0> ape

On a encore dans ce cas les formules de Plancherel.

4. Opérateurs différentiels elliptiqués.

Revenons au cas o F est une variété différentiable de dimension n et supposons
que ln mesure V) soit définie par une forme différentielle w de degré n , suffi-
samment différentiable. Alors <f , g = jfgm; soit D un opérateur défini sur
un sous-espace JLODF) de H = Lz(w) 4 valeurs dans Lz(w) . Supposons aussi
que D ait un adjoint D~ défini aussi sur 3G et tel que < Df , g> = <f , D7g>

pour £ , g€} , en particulier pour £ € @ (F) . Ceci donne successivement :
jnf.ng Jf D7g .w d'od DVg .= %(-g—. w)

D est l'adjoint de D au sens des distributions, donc envoie dans CO' le dual
L'z(w) de Lz(w) (que 1l'on n'identifie pas & Lz(w))'. Si donc D est un pro-

longement self-adj oint d'un opérateur différentiel défini sur (0 ona D=D

donc D est encore un opérateur différentiel au sens des distributions.

Soit donc un opérateur différentiel D qui dans une carte locale ait l'expression t
©08) () = L@ y= ) b=y el =Xy
pl<n
P _ 0 D,
DY = )1| ‘rxi) i
Si pour .§ dans rR" la forme homogéne d'ordre m en ‘g définie par
L° (-§) = ZL (x)‘g

est définie positive, on dit que D est elligtigue en X . Cette propriété ne dé-
pend pas de la carte locale choisie et 1l'on dira que D est elliptique s'il l'est en
tout point.

On suppose désormais D elliptique réel (i.e. Df = Df ou encore les Lp(x) sopt

réels) et symétrique sur )(F) (i.e. D =D") . D possdde alors un prolongement

(2) ce qui signifie que B et B* sont biunivoques.
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selfadjoint que 1l'on note encore D . Posons Mq =0+1.1% et B= M;l i.e.
BM f = B*M*G £f=f pour les f tels que D'f soit défini pour r q . Mais

M= Mq est élliptique, donc posséde une paramétrix C(y , y') . Rappelons qu'on
appelle ainsi une fonction définie pour y Zy' , m fois différentiable, nulle en
dehors d'un voisinage symétrique V de la diagonale tel que pour tout compact

KCF 1l'ensemble des y' EF avec (y, y') €V pour tout y € K soit un compact.
C(y » y')w(y') étant pour y fixé une distribution Cy sur F , on suppose de
plus que

1) M..C_ = T T (y*) =T ) w (y!
W wec = 4§ +1 L) =16, e )
ou T est une fonction m fois différentiable nulle dans un voisinage de la diago-

nale, et JY la masse unité en y .

On définit pour f€ () , Cf et Tf par (Cf)(y) = Cy(f) et (Tf) (y) =Ty(f) R
donec CLEM™ ot Tf€ Q. La formule (1) signifie que :

(2) Mcf =f + Tf d'ou tCtMg:g+tTg g€@m

(C envoie B -»0® donc ¢ envoie W™ -@) . De plus si £ € Lz(w) , Bf
est dans le domaine de définition Wae M et MBf =f et 1'ona vu que M doit
. . . . tB . 2 pal tM'(.B
étre pris au sens des distributions ; envoie L!“(w)dans @ et fr = £

si fr'é€ L'z@o).On conclut :

(3) tcf' = tCtMth‘ = thl + tTthl

*Bf1  est dans Ifz(w)f@'o done 'r'sfr € &° w ; comme pour q assez grand

C(y , y') est de carré sommable en y pouwr y' fixé, Cf' est aussi dans 5°.w,
donc en vertu de (3) il en est de méme de Bf! = (E’?). w 81 £'=f.w . Enré-
sumé BY i.e. l'inverse de M*= (0 - i . I)? envoie Lz(w) dans Lz((o)f\ & et
une application convenable du théoréme du graphe fermé montre que cette application
est continue lorsque 1'on munit Lz(w)ﬂ €° de la borne supérieure des topologies
induites par Lz(w) et ‘8° . Ceci implique gue B* est de Carleman 5 si l'on
diagonalise D et qu'on plonge son spectre dans R , B* est un opérateur diagonal
correspondant & la fonction () - i)~ partout # 0. On peut appliquer 1¢s résultats
des paragraphes2 et3 et 1l'on obtient ainsi les formules d!inversion de Fourier :

£(\) = %fﬁ’k(y NI AV £ =Z§f<fm VB (v, N> ap(N)

ainsi que le théoréme de Plancherel :

flf(y) 2aYw = JIEOIZ apn

Enfin par application du théoréme de Schwartz sur les équations elliptiques, on
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montre facilement qu'en changeant au bescin Ek(y . N pour un ensemble de scalaires
A\ de mesure mulle, on peut supposer que pour ) fixé, et un champ de vecteurs ?
de carré semmable, la fonction <'-E_,?(y YN ?( N> en y est différentiable et
que c'est une fonction propre de D pour la valeur propre PN
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