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Séminaire BOURBAKI
(Février 1952)

VARIETES LOCALEMENT KAHLERTENNES
par André LICHNEROWICZ

I. Définitions et notations

1, Variétés riemanniennes.

Sauf avis contraire V désigne ici une variété riemannienne orientable Vm
34 m dimensions de classe de différentiation C' (v »3) (on suppose choisie
une orientation sur Vm). Cette variété sera, pour plus de simplicité, générale-
ment supposée compacte, bien que ce ne soit pas strictement nécessaire dans

8

certaines questions, si l'on se réduit aux formes a supports compactse.

On suppose connue la théorie des formes harmoniques sur Vm , 6t on n'en rappelle
ici que le strict nécessaire, afin de fixer les notations. Ces notations sont en
accord total avec celles adoptées par Henri CARTAN [3] . Soit p une forme diffé-
rentielle extérieure de degré p (0 £p 4m) , de classe ¢® (n »2) , définie
sur Vm 3 une telle forme peut 8tre représentée localement par

1 il ip
\f»:;‘- A C U] dX "A eee A dx

ou les i i sont les composantes en coordonnées locales d'un tenseur
1 LN 2

antisymétrique de classe C® . Tout d'abord grice au tenseur métrique et a
ltorientation, on peut définir sur les formes l'opérateur local #* ou adjoint
par la formule :
1 jl.'.J
(x ¢) == . P
\f jp+1o~ojm p‘ ‘7jlo-ojp.]p+lnoojm ‘f

ol Y désigne le tenseur classique "é1lément de volume" ; * ¢ est une

(m - p)-forme et l'on a ¢
-1 ‘? = (_ 1)P(m"'P) * \f

Le produit scalaire riemannien local des deux p-formes ¢ et < est au point
X €V

m
i .l‘i

P

1
(oo ) =50 f0 ¥
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A. LICHNEROWICZ

et 1'on a
eAxY =(¢, ¥)Y.

On définit enfin, pour les p-formes définies sur Vv, » un nouveau produit sca-

laire global (& valeurs mmériques) par la formule

(1.1) <~rw>=5 pAxy = Gesvy
V

vV
nm m

On en déduit la notion d'opérateurs transposés relativement a (1.1). En particulder
% admet pour transposé *-1 ot est donc unitaire. S1 F est une forme de degré

2

k, o(F) est l'opérateur (produit extérieur & gauche par F). Il admet un
transposé i(F) , qui est le produit intérieur par F , défini par

i) = (- 1)PEE oy o
quand il opére sur les formes de degré p > k . Explicitement :
i l..i
R By
[i(F) = = F . .
\f]jloaujp_k k‘ \{)iloocik Jloo-Jp_k

2. Notion de forme harmonique,

L'opérateur de différentiation extérieure d admet un transposé défini pour

les p-formes par :
= (~1)P w7t d =
Explicitement, en termes de dérivation covariante, on a @

ky 4

(1) @y)y =¢ PV

vedpu Jpeeedpa X LEFRIE N

(2.2) (> ‘f)jl...jp_l =~ Vk ‘f’];l...jp_l

ou & est le tenseur indicateur classique de Kronecker. (Rappelons que

jl o .jp ,
4 ...4 Yeut + 1 si (i) est une permutation paire des (j) supposés
1 LN 2 p

(<

tous distincts, vaut =1 dans le cas d'une permutation impalre, et vaut O

dans les autres cas).
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Ltopérateur local D =d% + 5d est hermitien positif et commute awvec % »
Une forme  est dite harmonique si Ag =0 .1I1est clair qu'une forme tells

que
est harmonique. Réciproquement si une forme partout définie sur Vm est harmoni—

que, elle satisfait 3 (2.3) puisque
<D P 9> = <de¢, d¢> +<5p, & ¢>

Notons en particulier que toute forme & dérivée covariante nulle sur Vm est

harmonique d'aprés (2.1) et (2.2).

D'aprés la théorie de Hodge-de Rham, toute forme, définie sur V = peut 6tre
décomposée d'une manidre et d'une seule en la somme d'une forme homologus & O,
d'une forme cohomologue & O et d'une forme harmonique. Si ¢ est une p-forme,
il existe des formes & et ( ot d'une forme harmonique Hy respectivement de
degrés (p-1) , (p+l) et p telles que

xf:dog +%p + Hy

les trois termes étant deux & deux orthogonaux au sens de < > . Si e est
fermée, 9B =0 ; il en résulte que toute forme fermée est homologus & une forme

harmonique et une seule., Le projecteur H définit un isomorphisme de l'espace
de cohomologle de V=~ sur l'espace des formes harmoniques [19

3. Groupe d‘'holonomie.

Je supposeral connue la théorie globale de la connexion riemannienne (par
exemple [8], [4])s Lo groupe d'holonomie éx s upoint x de V , estle
groupe d'automorphismes de l'espace euclidien des vecteurs tangents en x a Vm »
sur lequel le groupoide des chemins de Vm fermés en X est représenté par
développement ; si l'on décompose ce groupe de déplacements éx en ses compo=
santes de translation et de rotation, on obtient, dans nos hypothéses, un sous-
groupe compact +, du groupe orthogomal propre 0" (m) qui est dit le groupe
d'holonomie homogéne en x « Un arc joignant deux points x , x' de Vm
détermine par développement un isomorphisme de \Px Sur o e

Jtail établi le théoréme suivant ¢

/ \ .
THEOREME. - A toute forme définie en X, » invariante par le groupe d'holonomie

3

hom ¢ , correspond une forme différentielle partout définle sur V , &
°
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A. LICHNEROWICZ

dérivée covariante nulle et réciproquement.

Connaissant le groupe d'holonomie \Px » le nombre de formes des différents
degrés & dérivée covariante nulle sur V; s'obtient donc immédiatement par la
théorie des caractéres. C'est 3 1'influence de ces formes sur la cohomologis de
Vm gque nous allons nous intéresser.

II. Les opérateurs Kh et le théoréme principal

4. Les opérateurs Kh associés & une forme extérisure.

Ltintroduction de formes harmoniques comme représentants pour les différentes
classes d'homologie de formes fermées ne présente qu'un inconvénient grave : ce
choix de représentant n'est pas en général compatible avec la structure multipli-
cative. En d'autres termes, le produit de deux formes harmoniques n'est pas en
général une forme harmonique (pour un contre-exemple simple voir [3]). Nous allons
montrer que cet inconvénient disparaft lorsque l'une des formes considérées est
4 dérivée covariante nulle. Nous montrerons méme qu'une telle forme étant donnée,
11 est possible de lui associer toute une suite d'opérateurs qui transforment

toute forme harmonique en une forme harmonique [15].

Considérons, sur la variété riemannienne Vv, » une forme différentiells exté-
rieure F de degré k . A cette forme on peut associer non seulement 1'opéra-
teur o(F) (produit extérieur par F A gauche) et 1l'opérateur transposé
i(F) = (- 1)kp e o(F) & mais toute une suite d'opérateurs intermédiaires., D'une
manidre plus précise, nous désignerons par K (F) (h=0, 1, «.o, k) u
opérateur local défini de la maniére suivente [dans la suite nous écrirons K.h
au lieu de Kh(F)] .

as pour une forme ¢ de degré p > h , on a la forme Kh(p de degré
(p + X = 2h) avec s

(41)  [x, ‘fjll... £ 4k~2h )

- 1 Eiloo-ik_hjlcuajp_h Frl...rh ?
hi (k - h)l (p—hff 21--.£p+k_2h il.-uik_h I‘looorhjlonojp-h

be pour une forme + de degré p <h, Ky=0.

On notera que
L e(F) Kk = i (F)
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Plus généralement, on vérifiera par un calcul local que les opérateurs Kh
et Kk-h sont liés par une relation de la forme i

(42) ®K_, ¢ =(- l)k(p'k“h) e K o* ¢ (k-h £2p<n-h)

En particulier, si k =2q est pair, l'opérateur médian Kq est tel que $

5, Cas ou F est & dérivée covariante nulle. Relations différentielles.

&« Supposons que la forme F soit & dérivée covariante nulle. Il est alors
possible, par un calcul local, d!évaluer %Kh uniquement & partir de d , %
ot des opérateurs K . Ce calcul local peut Stre conduit pgr exempls en coordonnées

normsles. On obtient ainsi @

(5.1) oK - (- 1)k K ®= (- 1)k—h [dK'hi-l - (- 1)k K s d] (b =0,1,e00,k~1)

De la formule de différentiation extérieure d'un produit, il résulte trivialement 3
aK_ - (—-l)kK d=0 .,
o (e}
En transformant cette formule par l'opérateur # , il vient d'asutre part @
5K~ (= 1)kKk $=0

I1 en résulte que les formules (5.1) peuvent 8tre considéréss comme valables

s

pour h=~1 et h=k g @ condition de prendre

K-‘lzo K1c+1=0

b. Des formules (5.1) ainsi étendues, on déduit immédiatement que 1'opérateur
A commute avec les Kh (0O £h €k) .

(5.2) AKh—KhA=o (h=0,1, eee, k)
On a en particulier le théoréme suivant, qui est notre théoréme principel i
THEOREME. ~ Les opérateurs K (F) (b =0, 1, ..., k) associés & une forme

F & dérivéecovariante nulle transforment toute forme harmonique en une forme
harmonique. En particulier le produit extérieur par F de toute forme harmoni-

que est harmoniques.
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6. Cas ol le degré de F est lo double d'un nombre impaire.

Je donnerai d'abord une application trés simple de ce théoréme. Avec les nota=
tions précédentes supposons que k soit le double d'un nombre impeir
k=2(2 £+1) . Nous supposons de plus que la forme F est telle que la condition
(produit intérieur de F ot d'un (2 £+ 1)-vecteur = 0) entrafne la nullité de
ce (2 £ + 1)-vecteur. Lorsqu'il en est ainsi, nous dirons que F est non dégé~

nérée.

L'opérateur K2 04 (F) transforme toute forme harmonique en une forme harmonique
Faisons-le opérer sur les formes de degré (2 £ + 1) ; il les transforme en
formes de mbme degré, définies localement par la formule @

(61) (K g 9d . ='(2'—T)'r£r F 1 00 {rl---rzeﬂ
104 2 TpeeoTy g ytyeedag gy

Do (6.1), on déduit immédiatement & 1l'aide de 1'antisymétrie :

i,...4
(6:2) [% 9,4 ‘fllcotiz £+1\f

1 2£+1=O (K2€+1'?’\f’)=0

Autrement &it, une forme et sa transformée sont orthogonales, au sens du produit
scalaire riemannien locals L'opérateur K, 042 opérant sur les

(2 2 +1 )=formes définies au point x de Vm s n'admet pas la valeur propre O
par hypothése. I1 ne peut admettre de valeurs propres réelles non nulles

dtaprés (6.2).

Supposons maintenant Vm compacte, orientable. L'opérateur K2 24l opére sur
l'espace vectoriel des formes harmoniques de degré (R £ + 1) et ne peut admettre
dans cet espace de valeurs propres réelles. Cet espace a donc nécessairement
un nombre peir de dimensions. Nous énoncerons.

THEOREME . - S% une variété riemannienne Vm compacte, orientable, admet une
forme de degré 2(2f + 1) non dégénérée et d dérivée covariante nulle, le
(2 L + 1)~idme nombre de Bettl de Vm est pair.

Ce résultat est étroitement relié, comme nous le verrons, au résultat relatif
3 la parité des nombres de Betti de rang impair de variétés kihlériennes.
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III. Variétés riemanniennes réductibles.

7. Cas ou F est de degg_e:’_ 1,

a+ Examinons maintenant le cas ou la variété Vv, admet une forme linéaire F &
dérivée covariante nulls. On sait qu'on peut trouver des systémes de coordonnées

locales, tels que la métrique de L

A
as® = g () & ax’ (A,B,0=1,2, .,

puisse se mettre sous la forme

d52=(dx1)2+g“k(x“)dx°‘ ax P (s Ps¥ =2, eeeym) ,
la forme F s'écrivent localement 3
F= dxl .
Soit ¢ une forme harmonique sur Vm « Mottons en évidence dans son expression
locale les termes contenant dxl en facteur. Il vient ainsi

(7.1) ¢=FAd+ p

ol l'expression locale de « et f ne falt plus intervenir ax* . Cela posé,
la forme FAY =F N est encore harmonique. I1 en est de méme de *(F A p)
qui est une forme fermée dont l'expression locale ne fait pas intervenir dx:l o
Elle s'exprime donc & 1'gide des (x %) , Seulement il en est de méme pour p
qui est harmonique., Ainsi « et p sont des formes harmoniques qui s'expriment
au moyen des (x ¥) seulement. Do telles formes seront dites des formes facteurs
harmoniques.

Le polynfme de Poincaré de V ~est ainsi divisible par (t +1) , lo quotient,
4 coefficients positifs, étant donné par le nombre de formes facteurs harmoniques
linéairement indépendantes des différents degrés.

b. Supposons maintenant que Vm admette k formes lindaires 3 dérivée cova=-
riante nulle lineairement indépendantes. En substituant aux formes considérées
des combinaisons linéaires, 1l est possible de trouver des systimes de coordonndes
localss t4ls que la métrique de V, 8'écrive localement

a6 = (@) + 6 ¢ s @ gy W) e (m, p, 8 mkeyeen,n)

les formes considéréms &Stant
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P oad w12, e, K

Le raisonnement précédent s'étend par récurrence en multipliant successivement
une forme harmoniqus ¢ de V., par les formes ) EB A FR) ke, atnat
toute forme harmonique de Vm peut 8tre constitude a partir des formes F

et de formes-facteurs harmoniques. On en déduits

THFEOR%IME. - 51 une variété riemannienne compacte orientabls V, admet k
formes linéaires indépendantes & dérivée covariante nulle, son polyndme de
Pbincaré est divisible par (t + 1)k , 16 quotient admettant des coefficients poe
sitifs égaux aux nombres de formes-facteurs harmoniques linéairement indépendan-

tes des différents degrés.

Les applications des résultats précédents & l'anneau de cohomologle de Vm
sur les réels sont évidentes.

On sait ([2], [12]) que si la courbure de Ricci de Vv, est positive ou nulle,
toute 1-forme harmonique est & dérivée covariante nulle. Par suite, si b,
est le premier nombre de Betti de V, » cette variété admet b, formes lindaires
indépendantes & dérivée coveriante nulle. Il en résultes

COROLLATIRE, - Si la courbure de Ricci d'une variété V. compacte, orientabls
est positive ou nulle, les résultats précédents s'appliquent avec k = bl « En
particulier son polynfme de Poincaré est divisible par (t + l)EE .

8. Cas général. Théoréme d'addition [17 J

Les résultats précédents peuvent 8tre partiellement étendus aux variétés rieman—
niennes dites "réductibles". Une telle variété est une variété riemannienne qui
admet une k~forme simple non triviale & dérivée covariante nulle (ou, dans le
langage géométrique qui admet un champ "paralléle" de k-vecteurs simples). Il
en est en particulier ainsi s'il existe sur Vm un tenseur symétrique TAB
4 dérivée covariante nmulle, non proportionnel au tenseur métrique. On sait que
dans ces conditions la métrique de Vm

2 A B
ds” = gy & ax A,B=1, veue, m)
peut s'écrire, dans des coordonnées locales convenables que nous adopterons

désormais,

d32 = do-2 + duz
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avec 3
d6° = gi;j(xe) ot ad ae® = g“p(x“) o™ ax P

(i,d’ﬂ'—'l,zoc-k) (K,P’X=k+1oonm)
La variété V  admet les deux formes & dérivées covariantes nulles, adjointes

l'une de ll'autrs
w= \/Tigg Il &' A oo AdE W= \/”g“PH A vee A X"

Les champs de k-=vecteurs et (m~k )=vecteurs simples correspondants définisssent
sur V = deux feullletages différentiables, dont les feullles sont respectivement
orthogonales.

Une forme de degré p , définie localement sur V]n » est appelée pure, de type
(g, p=q) si son expression locale sst homogéne et de degré q par rapport
aux (dxi) . Une forme, définie sur V , est pure s'il en est de méme pour
ses expressions locales dans les différents voisinages de Vm « L'espace des formes
différentielles sur V, @dmet une décomposition directe, corme somme directe
des sous-espaces de types déterminés

2

(8:1) \fp=§ ¢ [4 =nin(p, 0]

Appliquons & une forme purs \fg les opérateurs Kh(w) . Ces opérateurs vont
filtrer le type, car on a immédiatement

Kht{?g=0 pour h #q

et
R

sS4 ' est une forme harmonique sur Vm dont la décomposition en formes pures

est donnée par (8.1), nous avons
X = (-1 alk—q) ,q
fpg g fp = 1) fr
et d'aprés ls théoréme principal, tfg est harmoniqus.

7 ~
THEOREME d'addition. - Si Vm est une variété riemannienne réductibls, toube
forme harmonique est somme dirscte de formes pures harmoniques des différents

tz@s.
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Une forme pure dont l'expression locale contient seulement les coordonndes
d'un méme type [(x ) ou (x™)] sera appelée une forme~facteur. I1 ¥ a naturel=
lement deux espéces de formes-facteurs et on voit immédiatement que s1 & ot
sont des formes-facteurs harmoniques d'espéces différentes, /A Pest encore
harmonique. On peut cherche & quellss conditions toute forme harmonique de V
pout 8tre construite a 1'aide de formes facteurs harmoniquese. Dans cet ordre
d'idées on a évidemment

COROLLAIRE, - Dans les hypothéses du théoréme d'addition, toute forme harmonique
ds type (0, p) est une forme-facteur, toute forme harmonique de type

(k) p-X) est lo produit par co d'une forms du type précédent, toute

l-forme harmonique est somme de deux formegs-facteurs harmoniques.

9, Théoréme de décomposition dans le cas d'un espace fibré.

Désignons par F, (x) ot E, (x) les feuilles issues du point x de V_
des deux feuillatages canoniques de cette variétés. Je supposeral dans la suite
que les Fk(x) définissent une fibration de V 3 fibre compacte.

L'espace de base de Vm dens cette fibration sera désignde par B ek ° la
pro;]ection canonique par p 3 U est un voisinage de B -k Pour 1eque1
P (U) est homéomorphe & U x B e

Soit y une forme harmonique pure de v, de type (@ 4 q') , de composantes

o Considérons cette forme comme le noyau d'une équation
kfi o ui K 1 see q '

integrale sur les formes, pour le domsine fondamental p (U) « Les valeurs de
Schmidt et les formes de Schmidt de ce noyau sont définies par 3

i Aooi ?
9.‘ ‘ = . l q )w
(941) Fors w69 ka Payeet, Ko, (x
et ) 3
t 1... ' 6
(9-2) Yil...iq(x ) :?\ Til'..iqml...xq' x q (x )Q“n

U

De ltharmonicité de ¢ sur V , 11 résulte que, quel que soit K , la forme
définie par (9.2) satisfait dans P (U) aux relations d¥ =0, ¥ =0 et
induit par suite sur Fk une forme harmonique. Les formes de Schmidt ¥
appartiennent ainsi a un espace ¥ectoriel 3 un nombre fini de dimension et 1le
spectre de Schmidt de ¢ est fini : ainsi ¢ est un noyau dégéréré. S1 nous
changeons de notation pour les formes X » hous voyons qu il y a dans p (U) »
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U U
des formes locales harmoniques q;r(xc) ’ )ﬁz(x\é) s pour lesquelles

(9.3) ‘f'=}; Yo Mz

Les formes  peuvent 8tre choisies orhtogonales et de norme 1 au sens du
produit scalaire global < > dans Fy . Cela permet d'étendre sans difficulté
(9.3) & la réunion de deux voisinages [17] .« Ainsi, on démontre qu'il existe des
formes~facteurs harmoniques Qf'(r) et x (r) définies sur Vm s telles que

\f=¥ Yr) A ﬂ(r)

’ hY
THEOREME. - Si_l'mn des feuillatages de Vm définit une fibration & fibre
compacte, chague forme harmonique pure de Vm est la somme de produits de formes—
facteurs harmoniques.

Ce théoréme devrait pouvoir &tre étendu & des cas plus généraux.

IV, Variétés pseudo-kihlériennes.

10, Variétés kdhlériennese.

Soit Vy, une variété & structure analytique complexe. Les coordonnées com-
plexes locales seront désignées par 2% (x =1, «eo , n) ot lours complexes
*
conjuguées par X =g (dans la suite, les indices latins peuvent prendre 2n
valeurs). Un tenseur complexe est décomposable en somme directe de tenseurs des
différents types.

V. est pourvu d'une structure de variété hermitique, si on a choisi sur slle

2n
une forme hermitique (qu'on peut toujours supposer de classe Cm)
*
(10.1) d32 = 2g " az azP

x
ou les composantes du tenseur métrique, qui est réel, satisfont a

g8 ,=8 =g =g
ap* Te*d THte o pat
Cette métrique se traduit, en termesréels » par une métrique riemannienne 3 2n

variables, de composantes complexes g j (%( » =g ) « Les

=0
o * p * ’ gp( p*
éléments géométriques introdwits, notamment les dérivées covariantes, sont ceux

relatifs & la connexion riemannienne associde a (10.1).
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Sur toute veriété hermitique, se trouve canoniquement définie une forme quadra-
tique réelle de rang 2n

*

F=1i dz® A azP

g
ap*
On vérifie immédiatement qu'entre les deux tenseurs Fi j et & 3 on a les
relations 4d'échangeabilité
kh
F =
Fix sn & = &
Sur toute variété hermitiqus

F = = £
VX o iV‘ g‘w* 0, V‘ 1:((5 0 (vient de la structure complexe)
Une veriété hermitiqus est dite kshlérienne si la forme F associde est fermés.

La gondition dF =0 se traduit par

F, +«\F +V, F =0
\Y g Kp X pyr P iy*a
On en déduit la nullité de Vx N F;(ﬁ o Ainsi sur une variété kdhlérienne la
forme F est & dérivée covariante nulle. Cette condition est équivalente &
l'existence de coordonnées normales analytiques complexes [10], [3] . Sur les

variétés kihlériennes, voir (3], [18].

DEFINITION. - Une variété différentiable V2n de classe 03 est dite pseudo-
kidhlérienne si l'on peut définir sur elle une métrique idemannienns et une forme

quadratique F de rang 22:1 a dérivée covariante nulle dans cette métrique
(toute deux de classe C ).

Cette dénomination sera justifiée dans la suite. Une étude algébrique simple
[18], [7] montre qu'on peut toujours modifier la métrique initiale de fagon &
satisfaire & la relation d'échangeabilité

kh
(10.2) Fir ij g =gy
la forme F , étant encore & dérivée covariante nulle dans la nouvelle métrique.

11. Etudse réelle des variétés pseudo-kihlériennes.

1° Pour avoir des notations comparables i cellss utilisées pour les variétés

k#hlériennes nous poserons

L=K(F) A =K(F) (dffere par lo signe du A do WEIL [20])
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De la relation d'échengeabilité (10.2) il résulte [13]

(11.1) ALy =L l\\f-b(n-p)\f' (p = deg ‘f)
Restreignons-nous aux formes de dehré p <n et soit @ _ l'espace vectoriel
des formes de degré p e Conformément & la terminologie de HODGE [ 9], ECKMANN
ot GUGGENHEIMER [5] et [6], appelons forme effective (ou de classe O0) une
forme ¢ tells que Ny =0 . Appelons formesde classe h les prodults par L
d'une forme effective. D'un théoréme de LEPAGE [11] ou d'une étude directe basée

sur (11.1), on déduit les résultats suivants 3

Pour p<€n, ip admet une décomposition comme somme directe d'espaces des
formes des différentes classes. Pour p<n -2, AL définit un }somorphisme
sur lui-mfme et 1'équation L =0 entraine =0.

2° Supposons V2n pseudo~kehlérienne, compacte. Substituons 3 1l'espace vecto=—
riel ép (p<n), 1'espace wectoriel ‘)'Gp des formes harmoniques de degré
p sur V;2n 3 L et A transforment toute forme harmonique en une forme harmoni-
que, on peut déduire de la démonstration du théoréme de décomposition précédent
que la décomposition d'une p-forme harmonique ne fait intervenir gue des formes
effectives harmoniques. En substif.uant a chaque forme harmonique ‘ep la
classe de cohomologie xp dont ells sst ls représentant et en désignant main-
tenant par L 1'opérateur (produit par lg clesse de représentant F), on a 3

THEOREME 1., - 81 V, ~ost une variété pseudo-kahlérisnne, toute classe de

cohomologie ¥p (p ¢ n) admet une décomposition canonique en somme directe
de classes de cohomologie du type

% .—.hz:l: B 8p_2h La =[-§]]

od les & sont des classes effectives bien détermindes.

p-<2h
Si qp_z (p £n) est une forme harmonique non nulle, L"Pp-Z est aussl
une forme harmonique non nulle. Par suite

N\
THEOREME 2. -~ Si V2n est une variété pseudo~kdhlérienns compacte, on a entre
les nombres de Betti les inégalités.

b 2()€b,(0,)  (pen)
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En particulier les nombres de Betti de rang pair sont différents de zéro 5 ce
qui résulte aussi triviglement de la considération des formes Fh qul sont
4 dérivée covariante nulls,

Considérons une forme F avec h dmpair (h=2 £ +1) ; elle est & dérivée
covariante mulle et non dégénérée. Du théoréme du paragraphe 6, il résulte la
parité de b, , +1£v2n) (h =24 +1¢n) . Par qualitd, il vient 3

THEOREME 3, - Si Vn ost une variété pseudo-kdhlérienns compacte, lss nombres
de Betti de rang impair sont pairs.

12, Cags ou F est de rang 2r £Lm .

Les résultats précédents peuvent 8tre partiellement Stendus 3 une variété
riemannienns Vm admettant une forme F & dérivée covariante nulle de rang
21‘ < m .

F* est alors wne 2r-forme simple a dérivée covariante nulle et Vm est
14 2
Jocalement réductibles On peut mettre le ds de Vm sous la forme

d32=d62+d®’2
avec
h i J 2 i j
2 _ 1 1 1 2 _ 2 2
de —-giljl(x ) &x T ax av -gizjz(x ) dx < ax

(il,jl,£1=1,u.,2r) (12,32,22::21""1 c-om)'

i 3
Pegh , &5 A&’
J
191
. 2
F étant & dérivée covariante nulle et échangeable avec d6 . On peut alors
superposer les résultats des deux études précédentes. Soit clq p=q 1e nombre
’
ds formes harmoniques pures (()g linéairement indépendantes, de type
(@, p=-q) vis-a-vis de la réductibilité de V, . L'équation L cr_g =0
entratnant Th =0 pour q<€r -2, on en déduit

d (g &)

L£d
q=,P-q = "qyP~q
Par addition, pour p<r on a en particulier le théoréme suivant

THEOREME., ~ Si une variété riemannienne Vv, » compacte, orientable admet une

forme quadratique F & dérivée covariante nulle de rang 2r , on a les inéga=-
1atés
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bp-.z(vm) ébp(Vm) (p <r)

Naturellement F* &tant non mulle, by(V.) , b, (V) , «eo, by (V) sont
non nulse. Enfin c1q est pair pour q impair, inférieur ou égal & r « En
particulier b (V )’ “est congru modulo 2 & d, ,1 3 pouwr m= 2, +1, b est

inpaire

13. Etude des variétés pseudo-kihlérienhes, comme variétés presque hermitiques.

Une variété pseudo-kihlérienne est ume variété .V211 pourvue d'une forme
quadratique F de rang 2n et d'une métrique que nous pouvons toujours supposer
échangeabls avec F , la forme étant 3 dérivée covariante mulle dans la métrique.

Plus généralement, considérons une variété Von admettant une forme quadrati-
qus F de rang 2n et donnons-nous une métrique échangeable avec F . A ces
donndes correspondent une structure presque complexe et par sulte une structure
presque hermitique [7] « On peut le mettre en évidence de la maniére sulvente :
11 existe des formes réelles locales (w ) (1 et tout indice latin =1,...,20)
telles qu'on ait simultanément [18]

25 o \2 «X\2 -5 o _ *_
d's - [(Q) ) + ((A) ) J’ F" “ Py AMD (Ok._ l’oo.’n; .Y -—d"‘n)
Y

81 1'on introduit les formes de différentielles réelles & coefficients com—

plexes définie par @

of 1 ol 0(* 1 o o«
) =—-—(w +i«) ) e =——-(w -1 )
Ve ’ Ve
11 vient
s23= 6t e, raayet et
X ol

Dans la suite les éléments géométriques introduits sont relatifs & la connexion
riemannienne associée au d52 , maissont exprimées par leurs composantes relati-
vement aux (6;l ) o Supposons la connexion riemsnnienne définie par les wi H

cotte connexion étant sans torsion, il vient

o
@ =P A +9f5/\w
P A
ok

@ = e"/\wp + eﬁ*/\ @y
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Nous poserons dans la suite

k
(5]
w§_=vik

on voit immédiatement que dans tous les cas @

VX F o= :LV}S g =0
~p «®p
Par suite si la forme F est fermée (variété presque kihlérienne subordonnée
— “ —
oY, =0
p Py

Si les parties réelles et imaginaires de 0" sont des formes analytiques réelles

& une variété symplectique), VK Fo.

sur V2n de classe C* y on voit aussl que pour que les 9°( définissent une
structure analytique complexe, il faut et 11 suffit que

Y .F =214% =0 .
x %k % * %
¥RTp P ¥
Enfin pour que la variété initialement considérée soit pseudo-kghlérienne 11
faut et 11 suffit que w: % = 0 + On voit ainsi que toute variété pesudo-kahlérien—

ne, analytique réelle,et d formeetmétrique analytiques réelles, est kdhlérienne

I1 serait intéressant de savoir si toute variété pesudo-kahlérienne est homéo-

morphe & une variété kshlérienne.

BIBLIOGRAPHIE

[1] BIDAL (P.) et de RHAM (G.)e - Les formes différentielles harmoniques, Comment.
Math. Helvet., t. 19, 1946/47, p. 1-49.

(2] BOCHNER (S.)s = Curvature and Betti numbers, Annals of Math., Series 2, t. 49,
1948, Pe 379-390,

[3] CARTAN (Henri). = Variétés riemanniennes, variétés analytiques complexes,
variétés kihlériennes, Séminaire H. Cartan, t. 4, 1951/52, exposé @° 1.

[4] CHERN (Shiing-shen). -~ Topics in differential geometry. - Princeton, Insti-
tute for advanced Study, 1951 (multigraphié).

(5] ECKMANN (B.) ot GUGGENHEIMER (H.). — Formes d¥fféréntielles et métrique her—
mitdenne sans torsion, I : Structure complexs, formes pures, II : Formes
de classes k , formes analytiques, C. R. Acade Sc. Paris, t. 229, 1949,
ps 464466 et 489~491,

[6] ECKMANN (B.) et GUGGENHEIMER (He)e. — Sur les variétés closes & métrique her-
mitienne sans tordion, C. R. Acade Sc. Paris, t. 229, 1949, p. 503-505.

[7] EBRESMANN (Charles). - Sur les variétés presque complexes, Séminaire Bourbaki
te 3, 1950/51,

[8] EHRESMANN (Charles). - Les connexions infinitésimales dans un espace fibré
différentiable, Colloque de Topologie [ 1950.Bruxelles. ). — Lidge, Georges
Thone j Paris, Masson, 1951 (Centre belge de Recherches mathématiques) ;
Pe 2955,

106



(9]
(10]
(11]

[12]

[13]

(14]
(15]

(16]

(17]

(18]

[19]

[20]

(21]

VARIETES LOCALEMENT KAHLERIENNES

HODGE (We Ve De)e = The theory and applications of harmonic integralse -
Cambridge, University Press ; New York, Macmillan, 1941.

HODGE (W. V. Do), = Differential forms on a kihler manifold, Proc. Cambridge
philos. SOC.’ te 47, 1951’ Pe 504=517.

LEPAGE (The He)e - Sur certains idéaux de 1l'algébre extérieure de degré 2n ,
n >1 , Algébre et Théorie des nombres [1949. Paris.Js - Paris, centre
national de la Recherche scientifique, 1950 (Coll. intern. du C. N. R. S.,
24) ; p. 181-186,

LICHNEROWICZ (André). - Courbure et nombres de Betti d'une variété riemannien-
ne compacte, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 226, 1948, p. 1678-1680.

LICHNEROWICZ (André)s. — Sur les variétés riemanniennes admettant une forme
quadratique extérieurs & dérivée covariante mulls, C. R. Acad. Sc. Paris,
te 231, 1950, p. 1413-1415.

LICHNEROWICZ (André). ~ Formes & dérivée covariante mulle sur une variété
riemannienne, Ce R. Acad. Sca Paris, t. 232, 1951, p. 146~147,

LICHNEROWICZ (André). ~ Sur les variétés riemanniennes admettant une forms
4 dérivée covariante nulle, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 232, 1951, p. 677-
699,

LICENEROWICZ (André). ~ Sur les formes harmoniques des variétés riemanmien-
nes localement réductibles, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 232, 1951, p. 1634~
1636,

LICHNEROWICZ (André). - Sur les variétés symplectiques, C. R. Acads Sce. Paris,
tl 233’ 1951’ Pe 723-725.

LICHNEROWICZ (André). ~ Généralisations de la géométrie kahlérienne globale,
Colloque de Qéométrie différentielle [ 1951.Louvain, J. -~ Lidge, Georges
Thone ; Paris, Masson, 1951 (Centre belge de Recherches nmathématiques) ;

pe 99-122,

de RHAM (G.) and KODAIRA (K.)s -~ Harmonic integrals [Lectures delivered in
a Seminar Weyl-Siegel, 1950 ), ~ Princeton, Institute for advanced Study,
1953 (multigraphié).

WEIL (André). = Sur la théorie des formes différentielles attachées & une

Yizgiété analytique complexe, Comment. Math. Helvet., t. 20, 1947, p. 110~

WHITNEY (Hassler). - Differentiable manifolds, Annals of Math., Series 2,
te 37, 1936’ P 645-680.

107



