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Soit Sr l’ensemble des éléments homogènes de degré r de S. On a :

Sr Sry S est une algèbre graduée. Soit Ar _ ~ (S~) . Nous dirons que
les éléments de Ar sont les éléments symétriques homogènes de degré r de A .

L’espace A est la somme directe des Ar ; A° _ .~1 ~ et A1’= CL. Soit
A = A 0 + A1 + ... + Ar . On voit aisément que A est l’ensemble des éléments

de A qui peuvent s’écrire comme combinaisons linéaires de produits de r éléments

de al, au plus. Donc Ar Ar, CA, : ~ A est une algèbre filtrée par les A
(mais non graduée par les Ar). Un élément a ~ 0 de A sera dit de degré r si

sa composante symétrique homogène non nulle de degré maximum est de degré r .

Ainsi, y conserve le degré.

Soient s’ avec (degré de s) ~ r , (degré de s’ ) ~ r’ . Alors,
)~(s) ~ ~ (s’ ) et § (ss’ ) sont congrus modulo Autre expression de ce

résultat : construisons l’algèbre graduée B asaociée à l’algèbre filtrée A ;
soit Br l’espace et B la somme directe Bl + ... 3 le produit

dans A définit, par passage au quotient, une application bilinéaire de Br x Br, 1
dans d’où, par linéarité, une application bilinéaire de B x B dans B ;

autrement dit, B se trouve munie d’une structure d’algèbre, graduée par les B .
Il y a un isomorphisme canonique évident de l’espace B sur l’espace A donc sur

l’espace Sr ; d’où un isanorphisme canonique de l’espace B sur l’espace S ~ qui
est aussi un isomorphisme d’algèbres.

3. - Soient g une sous-algèbre de G la sous-algèbre de A engendrée

par .9. Soit G’ l’algèbre enveloppante de G . Il existe un homomorphisme de

G’ sur G tel que c~ (1 ) _ 1 , ~p 1 (g) = g pour Soit (gl ’ g2 ’ ... , gm)
une base de el telle que (gl ~ g2 ’ ... , gn) soit une base de g . Les

... , g. (calculés dans G’), où (iI ~ ... , i) est une suite
12 r

croissante (au sens large) d’entiers compris entre 1 et n, forment une base de

l’espace G’, et leurs images par 03C6 sont linéairement indépendantes ; donc tp est

biunivoque. Nous identifierons désormais G’ à G par l’isomorphisme cp .
Soit 1 une sous-algèbre de Cl telle que 0+ , ~ = 0 . Soit

H CI A l’algèbre enveloppante de h.. L’application bilinéaire (g ~ h) 
de G x H dans A définit une application linéaire Q de G ~ H dans A

telle que ~’(g ~ h) = gh . On peut supposer que gn+1 ’ "’ ~ ~ forment une

base de g , g ... , g . ~’r x g , ~1 g ~z ... , g . ~s (où (j 1 ’ j 2 ’ ... , j ) est une suite

croissante d’entiers compris entre n + 1 et m ) forment une base de G t9 H ;



or les g. g.... g. g. g .... g. forment une base est

un isomorphisme de l’espace vectoriel G@ H sur l’espace A ..

2. Représentation des algèbres de Lie.

1. - Soient h. une algèbre de Lie, H son algèbre enveloppante. Soit A 
semble des classes de représentations irréductibles de dimension finie de 

La représentation nulle s’effectuant dans un espace de dimension 1 définit un

élément $ de ZB . Soit ~ une représentation de  dans un espace V. Pour

S 6L Z~ on désigne par V~ l’espace engendré par les sous-espaces stables de
V dans lesquels ~ induit une représentation de classe ~ . Les éléments de

Vf sont les éléments annulés par 9 , encore appelés invariants. Vr est stable

pour 03BD . Si 03B41 , 03B42 , ... , $ sont des éléments distincts de 0394 , il existe
h ~H tel que 03BD(h) se réduise ai dans V03B41 , à 0 dans les 

il en résulte que la somme 03A3V03B4 est directe. 
1 1

Si W est un sous-espace stable de V ~ on a Wr = Vf Soient d’autre part
v 2014~v l’application canonique de V sur V* = V/W , et T?~ la représentation
induite par 9 dans V* . Si v ~ V03B4 , on a 6 (V*)03B4 , donc (V*)03B4 ~ (Vf )*.
Si de plus V on a V* )*, donc, la somme ~ (ytJi)S étant directe,

(V~)~
Si V = 03A3 V est une décomposition de V en somme directe de sous-espaces

stables pour 9 , on a Vr = 03A3(Vc)03B4.
Si v ~ 03A3V03B4 , le sous-espace W = est de dimension finie. Récipro-

quement, si W est de dimension finie, et si E est semi-simpie on a v6 03A3V03B4 ;
en effet, W , qui est stable pour ~ ~ est complètement réductible.

2. Soit ~~ Z-A ~ et 9g une représentation de classe ~ dans un espace Ur.
La représentation ~~ = -~(~r’) qui s’effectue dans l’espace U dual de

définit un élément 03B4* de 0394 . Ceci posé, considérons, dans W = V ~ U03B4* ,
la représentation 03BD ~ 1 + 1 ~ 03BD03B4* . Soit u , u2 , ... , un une base de U .

Alors, si w =  vi ~ ui ~ w03B4o , le sous-espace V’ de V engendré par les

vi est stable, et 03BD induit dans V une représentation de classe J. ou bien
V = 0 . Réciproquement, si 03BD induit dans un sous-espace stable V’ de V une



représentation de classe 03B4 , on peut choisir une base v , v2 ... , v de
n 

1 n

V’ telle que  v. @ u. e 
~= ~ ~ o

3 . - Si V est une algèbre, et si 9 (h) est, pour tout h’L , une dériva-
tion de V , chaque V03B4 est un V03B4o -module (à gauche par exemple). Gar soient

h c h , v ~ V03B4 , vo ~ V03B4o ; on a Î 9 (h ) (v o v) = v o ( o (h)v ) . : donc, si 9 in-

dui t dans P H>v une représentation de classe S , on a P H> v v> = 0 , ou

bien la représentation induite dans ’V (H) (v 
o 
v) est de casse à . Î donc vo &#x26;Vj .

En particulier, Vg est une sous-algèbre de V .
 ~

Pour vG désignons par v§ la composante de v dans V03B4o . L’applica-
o

tion v -* v§ est un projecteur de ) V03B4 sur v&#x26; . Si vo « v $ et v é 
o o

on a v v e ,donc v v> § = 0 = v v4 si é / 1. , et v v>’ = v v =

v v4 #i l =£ ; donc, si à OE V03B4o et v Ei tvi , oÉ a v v>h= v v%.
Dl même, (v vo §§ = 

° 

4. ooo Supposons désormais #~L semi-simple et V de dimension finie. Soit S > V

l’algèbre symétrique de V . Pour h E5. V (h) se prolonge d’une manière UniqUe

en une dérivation 1(h) de S , et iii est encore nne représentation de Ù’% : ear,
xi hi oE h , 1 3 (h) , 1 (hi) 1 et ([h , h1]) sont deux dérivations de S qUi

coincident sur V ’ donc sont identiques . Soit 1’ensemble des éléments homogè-
nes de degré r de S . S est stable pour T , donc aussi S . Comme
S = T Sr et que dim Sr  + ~ , on voit que S = ZIS 

g , 
et S03B4 =ZZ (S03B4 fl 

THÉORÈME des invariants. - L’algèbre S03B4o a un nanbre fini . de générateurs.
soit 5 = s1 + s2 + ... soit (si , s2,, ... , sn) une base de l’idéal engendré
dans S par l’algèbre S03B4

o 

fù3 , On peut supposer les si danS S; 
0 
~ S , et

homogènes. Montrons que Sg fi Ô est l’algèbre engendrée par s1 , s2 , ... , sn .
o

soit s é s g fX 3 ; s est somme de produits si s[ , où on. peut supPoser le&#x26;

si e s homogènes, avec deg si deg s. ; donc s = 8Y est somme de produits

8i si>’ = Si 81Ô , avec de8 Si* « S03B4o homogènes, et deg Si’  deg S . Si ies

s’i sont des scalaires, s est bien dans l’algèbre engendrée par les si . Sinon,

££ s03B4 f7 1 ’ et on recommence. Par récurrence sur deg s , le théorème est
o

démontré.
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COROLIAIRE. - Chaque S03B4 est un S03B4 -module de type fini.
2014 - 0 20142014201420142014201420142014 Q~

Soit T l’algèbre symétrique de U ~ , , - 1 8* la représentation (dans T ) pro-

longée de 03BD03B4* (dans U03B4*) . Soit = 03BD ~ 1 + 1 ~ 03BD03B4* dans S 0 T,
algèbre symétrique (bigraduée) de la somme directe V + U ; 

n’est autre

que la dérivation de S ~ T prolongeant l’endomorphisme 03BE(h) de V + U 
à* 

qui

est défini par 03BD(h) dans V , -p 6 (h) dans U03B4* . Considérons 
un système fini

de générateurs de (S @ T) . Comme les projecteurs de la bigraduation sont per-

mutables aux ’2(h) , on peut supposer ces générateurs doublement homogènes. Soient

J? ~ ’" ° c~ ~o~ ~ deuxième degré ; w~ , w~ ... ~ w~ étant

une base de U , on a ji = ~ wk , avec sik ~ S . Alors, sik ~ S03B4 ,
0 lC=l -~ . ~ C’

et on voit facilement que le Sr. -module engendré par. les s~ est identique a S~ .o


