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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1951)

QUELQUES RESULTATS D' HARISH-CHANDRA (1) , I,

par Jacques DIXMIER.

Tous les espaces vectoriels et toutes les algébres sont sur le corps camplexe.

1. L'algebre enveloppante d'une algébre de Lie.

1. - Soient ¢L une algébre de Lie, T 1'algébre tensorielle de 1l'espace vecto-

riel &, I 1%'idéal bilatére de T engendré par les
al®a2-a2®a1-[a1 y 8], 8 € A, s, € Q.

Soit S 1le sous~espace de T formé des tenseurs symétriques. Alors, T est la
somme directe de S et I (non trivial). L'application canonique de T sur A =
T/I applique biunivoquement S sur A . En particulier, on peut identifier désor-
mais €L € S & un sous-espace de A ; A est engendré par (L et 1 . D'autre
par toute représentation Y de l'algébre de Lie CL se prolonge de manidre unique
en une représentation ' de 1'algdébre associative T , qui s'annule sur les
2,08, -a,@e - [al , a2], donc sur I ; alors ' définit par passage au
quotient une représentation 91 de 1'algébre associative A vl est la seu~
le représentation de A prolongeant ¥ ; réciproquement, toute représentation
de 1'algébre associative A fournit, par restriction & (L, une représentation
de l'algebre Lie ., . L'algébre A s'appelle 1'algébre enveloppante de a.

2. - Sur l'espace vectoriel (L , introduisons 1l'unique structure d'algébre de
Lie commutative. L!'idéal I correspondant dans T est 1'idéal engendré par les
8, ®a -2a,®a; ; nous le désignerons par I' . Alors, T est la somme directe
de S et I' . Identifions S & 1l'algebre commutative T/I' : S se trouve muni
d'une structure multiplicative qui en fait 1'algébre sysmétrigue de (L (algébre
de polyndmes).

Revenons & 1l'algébre de Lie (L initiale. Soit ¥y 1la restriction & S de l'appli-
cation canonique de T sur A . On avuque Yy estun isomorphisme de 1'espace
S sur 1l'espace A , Mais ¥ n'est pas un isomorphisme d'algebre. On va étudier
les relations entre l'algébre S et l'algebre A .

(!) HARISH-CHANDRA. - On some applications of the universal enveloping algebra of
a semisimple Lie algebra, Trans. Amer. math. Soc., t. 70, 1951, p. 28-96.
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Soit S* 1'ensemble des éléments homogénes de degré r de S . On a :
ST STE ™' ;S est une algibre gradude. Soit AT = Y (5¥) . Nous dirons que
les éléments de A” sont les éléments symétriques homogénes de degré r de A .,
L'espace A est la somme directe des AT ; 4A° ={%1} , et al'= Q. soit
A = 2% + 2t 4 ... + AT . On voit aisément que A est 1l'ensemble des éléments
de A qui peuvent s'écrire comme camhinaisons linédaires de produits de r éléments

de L au plus. Done ALAL, CA

(mais non graduée par les AT). Un é1ément a # 0 de A sera dit de degré r si

sa composante symétrique homogéne non nulle de degré maximum est de degré r .

rapt ¢ A est une algdbre filtrée par les A

Ainsi, 7y conserve le degré.

Soient s €5, s'&S, avec (degré de s) L r , (degré de s') < r' . Alors,
y(s) , Y (s') et y(ss') sont congrus modulo Ar+r'-1 . Autre expression de ce
résultat : construisons 1l'algébre graduée B associde a l'algébre filtrée A ;

. ' X
soit B. 1'espace A r/Ar- et B la somme directe B+ B

1 1 + eee le produit

dans A définit, par passage au quotient, une application bilinéaire de B, x B,

dans B _, ;
T+T

autrement dit, B se trouve munie d'une structure d'algébre, graduée par les Br .

d'oh, par linéarité, une application bilinéaire de B x B dans B ;

Il y a un isomorphisme canonique évident de l'espace Br sur l'espace AT done sur
l'espace st ; d'od un isamorphisme canonique de l'espace B sur l'espace S , qui
est aussi un isomorphisme d'algébres.

3. - Soient g une sous-algébre de (L, G la sous-algébre de A engendrée
par g . Soit G' 1'algébre enveloppante de g . Il existe un homomorphisme de
G' sur G tel que Lf(l) =1, \f?(g) =g pour g€ g. Soit (gy » 85 5 *+v gy)
une base de CL telle que (g , 8y 5 o+ g,) soit wne base de g . Les
gil , g:.L2 y soe s gir (calculés dans G'), ol (:1.1 s Ay s eeey i.) est une suite
croissante (au sens large) d'entiers compris entre 1 et n , forment une base de
1l'espace G', et leurs images par P sont linéairement indépendantes ; donc Lf? est
biunivoque. Nous identifierons désormais G' & G par 1l'isamorphisme AF .

Soit h une sous-algdbre de . telle que QL = g + ’/\ , ﬁh: 0 . Soit
H € A 1l'algébre enveloppante de | . L'application bilindaire (g , h) —>gh
de G x H dans A définit une application linédaire § de G ® H dans A
telle que g(g® h) = gh . On peut supposer que Bhi1 2 Bpa2 2ttt 2 By forment une
base de M. . Ies gilgiz...gi x gjlgjz...gjs(oﬁ (g9 339 «ee sy js) est une suite
croissante d'entiers compris entre n + 1 et m ) forment une base de GO H ;
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or les By 85 +o 8y B; 8 eer B forment une base de A . Donc e est
1 "2 r J1 92 s

un isomorphisme de l'espace vectoriel G@®@ H sur l'espace A .

2. Représentation des algébres de Lie.

1. = Soient h une algébre de Lie, H son algébre enveloppante. Soit A 1'en~
semble des classes de représentations irréductibles de dimension finie de I .
La représentation nulle s'effectuant dans un espace do dimension 1 définit un
é1lément 5 de A Soit ¥ une représentation de "l dans un espace V , Pour
§ e A on désigne par V§ l'espace engendré par les sous-espaces stables de
V dens lesquels YV induit une représentation de classe d . les &léments de
VS sont les éléments annulés par ) , encore appelés invariants. Vg est stable

o
pour ¥ . Si 5 y 5, e, 5n sont des éléments distincts de A , il existe
h € H tel que ))(h) se réduise & 1 dans v; & 0 dans les Vg s, 171
i

il en résulte que la samme EV(S est directe.

Si W est un sous-espace stable de V, on a WS = Vg QW . Soient d'autre part
v ._;v* 1l'application canonique ds V sur v = VW, et ¥ * 1a représentation
induite par » dans V* . Si Vévé" on a v’*e(v"‘)s , done (V" )s @ (VS)
Si de plus V EVS , na V¥ =52(Vg)*, donc, la same 3_ (V* )g étant directe,
v \

(") = g )

Si vV =Z‘.: VE est une décomposition de V en somme directe de sous-espaces

stables pour » , ona Vé- =Zc:(V5 ﬂv‘) =Z(V")5 .
G
51 ve ZV , le sous-espace W = Y (H)v est de dimension finie. Récipro-

quement, si W est de dimension finie, et si H est semi-simple, on a vé€& ZV5
en effet, W , qui est stable pour » , est camplétement réductible.

2. soit S € A , et )75 une représentation de classe § dans un espace US
La représentation Y g ==Yy S) qui s'effectue dans l'espace Ug dual de
Us » définit un élément &* de A . Ceci posé, considérons, dans W=7V QUS* R
la representatio;l vel+ 1@)?6‘;‘E + Soit w o, w,, ..., u, une base de US” .
Alors, si w = E .9y € WSO » le sous-espace V! de V engendré par les

v, est stable, et Y induit dans V' wne représentation de classe d s ou bien

V! = 0 . Réciproquement, si ¥ induit dans un sous-espace stable V! de V une
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représentation de classe $ , on peut choisir une base v, , v, ..., vy de
n

Vl
telle que Evi ® u, S w50

3. - 8i V est une algébre, et si P(h) est, pour tout h& h , une dérivae-
tion de V , chaque Vg est un Ve -module (& gauche par exemple). Car soient

he h, veve , v €V ;on a? Yh)w v=v (v @v) :dome,si » in-
o]
duit dans V¥ (H)v une représentation de classe é , ona P(H) (v w=0, ou

bien la représentation induite dans ¥ (H) (v v) est de classe 5 donc v, eVS .
En particulier, VS est une sous-algébre de V.
)

Pour v € ZVJ , désignons par V‘? la composante de v dans Vé- . L'applica-~

tion V-)Vé est un projecteur de ZV sur Vg o 81 v evg et vev

on a vove Vg, done (v v)é 0=v, 4 si 5;65 , et (v v)é—v v =
v, v 51 d 8 3 done, 81 v € VS et vE&E :VS , ona (v V)7 = v vé
De méme, (v v )4 vé v,

4, - Supposons désormais h semi~-simple et V de dimension finie. Soit S DV
1'algébre symétrique de V . Pour h € l, ¥ (h) se prolonge d'une maniére unique
en une dérivation Y(h) de S, et ¥ est encore une représentation de W : car,
si h €& h, [(3®h),» (hl)] et v(n, h, ] sont deux dérivations de S qui
coincident sur V , donc sont identiques. 801t S* 1'ensemble des éléments hamogé-
nes de degré r de 5. sl est stable pour » , donc aussi s* . Comme
S = isr et que dim sF<L+ , on volt que S =ZSS’ et SS =Z(_: (SS nSr).

THEOREME des invariants. - L'algtbre Sg¢ a un nombre fini de générateurs.

)
Soit § =5 +5%+... Soit (s1 s Spsp eee y 8 ) une base de 1'idéal engendré
dans S par l'algtbre Sg M3 . on peut supposer les s, dans SS M3, et
homogénes. Montrons que Sgon § est 1'algtbre engendrée par Sy 5 8y 5 ey 8 ¢
Soit s € S¢ M3 ; s est somme de produits s; 81 , o on peut supposer les

o
s] €5 homogénes, avec deg s} <deg s ; donc s = s est sonme de produits

(s )é’— g i‘?, avec des s‘éésg homogénes, et deg sié < deg s . Si les
o

s:!Lé sont des scalaires, s est bien dans l'algébre engendrée par les 8y . Sinon,

sié (< S¢g /M 8, et on recommence. Par récurrence sur deg s , lo théoreme est

démontré.

10
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COROLIAIRE. - Chaque Sg est un SS -module de type fini.

Soit T 1'algdbre symétrique de U _, Y, 1l représentation (dans T ) pro-

longée de V¢, (dans U ) -Soit = YVe@l+1@ Y dams S @ T,
algébre symétrique (bigraduee) de la somme directe V +U__ ; :i-;(h) n'est autre

que la dérivation do S @ T prolongeant 1'endamorphisme T(h) de V + US"’ qui

8*

est défini par V(h) dans V, vg*(h) dans U. . Considérons un systéme fini
de générateurs de (S @ T) 5 . Comme les projecteurs de la bigraduation sont per-

nutables aux g(h) , on peut supposer ces générateurs doublement hamogénes. Soient

Jg s dg s vee s Jk ceux dont le deuxitme degré est 1 ; Wiy Vg . s wq étant
. i i
une base de US*’ ona j; E k@wk,avec s, €S . Alors, s € sg ,

et on voit facilement que le Sg -module engendré par les sl, est identique & SS .
o
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