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Séminaire BOURBAKI
(Février 1952)

SOUS~ALGEBRES SOUS~INVARIANTES D'UNE ALGEBRE DE LIE
ET TOUR DES DERIVATIONS
par Jean BRACONNIER
(d'aprés E. SCHENKMAN [13)

1, Dérivations d'une algébre de Lie.

Soit g, une algébre de Lie sur un corps commutatif K . Si x € ¢, on
désigne par ad(x) 1'endomorphisme y —» [y,x] de l'espace vectoriel f « On
dit qu'un spus-espace de @ est un idéal de O s'il est appliqué dans lui-méme
par tous les ad(x) (x €O ) . On dit que Q# 0 est simple si les seuls idéaux
de @ sont {0} et 0, . On appelle centralisateur d'une partie X de ¢ 1l'en-
semble 3 (X) des x tels que ad(x).X = O ; le centralisateur de X est une
sous-algébre de 0, et un idéal de ¢ si. X est un idéal de 0 . Le centrali-
sateur 3 () de 0. s'appelle le centre de @, .

On appelle dérivation d'une algtbre de Lie (, un endomorphisme D de 1'espace
vectoriel @, tel que D. [x,y]=[D«x,y]+ [x,Duy] quels que soient x et y .
L'espace vectoriel 6 (o) des dérivations de 0, est une algébre de Lie si on le
munit de la loi de composition (Dl,Dz)-;e[ D1,D2] =D,D, DD, + 8L x €0,
ad(x) est une dérivation de g, dite intérieure et on a [ad(x),D]= ad(D.x) ,
81 x €o et D €M(qa). On en déduit moyennant un calcul immédiat le résultat

suivant 3

PROPOSITION 1. = x->ad(x) est un homomorphisme de 1'algdbre de Iie ¢, dans
1'algébre de Lie ()(0.) dont le noyau est le.centre 3 (6.) de o ; ad(a)
est un idéal de (3(@) dont le centralisateur est formé des D telles que
D.a c 3(6) .

En itérant le procédé et en posant @o =Q et ®i = G)i(&) =08 ( ®i_1) ’

si 1> 0, on voit qu'on obtient pour tout i > 0 mwn homomorphi sme ady de
N j-q Surun idéal adi( ® i-l) de ® 5 et que le centralisateur de cet idéal

est formé des dérivations D de (@) dont 1l'image est contenue dans le centre

de 601"1 .
En particulier, si 3(&) =0, ona 3(0)1) = 0 pour tout i ., En identi-

fiant () 11 3 son image par 1'isomorphisme adi » 0 44 st un idéal de 031

i-1
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dont le centralisateur dans ® i est 0,

2, Algdbres nilpotentes,

&) Soit ¢, une algtbre de Lie et, si BC o et C C g, soit [B,C] 1le
sous-espace engendré par les [byc] (b€B, c€C) ot {B,C} la sous-algébre de
O, engendrée par BUC ; si B est un idéal et C une sous-algébre, on a
{B,C} =B+C; sl B et C sont des idéaux, [B,C] et B + C sont des idéaux.
51 on pose Q. = ol = Q' etsi k)i Q,k =[0,k"1, 0] (resp. Q,(k) =
:[o,(k"'l) y G (k1) 1, ((),k)k (resp. (Q k )k ) est une suite décroissante

d'idéaux de O, ot on a OI(k) c 0,2k ;=N @k et Q,(u) =N g,(k)C o
sont des iddaux de O . Si Q“= 0 (resp. o,(“’) = 0) on dit que () est
nilpotente (resp, résoluble) ; toute sous-algtbre de ¢ et tout quotient de o
par un idéal sont alors nilpotents (resp. résolubles). Si b et ¢ sont des
idéaux nilpotents (resp. résolubles) de ¢, , b + ¢ est nilpotent (resp. réso-
luble) ; il existe donc un plus grand idéal nilpotent N(¢,) (respe résoluble
R(q) ) de o0 et ona R(Q/R(Q,)) = 0. On appelle R(0. ) le radical de 0 ot,
si R(Q,) =0, on dit que ¢ est semi-simple. Dans tout ce qui suit, on ne con-
sidérera que des algdbres de dimension finie ; il existe ajors k tel que

ak - u,k+1 = 0% (resp. 0,8 = Ov(k+1) =of¥) )y,

b) S1 u est un endomorphisme d'un espace vectoriel p, (de dimension finie sur
K), on désigne par ¢ (u) le noyaude u . (uk.c.) est wne suite décroissante de
sous—pspaces de O et il existe k tel que uk. o = uk"'1

o= ut, o+ G, (uk) . On dit que u est nilpotent si ut, 0= 0 pour un entier
k + Si D est une dérivation d'une algébre de Iie @ , la réunion de la suite

croissante (O,(Dk)) est une sous-algébre de ¢, (car pk [x,y]=

2k
- % *5) [ 0Pux,0%Py]) (mImnz).
L

« 0 3 On a alors

¢) PROPOSITION 2, - Si @ est nilpotente et si h est un idéal non nul de ¢, ,
me bnz(e)#0.
En effet, si on pose @, =Q ot bk=[... Ch ,0,1],...0,1{] si k>0 et

bo = b , ona bkc b car b est un idéal. (bk) est wne suite décroissante

d'idéaux ; 1l existe donc k > O tel que bk #0 et bk+1 =0 car ) est
nilpotente et bkcbﬂg(&) .

En particulier si {,# O est nilpotente, 3 (o) #0 .
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\
THEEOBEME 1., - Pour qu'une algébre de Lie ¢, soit nilpotente, il faut et il
suffit que ad(x) soit nilpotent pour tout x € o .
C'est évidemment nécessaire. C'est suffisant d'aprés le théoréme d'Engel.

THEOREME 2. - Si ( est une algébre de Lie, ona & =Q,‘“+b ol h est une
sous-algébre nilpotente de ¢, .

On le montre par récurrence sur dim @ . C'est trivial si dim =0, Si
dim O ) 0 , supposons-le démontré pour toutes les algébres de dimension (dim @, .
81 pour tout x € o , ad(x) est nilpotent, @, est nilpotente d'aprés le théo—
réme 1, Dans le cas contraire, il existe x ¢ tel que ad(x)k. £ 0 pour
tout k . Soit 1 l'intersection des ad(x)k. o et n la sous-algébre de &
réunion des o,(ad(x)k). ma =1 +n et dinh {dim ¢ ; done MmN = 'r»“’+b
ot h est une sous-algdbre nilpotente de o, et 1c G car ad(x)ev= 4 .
Dlor o, =4+ s+ h=0Y+}h .

3e Sous—algébres sous—invariantes.

Soient b et { deux sous-algébres-d!une algdbre de Iie ¢, telles que ¢ ch .
On appelle suite de composition joignant b 4 C une suite décroissante
de sous-algébres de p, telle que 0.0 =b et Olk = [ et que

(oot ¢x
o 141 soit un idéal de Q. pour tout i . S'il existe une suite de composition
joignant b & C , on dit que [ est sous—invariante dans b .

PROPOSITION 3. - Si b est une sous-algébre sous-invariante d'une algébre de Lie
O b¥ et b € sont des idéaux,

On montre par récurrence sur n que, si (¢ i) Ogign est une sulte décrois—
3

sante de sous—algébres de (,, on a [o,; , O,OJC[O,n s [ peg 20000 o'o]"']'

Ceci étant, soit (b une suite de composition joignant O, 3 b et p

i)O\(i\(q
telque bP=b" ., Posons n = prg-l , o,i:b:.L si ogigk , @, =

dans le cas contraire. Comme O, , est un idéal de Qv , on a [b® aleb?P,
ated [b*,a]C [’)hJ . En particulier, si Bl est sous-invariante et si bl =
= b? ’ bl est wn idéal. Si p' est tel que bp' =b(m) s on a alors
b(w) = b(w)z et b(w) est un idéal.

On dit qu'une suite de composition (a’i)0<i<k joignant h a2 [ est une
N TR
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suite de Jordan-Hélder si tous les quotients O i/f:,v i+ Sont simples, i.e. si,

pour tout i, °'i+1

joignant b a C est extraite (en répétant au besoin certains termes) d'une
suite de Jordan-Hélder joignant b 3 C (théoréme de Schreier) ;3 51 ( o.i)o i
(igm

est un idéal maximal de (),i . Toute suite de composition

et (bj)O (ign sont deux suites de Jordan-H6lder joignant b &2 ( , on a
Sd4§

B =n et il existe une permutation ¢ de [Om] telle que Q; soit isomorphe

a b

j) pour tout i (théoréme de Jordan-HSlder).

P
PROPOSITION 4. ~ Si b et C sont deux sous-algébres sous~-invariantes de o, ,

a) b NV est sous-invariante dans toute sous-algébre 3y de o, ;

b) b N ¢ est sous-invariante dans O

¢) les quotients d'une suite de Jordan-Hlder joignant C & bnac sont
des quotients d'une suite de Jordan-HSlder joignant ¢ & § .

Les a) et b) sont immédiats, c) 1'est aussi si (g ) est une suite de
Jordan-H6lder joignant ¢ &2 b , ou bien Ql+1ﬂ b = Cb ﬂ b, ou bien
O«ilﬂ b est un idéal maximal de 0,0 b et, dans ce cas, (o,iﬁb)/(o..i+1(\b)

est isomorphe & Q i/ 0,i+1 . On démontre aussi facilement la

PROPOSITION 5., —~ 8i f est un homomorphisme de @, sur o', fob est sous-

invariante dans v sl ' est gous-invariante dans ! f‘l( ') est
® s1 (>R est

sous~invariante dans 0, .

Si g est une algébre, toute sous-algdbre L C N(p,) est sous-invariante dans
O (car (N( OV) + b ) est une suite de composition joignant N(Q) 2 b et
N(Q) est un idéal de Q. ) .

Pour qu'une algebre de lie O, soit résoluble, il faut et il suffit que les
quotients d'une suite de Jordan-H8lder joignant & & O soient de dimensiop 1 .

81 b est une sous-algdbre quelconque d'une algébre de Iie 0., l'intersection
l:,"E des sous-algdbres sous—-invariantes de (. qui contiemnent b est sous-
invariante, Si b et C sont des sous-algdbres de 0O, telles que {b , C} =

=b+¢ , alors {b',C}:b* t*.

4, Le théoréme fondamental

THEOREME 3, -~ Si b est une sous-algébre sous~invariante d'une algdbre de Lie

62



ALGEBRES DE LIE ET DERIVATIONS

o,etst 3(b)=0,oma 3(b°)cb®,

w
IEME, - 51 (. est uno algdbre & centre nul, ona 3( e a .

En offet, on a &= &+ R od K est nilpotente (théorime 2), Soit Q =
= 3( Q%) + k= Qf“; + bh ot b est nilpotente. lna 0= Q¥ + ko o QalCl
W
S a¥s b oLDepms 08 =(3(0) « h)% 3(a%) . 8 3(aV)Z AT,
11 existe y €3(Q¥) N an (sinon 3(0.w)CQzTC0—w) ; ona y= xx'

avec x'eofi) , X het x£0; x:y—x’ej((),“’)+0§;C3(0:w);donc

3(0¥)N b est idéal non nul de t) (proposition 3 et proposition 2). On a
0# bhN 3(a¥)N 3(b)c3(04w +h) = 3() ce qui est absurde,

Cela étant, on a b0 3( bw) e b* (sinon 0# 3(b)Nbec 3(h) a’aprés 1o
leme)s 1 3(bY)# b® , ma 3(b)Zb (sinon 3(b¥)=bN 3(b™)e
ch®) . b® est un idéal (proposition 3) et il en est de méme do 3 ( b*).
c=b. 3 (\)w) est une sous-algtbre de (,,et b est une sous-algébre sous-
invariante de [ , et b£AC ; soit b | une sous—algébre de C telle que

b soit un idéal de bl et b#bl.Soit yé’blﬁeb ;ona y= xbx'

avee x € 3(b*) et x'ebel ot x=yx'€ 3(b“)N bl n'appartient pas
ab,.s1d=Kx+b,o0na b= 2" (car[b,x]Cbn,?:(bw)C:bw ot
bzc‘ b , dtolt e bw). On a 3(bm)ﬂb¢hu (sinon x‘3(bw)ﬂ
nde hucb). Donc le centre 3(D )Y de ¥ est non nul d'aprés le lemme
et 07£ 3(d)= 3(b) , ce qui est absurde.

THEOREME 4. ~ si b est une sous-algébre sous-invariante d'une algébre de Lie
o, telle que 3(b) =0, ona dimp (dim DN(b“) + dim (centre de b ).

En effet, b est un 1déal de O (proposition 3) et 3( b¥) est 1o
centre de l'algébre b¥ (théortme 3), Enfin, x-» restriction & bY g
ad(x) est un homomorphisme de (, dans 03( b'’) dont 1o noyau est 3( k") .
o a done dim & ~dim 3(b%) = atm o/ 3 (bY) (am B(6Y) .

THEOREME de 1la tour des dérivations. - Si 0, est une algdbre de Lie & centre
nul, on a_dim (Di( 0,) dim 0,“) + dim centre Q“ pour tout i>0 .

On montre d'sbord facilement que si (. ost une algibre de Lie, si b, est
sous-invariante dans O , si b est un idéal de bl ot si B(b) A b1 =0 et
3(b)=0,0ma 3(b)=0,
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Ceci étant, avec les notations du numéro 1 » on voit que étant donné i ,
((Dk)o\< k(i est une suite de composition joignant & & (Di et que

3(®k—1) ﬂﬁ)k =0 si 0<kgi . D'aprés la remarque précédente on voit (en
raisonnant par récurrence sur k ) que 3((j) i-k) =0, dtol (dans () i)

3(Q) = 0 et lo théortme est alors conséquence immédiate du théoréme 4.

COROLLATRE. - Si i est assez grand, toutes les dérivations de (Di(o,) sont

intérieures (résultat annoncé par C, CHEVALLEY dens le cas des algébres sur un
corps de caractéristique 0).

5. Sous—algébres d'une algébre de Lie sur un corps de caractéristique O .

Dans le cas des algébres de Lie sur un corps K de caractéristique O (on ne

considérera que de telles algtbres dans la suite), on peut apporter d'importants

compléments aux mméros 2 et 3. S1 (1, est une algébre de Lie résoluble, 0,2

est nilpotente (théoréme de Lie). Si O, est semi-simple, O, est somme directe

d'une famille finie d'idéaux simples non commutatifs (théordhe de Cartan). Si
0. est une algébre de Lie, ona Q = o(») + R( o)

(car &/R(0) =[a/R(0)T®) =[0(®) 4 R(O)T/R(Q) ) cof. théoréme 2 .

Pour toute dérivation D de a , on a

(1) D.N(Q) = N(Q)
(2) D.R(Q) = R(0Q) ,
(3) D.R (0.)= N(Q)

((1) résulte du théoréme de Lie, (3) du théoréme de Cartan, et (2) de (1) et
(3))s On en déduit que si b est une sous-algébre sous—invariante de Q , on a
b cR(0,) si 1 est résoluble, b= N(0) si b est nilpotente. D'ol

R(b) =N R(0.) et N(b)=bN No).

THEOREME 5 - S1 b et ( sont.deux sous-algébres sous-invariantes d'une
algébre de Lie oO., {b s C} est sous—invariante et les quotients d'une suite
de Jordan-Hélder joignant {b ’ C} a4 b sont des quotients d'une suite de
Jordan-H6lder joignant € & bN C , abstraction faite de la multiplicité des
quotients de dimension 1 .

Pour voir que {b ’ C} est sous~invariante, on distingue deux cas : si b et
C sont nilpotentes, on a {b ’ C} C N(Q) et {b, C} est sous-invariante
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dans 1'idéal N(Q.) de O ; dans l'autre cas, on projette sur ©( b +c%),
et on est ramené au cas précédent, Pour voir le reste, si ¢ est 1l'application
canonique de Q. sur /b @ , on remarque que les quotients d'une suite de
Jordan-Hélder joignant {b , ﬁ} 2 b sont les mémes que ceux d'une suite joi-
gnant y. {b ’ C} a . b et que les quotients d'une suite de Jordan-HSlder
joignant @.C & @.(bNC) sont des quotients d'une suite de Jorden-HBlder

joignant ¢ & b(i¢ (propositions 4 et 5).

Si b est une sous-algébre quelconque de 0. , la sous-algdbre b* engendrée
par toutes les sous-algébres sous—invariantes de 0. contenues dans b est sous-
invariante ; b* est un idéal de b et b*c bcb® . si ¢ est une sous-
algébre sous~invariante de QO , les quotients d'une suite de Jordan-Hélder joigremt

{b ’ C}' a {b , C} , Sont des quotients d'une suite de Jordan-Hé8lder joignant
b* 2 b

Enfin, on peut préciser la structure de {x} * xen)

THEOREME 6. — Soit , une algibre de Iie, x € Q et t(x) la sous-algdbre
engendrée par Q ad(x)k. O

a) si x€R(Q) , 1(x) est un idéal de Q. et {x} * = A(x)+Kx .

b) soient p 1'homomorphisme canonique de o swr @/R(Q) , § i (1g1¢n)
des algdbres simples non commutatives telles que Q/R(Q) soit somme directe des
94 et solt %, =" 5,) ; 1'idéal tiw) de O est la plus petite des sous~

algébres sous-invariantes %t de o telles que pet= 4 i

c) si x€Q , soit J(x) 1'ensemble des i tels que prs’.p.x;é 0; il

existe yER(Q) tel que x-yé€ tgw) et on a {x} * ;‘L(y)-l-Ky-r g-f( t(w).
J€I(x) - JE(x) J

a) On a ad(x)e. ¥(x)C (x) , done 1(x)+kx est une sous-algdbre. On a
V(x)c N() 5 et A(x)+Kx est sous—invariante dans 1'idéal - (x)+Kx+N(0.) de
R(0,) , donc dans Q. . Ona (1 (x)+Kx)®= 1 (x) ce qui prouve (proposition 3)
que  1(x) est un idéal. Le reste est immédiat,

b) est immédiat.

¢c) résulte de a) et b) .
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