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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1954)

FAISCEAUX ANALYTIQUES
par Jean-Pierre SERRE
Cet exposé fait suite & celui de Décembre 1952, auquel nous renvoyons pour tout
ce qui concerne les faisceaux analytiques cohérents, les groupes de cohamologie,
etc. Dans cet exposé, il était principalement question de variétés de Stein (géné-

ralisation naturelle des domaines d'holomorphie) ; ici, au contraire, nous nous
occuperons surtout de variétés algébriques projectives (donc compactes).

I. RESULTATS GENERAUX.

1. Espaces fibrés & fibre vectorielle.

Soit X wune variété analytique complexe dénombrable & 1l'infini, de dimension
complexe n , et soit V un espace fibré analytique de base X et de fibre un
C-espace vectoriel de dimension finie. Nous noterons $ v le faisceau des germes
de sections holomorphes de V ; c'est un faisceau analytique cohérent, localement
libre,

Soit P 1e faisceau des germes de p-formes holomorphes sur X , et soit
@P19 1e faisceau des germes de formes différentiables de types (p,q) sur X .
On posera :

Q‘I; = QP ®(9 s y = faisceau des germes de p-formes holomorphes sur X , a
coefficients dans V ,

Qg’q = aPd @o hy y = faisceau des germes de formes différentiables de type
(pya) sur X, a coefficients dans V .
(le produit tensoriel est pris sur le faisceau d'ammeaux @ = Q°) .

D'aprés un résultat dd a GROTHENDIECK (non publié) et & DOLEEAULT [2], on a une
auite exacte :
0= o) » ap° L ab! & 4 obR 5 0,

Comme les a\};,q sont fins, on en tire le résultat suivant (qui généralise [2]):

THEOREME 1. - Hq(X , Q‘I;) est isomorphe au g-iéme groupe de cohomologie du
complexe des sections des Cl\l;’q , muni de 1'opérateur cobord d" .

Résultat analogue pour la cohomologie A supports compacts (notée H‘g dans ce qui

a3

suit) ; on peut également utiliser des formes différentielles & coefficients
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distributions ; elles forment un faisseau

M\I}’)q = SCP,CI @0 SV .

2. la dualité analytique.

Les hypothéses étant celles du n®1, soit A‘I;’q (resp. K\I?’ 9) 1'espace vecto-
riel des sections & supports quelconques (resp. compacts) du faisceau a\};,q
(resp. J(,\I})’ q) . Si 1'on mmit AP*9 ge 1a topologie de la convergence compacte
pour chaque dérivée, on obtient un espace de Fréchet (analogue & l'espace & de
Schwartz) ; on voit aisément que le dual de cet espace de Fréchet n'est autre que
Kl;;p,n-q , ou V* désigne l'espace fibré dual de V . En outre, le transposé de
d" vis-a-vis de la dualité précédente, est égal & d" (au signe prés). Par passa~
ge 2 la cohamologie, on obtient, compte-tenu du théoréme 1 :

N - 1
THEOREME 2, - Si les deux opérateurs A{,”q 1 __<_1_','., A‘l;)’q —dla Ag’ q+1 sont des

homomorphismes, alors les espaces vectoriels H3(X , ﬂ%;) et Hf:"q(x , Q{,l;p)
sont en dualité séparante.

I1 n'est pas toujours vrai que 4" soit un homacmorphicme ; c'est cependant exact
dans chacun des deux cas suivants :

a) X est une variété de Stein ; on a HI(X , Sl\l;) =0 pour g#0, donc Q"
est un homomorphisme (théoréme de Banach), et le théoréme 2 montre que

HE(X , .Q‘I;) =0 pour q#n, ce qui généralise le théoreme 4 de [5] .
b) X est une variété compacte ; on s'appuie sur le résultat suivant (cf. [17])

THEOREME 3. - Si X est une variété compacte, les HIX , F) sont des espaces

vectoriels de dimension finie, quel que soit le faisceau analytique cohérent F .

(Se démontre en utilisant deux recouvrements de Stein emboités, ainsi qu'un

théoréme de Schwartz sur les opérateurs complétement continus).

En utilisant le théoréme 3, on voit que d" est un homomorphisme, et le théoréme
2 montre alors que H(X R QP et H™Ux R Q‘r;'n's'p) sont en dualité séparante

donc ont méme dimension, puisqu'ils sont de dimension finie d'aprés le théoréme 3 .

Cas particulier. - Si D est un diviseur de X , soit fﬁ'D le faisceau -des

germes de fonctions méromorphes » -D ; on a 3:D = SV , ou V est l'espace
fibré (de dimension 1) associé & D ; supposons qu'il existe au moins une forme
différentielle méromorphe de degré n non identiquement nulle, et soit K son

diviseur (diviseur canonique) ; on a alors

[e] n n
QV:SV:&"D,et _Q.Vz&:Q Q“SV*:?KQ(}‘-D:?KD .
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D'ou :
COROLLATRE. - H(x , F)) et w79, F, ) sont en dualité séparante.

3. Faisceaux analytiques cohérents sur les variétés algébriques.

Soit X wune variété algébrique sans singularités, plongée dans un espace pro-
jeetif Pr(C) s nous désignerons. par E wune section hyperplane de X relative 3

a
ce plongement ; E étant un diviseur, mE est aussi un diviseuwr (m € Z) , et le

faisceau & uE ©St bien défini (of. ci-dessus).

THEOREME 4, - Soit & wn faisceau analytique cohérent sur la variété algébrique
X . Pour tout entier m assez grand, le faisceau ®(m) = F @0 5 oE vérifie

les deux propriétés suivantes :

A) Pour tout x €X , H°(X, §(m)) engendre ‘3'(m)x (considéré comme
Ox-module)

B) Hlx , ) =0 si q#0.

(Noter 1l'analogie avec les théorémes A et B de la théorie des variétds de Stein).

Pour démontrer le théoréme 4 , on se raméne tout d'abord au cas od X = Pr(c)
on procéde alors par récurrence sur r , le théoréme 3 jouant un r8le essentiel
dans la démonstration (analogue & celle de [4]) .

II. APPLICATIONS.

4. e leme d'Enriques-Severi (cf. [6], [3] théortme 8.4, ainsi que 1'exposé de

Néron).

Soit D un diviseur sur la variété algébrique X , et soit Y une sous-variétd
de X , sans singularités, et de dimension n-1 ;5 on suppose que Y ne contient
aucune composante de D ; ainsi 1'intersection D.Y est un diviseuwr de Y .

On a une suite exacte :

0— Fpy — F — Ty — o0,
oh le faisceau TD y ©st un faisceau sur Y .

si B(x, Fp_y) = 0, 1a suite exacte de cohamologic montre que E°(X, %)
o

s'applique sur HO(Y , ‘FD.Y) par restriction, ce qui signifie que la série
lindaire |D|.Y est compldte (donc égale & |D.Y| ).

Prenons en particulier Y = G‘nl , Section de X par une forme de degré m de
1'espace ambiant ; on a Hl(x , SVD-C ) = Hl(X , ?D—mE) , qui est en dualité
m
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(d'aprés le corollaire au théoreme 2) avec Hn'l(x , F lequel est réduit

K-D+mE) !
& 0 si m est grand (et n > 2 ) d'aprés le théoréme 4,B).

Donc la série |D|'me est compléte si m est grand et n > 2 : c'est le lemme
d'Enriques-Severi. On notera toutefois que la démonstration de Zariski vaut sur un
corps quelconque, et pour des variétés normales(mais pouvant avoir des singularités).

5. Structure des faisceaux analytiques cohérents sur un espace projectif.

Is théoréme 4 montre qufun tel faisceau est toujours glgébrique en un sens
convenable, Donnons-en deux exemples :

a) Soit V un espace fibré analytique & fibre vectorielle, de base une variété
algébrique X . On peut interpréter les éléments de K (X y S v F mE) comme des
sections méromorphes de V , n'ayant pas de pdles en dehors de E,section hyperplane

de X . Le théoréme 4, A) montre que par tout point de V passe une telle section,

8i m est assez grand., On en tire facilement :

THEOREME 5. - L'espace fibré V est algébrique (i.e., V peut &tre défini par

des changements de cartes qui soient des fonctions rationnelles).

Si la dimension de V est égale & 1, le théoréme 5 redonne un théoréme de
Lefschetz sur l'existence de diviseurs dont la classe de cohomologie entiére est
donnée (cf. [4]).

b) Soit & un faisceau cohérent d'idéaux sur l'espace projectif Pr(C) ;on dira
qu'un polynome homogéne de degré n , P(to, ceny tr) , appartient & J , i, pour
tout x €P (C) , ma Pt e d,,
X ; ces polynomes ne sont autres que les sections de J ®y G:nE , comme on le voit

t désignant une forme linéaire non nulle en

tout de suite. Lorsque n varie, ils forment un idéal homogéne I .

THEOREME 6. - Tout faisceau cohérent d'idéaux est engendré par les polynames

gu'il contient.
Cela résulte du théoréme 4, A).

En particulier, si W est un sous-ensemble analytique de Pr(C') , W définit un
faisceau cohérent d'idéamx J W (théoréme de Cartan), et le théoréme 6 montre que
5W est engendré par les polynomes qu'il contient, c'est-a-dire que W est réu-
nion finie de sous-variétés algébriques. On peut donc considérer le théoreme 6
comme une extension du théoréme de Chow.

Par un procédé analogue, mais plus compliqué, on peut montrer que tout faisceau
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analytique cohérent sur P, (C) est défini par un module gradué de type fini sur
1'anneau S des polynomes en to s see tr .
6. Détermination algébrique de la cohomologie d'un faisceau analytique cohérent sur
P, ©) .

Puisque tout faisceau analytique cohérent M peut étre défini par un S-module

gradué M, il s'impose de déterminer algébriquement les groupes de cohomologie
Hq(Pr(C) ,d1) , & partir du module M . Cela peut se faire de deux fagons diffé-

rentes :

THEOREME 7. - Soit I 1'idéal de S engendré par (tys ooe, t,) o Ie _groupe
BY(P,(C) ,8M) est isamorphe & la limite inductive des Ext3(1™, M) pour m
tendant vers 1'infini.

THEOREME 8, - Soit K un S-module gradué libre, ayant pour base un élément de
degré -r-1 . Si tous les éléments de M sont de degrés > 0, Hq(Pr(C),Em-,)
est isomorphe au dual (sur C ) de Exté‘"q Mok, s).

(Le produit tenscriel M ® K est pris sur S 3 ce n'est rien d'autre que M
dont on a abaissé les degrés de r+l wunités).

Les démonstrations des théorémes 7 et 8 utilisent essentiellement 3
a) le théoréme 4 ,
b) le théoréme des syzygies, qui permet de "monter" i partir des modules libres,

¢) le fait que les HY(P r(C) ,d10) peuvent se calculer au moyen du recouvrement

de 1l'espace projectif donné par : Us o, ot #0.
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