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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1954)

LES VARIETES JACOBIENNES GENERALISEES.

per Jean-Louis KOSZUL

(d'aprés Maxwell ROSENLICHT [3])

Cet exposé fait suite & l'exposé "Relations d'équivalence sur les courbes algébri-
ques ayant des points multiples" [1]. Les notations sont les mémes sauf que l'on uti-

lise ici 1'écriture additive pour les diviseurs.

Soit K un corps de fonctions algébriques d'une variable. Pour tout anneau semi-
local OCK , on définit une relation d'équivalence (relative & ©O ) entre divi-
seurs de K en posant A VB lorsqu'il existe une unité u de O telle que
A =B = (u) . L'équivalence ordinaire s'obtient pour ©O=K . Le mémoire montre que
les classes de diviseurs de degré O correspondent comme dans le cas ordinaire aux
points d'un groupe abélien algébrique ¢ la Jacobienne relative & © . Cette varié-

té Jacobienne est étudiéde

1° qu point de vue des intégrales de premiére espéce lorsque le corps des cons-—

tantes est le corps des complexes,
2° du point de vue de la géométrie algébrique en étendant la méthode de Weil [57J

1, Le théoréme d'Abel généralisé.

On désigne par k le corps des complexes et par K le corps des fonctions méro-
morphes d'une surface de Riemann R . Soit ¢ un anneau semi~local de K et soient
qi(i =1,2, «.a,s) les places de ) , c'est-a-dire les points de R qui cop=
respondent & des anneaux de valuation de K contenant © . Soit RO la surface
R privée des points qy « Une différentielle «w de R est appelée une O —diffé-
rentielle de premiére espéce lorsqu'elle n'a pas de p8le sur R o et que
P resqi fao =0 pour tout £ € O . Le genre de K relatif & O est la dimen-
sion g, (sur k) de 1'espace des O -différentielles de premiére espéce. Si O
est la fermeture intégrale de © dans K et si g est le genre de K s l'espace
D /0 a pour dimension &= g, ~ & (cfa [1]).

Soit D 1le dual de l'espace des ¢ ~différentielles de premiére espéce . A toute
chafne X sur R, est associé un élément ww ~ 'S;‘w de D . Soit & 1e sous-
groupe additif de D constitué par les fonctions lindaires w—) S‘ w ol a/
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est un cycle de R o ° Si go > g, alors le sous-espace réel engendré par A est
un sous-espace propre de D . En effet, si E est le diviseur positif de plus bas
degré tel que, pour toute O -différentielle e de premiére espéce le diviseur

E + (w) soit positif, on a vu ((1]) que le degréde E est 2 & . Le nombre des
9y tels qu'un cycle autour de 9 donne un élément non nul de [\ est donc au
plus égal & 2& . Il en résulte que, pour & > 0 , A peut 8tre engendré par

2g +28 -1 = 2go -1 éléments. On démontre d'autre part que A est toujours

un sous-groupe discret de D . Le quotient J = D/A est donc un groupe analyti-
que complexe abélien qui n'est oompact que pour By =8 ic'est la Jacobienne rela-

Y

tive a © .

EXEMPLE 1, = R est la sphére de Riemann ; K = k(z) ; O est 1l'anneau semi~
local des fonctions telles que f(i) =f(-1) . On a 8p =1 et dz/(1 + zz)
est une O -différentielle de premiére espéce. La Jacobiemne J est le quotient
de C par le sous-groupe des 2n%i .

EXEMPLE 2. - K est un corps de fonctions elliptiques en 2z s les périodes étant
w, et Wy G est l'anneau semi-local des fonctions elliptiques f(z) telles
que f'(0) =0, L'espace ©/¢ est de dimension 1 . Les différentielles dz et
.P (z)dz (p (z) = fonction de Weierstrass) constituent une base de & -différen~
tielles de premigre espéce. La Jacobienne relative 3 © est le quotient de k x k
par le sous-groupe qu'engendrent (6\)1 , ‘7 1) et (au2 , 72) ol 71 et ‘72
sont les périodes de -'P(z)dz .

Solt Py wn point de R o ° Pour tout point P& RO , Soit X une chafne de
R0 telle que dX =P - Pg * Ltélément w-—éS W de D & une image dans J
qui ne dépend pas de Py et P . Le choix de P définit donc, par linéarité,
un homomorphisme \p du groupe des diviseurs de R0 s c'est-a~dire les diviseurs de
R indépendants des places de > , dans le groupe J . Soit u une unité de ©
(non constante) que 1l'on considére comme application de R sur la sphére de Riemenn.
Pulsque u(q )#0 et #oo0 , il existe une chatne X' sur la sphére telle que
d = (0) - (oo) et telle que la chatne u’ (X /  soit sur RQ . 0na
dy = (W) et \{)((u)) est donc 1'image dans J de 1'élément w—-‘)j w de D.
Or il résulte facilement de la définition des © -différentielles de premiére espéce
que, si w est une telle différentielle, sa trace SpK /k(u)w sur la sphére est
nulle pour tout ue © . Comme ¥ W = S SpK/k(uf“ 11 en résulte que
Lf((u)) =0 ., La restriction de ¢ aux dlnseurs de degre 0 de RO (qui ne dé-
pend plus de po) a denc un noyau qui contient tous les diviseurs ~O .
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Réciproquement, soit A un diviseur de degré O de R, tel que \f(A) =0.
Puisque toute différentielle de premilre espéce de R est une ¢ -différentielle

de premiére espéce, il résulte du théoréme d'Abel ordinaire qu'il existe une fonction
uce K telle que (u) = A . On démontre de plus, en se servant de 1'égalité de Riemam-
Roch relative 3 © ([1]) que u est une unité de © et par suite A VO . Cn
démontre enfin, comme dans le cas ordinaire, que tout point de J est 1l'image par

\-( d'un diviseur de degré O de R . La Jacobienne relative & © est ainsi canoni-
quement isomorphe au groupe des clagsses de diviseurs de degré O indépendants des

places de O .

Le probléme d'inversion , qui consiste & chercher un diviseur positif de degré &g
de R, dont l'image par v soit un point donné de J, a en falt été dtudié de longue
date pour des anneaux semi-locaux de types particuliers. La non-compacité de R o
se répercute généralement par l'existence de points de J pour lesquels il n'existe
aucune solution. Les seuls cas ou il existe toujours au moins une solution sont les

cas
1° o =K,
20 g°=0,

3°le cas g=0,
O étant local de la forme k + conducteur de O (exemple 1). Dans 1l'exemple 2,pre-
nons py= (wl/z) . I1 ne peut exister de chafne Y€ Ry telle que dy= P, +P,=2p,

avec ( |\ dz , IZp(z)dz) = (0, 1) mod JA) , car S‘I dz = 0 mod (ual R 002)
signifie que dzg est le diviseur d'une fonction elliptique paire, quil est donc
une unité de O , ce qui entrafne Sb P(z)az =0 .

2. Les homomorphismes de Jacobiennes.

Soit ¢! un anneau semi-local de K contenant © . Les ¢ '=différentielles
de premiére espéce sont des QO -différentielles de premiére espéce et R O'DRO .
I1 existe donc une application canonique de D sur D' (dual de 1l'espace des @'~
différentielles do premiére espéce) qui applique A sur le sous-groupe A' qui
correspond aux cyeles de RO’ . Cette application définit par passage aux quotients
un homomorphisme analytique U de J sur la Jacobienne J! = D'/A' relative 2
' « Si les genres de K relatifs & © et o' sont égaux, 7 est visiblement

un isomorphisme de J sur J!' .

Pour étudier U , on peut toujours se ramener au cas oi © et ' possédent
les mémes places. Soit en effet o" = QMNO! ; clest 1l'intersection de @' avec
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les anneeaux de valuation des places de & qui ne sont pas des places de ©' . Il
en résulte ((1]) que ©"/" a mfme dimension que o'/ ! , autrement dit, le
genre relatif & " est égal au genre relatif & ' . Par suite la Jacobienne

relativea O ! coincide avec la Jacobienne relative a O qui a les mémes places que
0 L]

Si O et ©!' ont les mémes places, alors en associant & toute unité u de !
1'image par \p du diviseur (u) (qui est indépendant des places de R ), on obtient
un homomorphisme du groupe multiplicatif des unités de @ sur le noyau H de
T:J—= J.Le noyau de cet homomorphisme est le groupe des unités de ¢ . lLe
noyau H a donc une structure relativement triviale. Dans l'exemple 1, pour 0'=0
H est isomorphe au groupe‘multiplicatif Gm des nombres complexes # O ., Dans
l'exemple 2, pour O'!' = O, H est isomorphe au groupe additif (}a des nombres
complexes dans le cas général, on démontre que H est toujours de la forme (ﬁ x Gg

b4

Supposons maintenant ' =K ; J!' est alors la Jacobienne compacte ordinaire
de K . La Jacobienne J , considéréc comme fibréede base J! , n'est généralement
pas analytiquement un produit direct. Dans 1l'exemple 2, J' étant le quotient du
groupe additif de la variable complexe z par le groupe des périodes (wl y @)y
s'il e:dstai‘%’ection anglytique 8 : J!' =5 J , ceci signifierait 1l'existence
d'une fonction holomorphe f(z) telle que f(z + w,) = £(z) + \73. (3=1,2)
ce qui est impossible (éol ‘7 5 =% 7 1= 2%i) ,

3. L'étude géométrique.

On y définit la Jacobienne relative 2 un anneau semi-local comme veriété de grou-
pe algébrigue, par une méthode qui s'écarte peu de celle donnée par WEIL dans le
cas ordinaire et qui utilise eurtout 1'égalité de Riemann~-Roch relative & 1'anneau
semi-local (cf. [1]).

Soit C une courbe algébrique irréductible compléte dont tous les points sont
absolument simples. Soient k un corps de définition de C et ¢& un anneau semi-
local dans le corps des fonctions k(C) « Si A est un diviseur de C rationnel sur
k' Dk et indépendant des places de O , alors, ou bien Yo (A) = 0, ou bien
Vo (A +M) = \/D(A) -1 pour tout point générique M de C sur k' . Pour tout
diviseur B de degré O , rationnel sur k et indépendant des places de O , on a
Vg ®) =4 o B) +g-1<K¢g o » donc, en appliquant la remarque précédente,

Vo (B+M +M + o0+ Mgo) = 0 toutes les fois que M , M, , «u0 Mg sont
8o points génériques indépendants de C sur k . D'aprés 1'égalité de Riemann~Roch,
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B + + see + M =1 ce qui conduit au

on a alors XO( M go) q

LEMME, - Soit B un diviseur de degré O rationnel sur k et indépendant des
places de ¢ o Solent M , M, , «e0 , M . des points génériques indépendants de
C sur k . Il oxiste un diviseur positif et un seul sur C qui soit équivalent
a B+ M1 + M2 + eee * Mg o Ce diviseur est de la forme N1 + N2 + eoe + Ngo
oi les N, sont des points génériques indépendants de C sur k .

g

Ceci étant, soit C le produit sysmétrique de g o exemplaires de C . Un
diviscur positif somme de g o oints génériques indépendants de C sur k s'iden-
tifie 3 un point générique de C gO sur k . Soient

2 M, et LN (i=1,2,...,g0)

X g)
deux points génériques indépendants de C O sur k , et soit Py un point de
C rationnel sur k distinc? dis places de O ; le lemme prouve l'existence d'un
point générique T R, de C o’ sur k(Ml » My 5 eee y M ) qui est bien dé=
1 g o)

terminé par la condition zRi ~N ZMi + ZNi - go Py « En posant

(Z M) o (ZN)=32R

on définit sur la variété C(go une loi de composition normale commutative. D'aprés
un théoréme de Weil, il existe alors une vari?'é;é de groupe elgébrique commutatif
J et une application birationnelle F de C © sur J qui transforme la loi
de composition o en la loi d'addition de J . Lorsque C posséde une infinité

de points rationnels sur k , la variété Jacobienne J admet k comme corps de

définition. Cette variété n'est compléte que si €y =B o

Etant donné un diviseur A de C indépendant des places de © et rationnel sur
k' Dk , on lui associera un point tF(A) de J de la maniére suivante : on choi-
sit €o points génériques indépendants Mi de G sur k' ; il existe alors

un diviseur positif M';, +M! + ... + Mg bien déterminé par
0

- n
A -d(A)py + T M VI M
on posera
\P(A) =F(3M,) - (M) .
C'est un point de J rationnel sur k' et indépendant du choix des MJ'_ e On vé-
rifie facilement que l'application A — \p (A) est homomorphieme de groupes abé-

liens..Sa restriction aux diviseurs de degré O définit un isomorphisme du groupe

des qlasses de diviseurs sur J . Sa restriction aux points de C est une application:
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rationnelle de C dans J qui est définie pour tous les points de C qui ne sont

pas des places de O . Enfin sa rectriction aux diviseurs de degré coincide

€o
avec F : C g -3 J 3 le probléme d'inversion admet une solution et une seule en

tous les points d'un ouvert-Zariski de J .

Dans ce qui suit, on suppose que ©' est un second anneau semi-local de k(C)
asontenant ¢ et que l'on a pu choisir P indépendant des places de ' . Il existe
alors un homomorphisme rationnel de J sur la Jacobiemne J' relative 3 ©!' qui
est entidrement défini par la condition \f',:’U ¥ .8 8y = &g alors T est
une correspondance biréguliére. En supposant k infini, on peut obtenir des résul-
tats précis sur le noyau H de T . C'est toujours une variété rationnelles irré-

ductible. Le méme raisonnement que celui du paragraphe 2 permet d'en faire 1l'étude
dans le cas ou O et ©!' ont les mémes places.8i t est la différence entre

le nombre des anneaux locaux de @' et le nombre des anneaux locaux de ¢ , alors
pour k algébriquement clos, H est biréguliérement isomorphe & G;’ x H' , ol

H' est une variété affine munie d'une structure de groupe algébrique. Ce n'est qu'en
caractéristique O que 1l'on peut démontrer que H' est de la forme Gz « On obtient
un contre-exemple en caractéristique 2 en prenant un anneau semi~local o =k +m ;
ou m est constitué par les fonctions d'ordre 3 au moins en un ppint q de C .
Pour ¢'= O, ona t=0 ; H' =H est une variété affine de dimension 2 qui,

en tant que groupe algébrique ne posséde qu'un sous-groupe de dimension 1.

On démontre enfin qu'il existe une correspondance birationnelle entre J' x H et
J qui est birégulidre eu-dessus d'un euvert-Zariski de J' « Ia Jacobienne
J est donc un fibré algébrique de base J' et de fibre H . Si J' est la Jaco-
bienne ordinaire (@' = k(C)) , et si g0‘7 g 70, on constate que ce fibré n'est

jamais un produit direct.
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