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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1954)

LA THEORIE DE FREDHOLM
par Alexandre GROTHENDIRCK

1. Partie algebriques.

Soit E wun espace vectoriel sur un corps de caractéristique O , E' son dual,
on identifie E! ¢ E A 1l'espace des endomorphismesde rang fini de E . On définit
sur (B! G)E)n une forme n fois lindaire ®, par la formle

(1) txn(xi@xl,...,xl'laoxn)=;%rdet(<xi,xj‘>)
On peut aussi écrire

(?) An(u1 y see un) =Try A e /\un

ou on pose

“1/\ .../\un ='x%f (x A "'/\x:'z) ® (x A .../\xn)
quand

ui=x£®xieE'®E. .

ul/\ ven /\un est un opérateur de rang fini dans A E , (coIncidant avec la
puissance extérieure /r{ u sl tous les u; sont identiques 2 un méme u),
dépendant des u, de fagon n fois linéaire et symétrique. Donc D(n(ul p oty “n)
est une forme n fois linéaire ot symétrique des u o, et en posant

°(n(u) =X @, «e,u),ona
(3) x, (@) =tr A u

En particulier, o(n(u) est nul pour n > rang u ; plus généralement, on voit
sur (2) que o(n(u1 y soe un) est nul s1 k des u, sont identiques 2 un
méme endomorphisme de rang <k . (3) se spécialise &

(4) x(@=1, &@)tru
(1a premidre de ces formules est une définition). Notons la formule

(5) oMy 5 eee, By ) = & (WA, e, ud)

valable pour A€L(E ; E) ot uy € E' @E ; pour A inversible, elle exprime

seulement que «& n ©st invariante par les automorphismes de E .

La forme & (w , «.., u ) est caractérisée, & un facteur constant prés, par
la condition que la forme 2n fois linéaire correspondante (1) est alternée par
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A. GROTHENDIECK

rapport aux Xy et alternée par rapport aux xl' sy ot que Xy est invariante
par les automorphismes de E (ou, ce qui revient au méme, satisfait & (5)). On
en conclut que, si E est de dimension n finie, on a

(6) (2 (ul y see 4y U 1 9 see 'A])\)-:igl o (ul 9 00 , )
p q° o~ f g 9 q
p—q

D!autre part, on aura en vertu de (3) et de la définition du déterminant s
(7) %, () = det u (n = dim E)
Développant «n(*ln +u) par la formule de Newton, et utilisant (6), on obtient
le développement fondamental

fos)
(8) det(l +u) = ; «k(a)
la somme du second membre étant en fait finies Elle reste encore finie, et (8)
reste évidemment encore valable, si E n'est plus supposé de dimension finie,
en donnant un sens évident & det(}v +u) « On a encore les propriébésusuelles du
déterminant, en particulier la multiplicativité
9) det(L +u)(L + v) = det(l + u)det(} + v)

(noter que (}M+ u)(L+v) =1 +u+v+uv est bien de la forme 1 +oo ,
we¢E! @ E). Remplagant dans (8) u par zu , on obtient par identification

(10) Xy (u) = S )\il kln

1l<12...<in
ou les ai sont les valeurs propres de u , comptées suivant leur ordre de multi-

plicité ; on peut omettre les valeurs propres nulles.

Il est bien connu si dim E est fini, et on 1'étend aussitft au oas de E
quelconque, que 1 + zu est inversible si et seulement si 'det(}w+ m) £ 0 y ot

de fagon précise l'ordre du polynfme
k
(11) det(}h + o) =) a(k(u)z

(polynbme appelé déterminant de Fredholm de u ) au point 2z est égal a la

multiplicité de la valeur propre -1/z de u . On peut obtenir ainsi ce résul-
tat, ainsi qu'une formule explicite d'inversion de 1 + zu . On note d'abord que
les x, satisfont & la formule de récurrence suivante (qu'on vérifie directe-
ment sur (1) en développant le déterminant qui y intervient suivant les éléments
de la dernitre ligne) :
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LA THEORIE DE FREDHOIM

(12) (n

+

1)‘xn+1(“‘1 » 0 uh+1) =

- "Zo‘n(“l’"" PR RIS AUV WL W

n

n
—ig%(ul’...’ui_l ’ un+1ui ’ ui+1,...,un) + o(n(ul,-..,un)tr un+1

Notons maintenant que pour u; , se., u, € E' ¢ E fixés, on peut trouver un
opérateur Rn(u:l y eee y U ) dans E , déterminé de fagon unique, tel que

(13) (n +1)x +1(ul ) see g un+1) =tru n(ul ) o0 %)
Rn dépend des uy de fagon n fois linéaire et symétrique ; on posera
Rn(u) = Rn(u s ses 5 U) o Alors 1a formule (12), spécialisée au cas

WSy S eee TU , =W, Uy =X 68X (u, x*ex EE'®E),

donne
(14) R =-R_ @u+x (ui=-uk )+ « ()i
(ce qui permet par récurrence d'obtenir la formule
-1 -1 (o}
(15) R () = (- 1) (i + (- 1)" 7oy @™ 4 e+ (= 1) ()L
dont nous ne nous servirons pas), d'ou en sommant de 0 & o @
(16) R(u)(L,+ w) = (1 + u)R(u) = det(l +u)el
en posant
(17) R(u) = 3R (u)

(1a série du second membre étant en fait finie). Des formules (9) et (16) résulte
auseitét le

7 \

THEOREME 1 ("Théoréme de Fredholm"). — Soit u € E' @ E un opérateur de rang
fini dans un espace vectoriel E sur un corps de caractéristique O . Pour que
A +u soit inversible, il faut et il suffit que det(/lm+ u) #0 s et alors on a

(formule de Fredholm)

(18) (,1%'* u)- a-é?ﬁ—_)' R(u) = i ——(1—)- uR(u) =

n-1 n—l -] n
= (1 =u+ o0 + (=1) +-agé-(}-‘:+%—ul?.(u).

En généralisant la définition des Rn(u) et R(u) , on obtiendrait un théoréme
de résolution explicite pour l'équation (}“ +7u).X =y, quand z est un zéro de
det(/lw + zu) , qui implique l'assertion faite plus haut relative a 1'égalité de

379



A. GROTHENDIECK

l'ordre du zéro et la multiplicité de la valeur propre correspondante. Nous nous
dispensons de développer ces formules, qui résultent essentiellement de la formule
(12).

2+ Théorie de Fredholm dans les espaces de Banach.

Nous supposons connue la définition du produit tensoriel topologique complété
Qi Ei de n espaces de Banach Ei . C'est le complété du produit tensoriel or-
dinaire pour une norme telle que, pour tout espace de Banach F , on alt un
isomorphisme d'espaces normés

N
(19) B(El y sve En H F) = L(Oi Ei H F)
le symbole @ Ei joult des propriétés de commutativité et d'assoclativité usuels,

ot on peut développer la notion de produit tensoriel d'applicationslinéaires dans
ce nouveau cadre.

Soient E et F deux espaces de Banach, on a une application bilinéaire canoni-
que de norme &1 (x',y) —x'ey de E'xF dans L(E ; F) , d'ou une
application linéaire u — 73U de norme €1 de E! a F dans L(B ; F) . Les
opérateurs qui proviennent de l'espace E! @ F sont appelés opérateurs de Fredholm

de E dans F ; l'espace de ces opérateurs est muni de la norme quotient de

celle de E!' & F , appelée norme-trace (on ne sait pas si 1l'application

E' ¢ F —3L(E ; F) est toujours biunivoque). les u & E! ®F sont appelés noyaux
de Fredholm (11 semble qu'il faille les distinguer des opérateurs de Fredholm
qu'ils définissent).

Un opérateur de Fredholm est compact, comme limite d'opératours de rang fini. Si
ue E' &F , ot s1 A est une application linéaire continue de F dans un Banach
G (resp. do G dans E), on définit le composé Au (resp. ud) qui est un noyau
de Fredholm EE' 2 G (rGSp. €G' @F) par Au= (L eA).u (resp.ud = (tAe);\).u)
On aura Au = A% , ﬁl =% A . On définit aussi le composé de deux noyaux de
Fredholm u ®E'@ F et veF' 8G par vu =vu = vif €E! s G . Les propriétés
usuelles d'associativité sont valables. En particulier, E! @ E apparaft comme
une algdbre normée compléte ; elle n'a un élément unité que si E est de dimension
finiee Sinon, on lui ajoute un élément unité, ce qui donne un sens au probléme
d'inversion de 1 +u(fu€E s & E) . On montre d'ailleurs que l'inverse existe si
et seulement si l'1nverse de 1+ W existe dans L(E ; E) (donc le spectre de
u dans l'algdbre obtenue par adJonct:Lon d'une unité & E' @8 E est identique au
spectre de U dans L(E ; E)) .
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LA THEORIE DE FREDHOLM

Soit E un cspace de Banach. la formule (1), compte-tenu de la majoration de
Hadamard pour le déterminant, montre que lxn(x{ 8 Xy seey xl'l @ xn) est une

forne 2n fois lindaire, de momme Lk = 2/ , donc définit une forme 1liné-
aire de norme kn sur @(E' ® E) , d'od une forme n fois linéaire,de norme
kA (0 5 eee, w) sur (B'Q ®E)" , évidemment symetrique. On voit de méme
que Rn(u1 y see » W) peut se définir pour des u; & E! ‘e E comme un opérateur
continu dans E , P&: étant alors une application n fois linéaire symétrique,
de norme < (n + 1)kn+1 , de (B! ®E)® dans L(E ; E) (voir formule (13)).
Majorant k & l'aide de la formule de Stirling, on trouve que les séries (8) et
(17) sont des séries convergentes, représentant des fonctions entidres de la
variable u & E! aE » & valeurs scalaires, respectivement a valeurs, dans

L(E ; E) . Cela définit det(l +1u) et R(u) comme des fonctions entidres de
u€eE' OFE (mais si l'appllcatlon canonique E'@E —L(E ; E) n'étalt pas
biunivoque, ces fonctions ne seraient pas définies sur l'ensemble des opérateurs
de Fredholm eux-mémes). Les identités établies au paragrephe 1 restent valables
par un passage & la limite trivial, d'ol aussitft 1l'extension du théoréme de
Fredholm algebrique (et en particulier de la formule de résolution (18)) au oas
des opérateurs de Fredholm. De plus, d'aprés les propriétés de continuité connues
du systéme des valeurs propres d'un opérateur compact variable, et du systéme des
zéros d'une fonction entiére variable, on trouve par passage & la limite & partir
de u€eE'eE 1le

/7 N
THEOREME 2. - Pour tout u €E' ®E , les zéros de det(l + zu) sont les 2z
tels que =~ 1/z soit valeur propre de e ; avec égalité entre multiplicité d'un
zéro et de la valeur propre correspondante.

D'ailleurs, ce théoréme pourrait s'obtenir aussi sans l'aide de la théorie des
opérateurs compacts, par 1l'étude algébrique directe du cas singulier
det(}h + zu) =0 , déja signalde & la fin du paragraphe 1. On obtient de nouveau
en les préeisant, les théorémes de Riesz, dans le cas des opérateurs de Fredholm.
Ces méthodes valent de plus sur un corps valué complet quelconque de caractéris-

tique 0 .

3« Opérateurs de Fredholm définis par une intégrale.

La détermination des opérateurs de Fredholm de E dans F (E, F espaces
de Banach) revient a la détermination de E!' §'F . Ainsi, si F = L (n) ('\k R
mesure sur un espace localement compadt M), on sait que E! ’\Ll(rk) = LE'(P‘) ’
espace des fonctions vectorielles sommables, & valeurs dans 1l'espace de Banach
E' o Prenons plus particuliérement E =F = Ll(‘A) , on voit que les opérateurs
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de Fredholm dans Ll( ) sont définis par des noyaux mesurables N(s , t) sur
M x M, & savoir les noyaux qui peuvent se ragarder comme des fonctions sommables
de t & valeurs dans l'espase de Banach des fonctions mesurables et bornées de
8 ; la norme=~trace de N est

5(supenmesure IN(s , t)1) drx(t) .

On en conclut que si M est un espace localement compact muni de \& s 81
fe IF( }L) ot s1 g est une application scalairement mesurable et bornde de M
dgns E' , alors 1l'intégrale faible

(20) u= 5 (t) o 2(t)apt)

(dans L(E ; F) mis en dualité avec E @ F!) existe, et donne un opérateur de
Fredholm de E dame F . Plus preclsement on peut defmlr u comme un élément de
E' @ F lui-méme. En effet, puisque I‘F( ) =1} (W) @F » 11 suffit de définir u
pour f=¢@ea (»I( € L} (r\ ), a &F) comme une fonction tri=linéaire contimie
de g, f, a &valeurs dans E' @ F » ce qui est immédiat. On calcule sur le
symbole intégral (20) en toute sécurité par cette méthode, en particulier on trou-
ve, dans le cas E =TF ;

(21) tru = 5< £(t) , g(t)> ap(t)

plus généralement

A~
(22) ® (u) =§11T XJ‘ det ( <£(t,) g(tj)>)1£i’jénd‘.l(tl) een Ap(t)

formule qui résulte immédiatement de (1). Cela permet de calculer le déterminant
de Fredholm de u , et on peut développer des formules intégrales analogues pour
les Rn(u) et leurs généralisations. On notera qu'on a inter8t a calculer les
uRn(u) = Rn(u)u plutdt que R (u) lui-méme, car les premiers sont des noyaux de
Fredholm contrairement a Rn(u) « Cela n'a pas d'inconvénient si on se borne a
écrire les formules de Fredholm (18) & 1l'exclusion de la premidére (qui seule fait
intervenir R(u) et non uR(u)).

Notons en passant que tout u€E!' @ F peut se mettre sous la forme (20), o m
est la mesure sur l'ensemble des entiers obtenue en plagant la masse + 1 en

chaque point.

Cas particulier classique. - Soient K , L deux espaces compacts, L muni

d'une mesure M , soit N(s , t) une fonction continue sur K x L , elle défi-
nit un opérateur continu C(L) — C(K) par 1la formule

(23) Wep)e) = [0, ) gwap®)
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PROPOSITION. - \p =3 N+ st une application de Fredholu de C(L) dans C(K) «

En effet, 11 est du type (18), avec g(t) = £y (masse + 1 au point t) et
(£(£))(s) =N(s  t) &

Si K=1L, on peut donc développer les formules de résolution de Fredholm géné-

rales, et on retrouve les formules sous leur forme classique. Mais la théorie
générale du paragraphe 2 englobe des cas non classiques assez divers.

4, Compléments divers.

a. Soient E , F deux espages localement convexes séparés, on appelle applica=-
tion de Fredholm de E dans F une application linéaire composée d'une séquence

d'applications linéaires

ESE ﬁ;Fl 5F

oi E; et F, sont des espaces de Banach, X et  faiblement continues, et /6 une
application de Fredholm de E1 dans F1 . On constate que la théorie de résolution
développée précédemment subsistedans ses points essentiels pour les opérateurs de

Fredholm dans un espace localement convexe quelconquee.

be On montre que si u est un noyau de Fredholm, son déterminant de Fredholm
est de genre 1, donc la suite (?\i) des valeurs propres de U est de carré
sommable. Mais u peut 8tre tel que (Ri) ne soit de puissance (2 - § )-itme
sommable pour aucun & >0 (prendre un opérateur de composition convenable dans
C(T) , T tore & une dimension).

ce I1 y a un grand nombre de faits spéciaux dans le cas des opérateurs de Fredholm
u dans un espace de Hilbert. Signalons seulement que det (/J{“+ zu) est fonction

entidre de genre O @
(24) det(b%» zu) =T:,L|_ (}m+ z )\I_)
(le produit du second membre étant étendu aux valeurs propres non nulles 7\1 de

u , répétées suivant leurs multiplicités, suite qui est sommable). Cela signifie

eaussi que les formules (10) sont encore valables.

de Soit E un espace nucléaire, slors toute application linéaire bornée (i.e.
transformant un voisinage convenable de O en une partie bornés) de E dans un
espace localement convexe quasi-complet F est une application de Fredholm. De
plus, le déterminant de Fredholm d'un opérateur borné dans un espace nucléaire
quasi-complet est d'ordre O , i.e. se met sous la forme (24), la suite des valeurs
propres (>\.1) étant & décroissance rapide. D'ailleurs, il n'y a pratiquement
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jamais de difficulté pour déterminer concrétement les applications de Fredholm
d'un ou dans un espace nucléaire, dans chaque cas particulier.
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