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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1953)

SOLUTION ELEMENTAIRE D'UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES
A COEFFICIENTS CONSTANTS

[d'aprés B. MALGRANGE (1)]

par Laurent SCHWARTZ

1. Premiére recherche d'une solution élémentaire.

Soit D un opérateur différentiel & coefficients constants dans X" = RF* , Une
solution élémentaire est une distribution E telle que
(1) D.E=D& *E =%

L'idée naturelle est de chercher une tellesolution par transformation de Fouriers

Si E est tempérés, et si on désigne par P 1le polyndme en y transformé de
Fourier de D 8x s et par Fy 1ltimage de Fourier de E_, (1) équivaut 2
(2) PG, =1
de sorte que la recherche de Fy est la résolution d'un probléme de division,
dont on ne sait pas &'il a des solutions quand la variété d'équation P(y) =0
, 2

a des singularités trop affreuses (7).

Supposons trouvée une solution élémentaire E , on peut se poser le probléme
suivant ¢ Résoudre 1l'équation avec second membre
(3) D.T =4,

Pour cela, la connaissance d'une solution élémentaire n'est pas suffisante. Si
Ee€ J', on pourra résoudra (3) par

(4) T =E % A + solution de 1'équation homogéne, pour A€ ©p .

Si Ee (Dé » coette formule sera valable pour A€S', De toute fagon, une telle
formule ne serait valable pour toute AE®'que si E€¥' , ce qui n'arrive

jamais (sauf pour D = identité).

1
(") L'ouvrage de MALGRANGE est paru depuis le présent exposé [3]s Les notations
sont celles de la théorie des distributions.

*) Ce probleme de division vient d€tre résolu par HORMANDER, et, dans un cas
plus général, par LOJASIEWICZ (démonstration non encore publiée).
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2, L'espace S (r) .

Soit I uh ensemble non vide du dual Y' de R*. § (r) est l'ensemble des Py
fonctions indéfiniment différentiables sur X° s telles que, pour tout yer , la
la fonction exp(-2 W< x, y>) P(x) soit dans ‘Sx « On mettra sur S(r) 1la
topologie la moins fine rendant continuesles applications ‘Y —¥ exp(- 2W<Lx.y>)
de S (r) dans & . Si f‘ est 1l'enveloppe convexe de r s S (?) est algébrique=
ment et topologiquement identique & S(I) , on peut donc supposer [ convexe ;
les dérivations, les translations ou convolutions avee ¥' , les multiplivations
par des polyndmes ou par ©y » sont des opérateurs continus dans 5 () « A dé-
faut de pouvoir montrer que D est un monomorphisme de S dans lui-méme, on

a le théoréme suivant

THEOREME 1. = D est un monomorphisme (3) de S () dans lui-mfme, dés que

est ouvert.

Autrement dit, si 9y€3 (I') est telle que D.¥ converge vers O dans S(T) ,
alors \ converge vers O dans 3 (r) « On peut toujours choisir un systéme d'axes
tel que

0
(5) D= Gl G+ ki P

ou les Dk sont des dérivations en 3?52— 9 eee £— « I1 suffira alors de démone
n

trer que D est un monomorphisme dans S (I') , lorsque © est un segment ouvert
(a, b) situé sur l'axe des y; o

La démonstration repose alors sur la théorie des fonctions holomorphes d'une
variable complexe. Soit Y& S (a , b) g;\‘;=‘\lf est une fonction de y qui, pour
tout systéme (y, » Vg oo yn) se prolonge en une fonction holomorphe de
yp +iyy pour W € (-b, ~a) « Mais la formule de Jensen montre que, si §
est un polynfme unitaire en Z de degré p , G une fonction holomorphe de 2
dans le disque |Z| <R, ona

(6) |c(0)| < ( sup lQ(z) G(z)|)/RP
|z]'<r

L'intérét de cette majoration est que son coefficient (le meilleur possible)

est indépendant des coefficients du polynfme Q . On en déduit que si

(3) Monomorphisme = homomorphisme (au sens de Bourbaki) biunivoque, épimorphisme =
homomorphisme sure.
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a<c=-R<c<c+R<b, onaura

. . 1 s .
(7) My -icsypseeeyy,) |$;§ sup ]\Ir(yl-l\( Vosee .,yn)P(yl-:L MEZTA .,yn) |
Vys¥pee Ty 4
+
¥ =c~R

En écrivant des inégalités analogues pour les produits de polynbmes par des
dérivées de ¥ , et compte tenu de ce que ‘l’(yl e, Yy p eeey yn) est 1'ima-
ge de Fourier de exp(~2Tex;) @ (X , X, 5 «ov xn) , on a bien montré que si
oxp(~ 29 (c z R)x; )D ¢ converge vers O dans § , alors exp(- 2 cx.l) ¥ conver=

go vers O dans & ,
C.Q.F.D.

oy , on en déduit par dualité :

En appliquant le théoréme 1 &
COROLLAIRE. - D applique (S (M)' sur (S(M))' (1)

3. Existence d'une solution élémentaire.

Un élément de (.§(r))' est une distx(:':}bution dtordre fini dont la croissance
est slrement majorée & 1'infini par 62' Cz , C Yborne supérieure de la distance
d'un point de T & 1'origine, (.5‘(!"1))‘ > (S(rz))' si Mo r2 ; en particulier
si rD{O} y (8(r))* >8'. Donc, d'aprés le corollaire ¢

THEOREME 2, = Il existe une solution élémentaire E de l'opérateur D ; gquelle
que soit A€S', et £>0, il existe T € (§ (Bé))' (BE. = boule de centre
0 et de rayon g),doncd ordrefini etmajorée & 1'infini par exp(R9Yer) , telle
que D.T =4, (On ne sait pas s'il existe T € &' s ni sl Ee §! (4bis) .

4, Opérateur D dans les espaces et g

THEOREME 3. ~ D est un monomorphisme (fort ou faible) de ®' dans ‘et un
épimorphisme (fort ou faible) de @ sur g, .

si Te%, (K compact do X'), et si D.T—»0 dans 8% 1la formule
T =E % DT montre que T converge vers O dans BIK « Donc D, restreint
a ‘S'K est un monomorphisme, donc D.B'K est complet donc fermé dans &' , ou

il est aussi faiblement fermé (& étant réflexif).

D'aprés le théoréme de LIONS [2] sur le support d'un produit de convolution [2]
si K est convexe, D.‘&;( = (D, B)N 8'}\ ; alors D.®' est un sous-espace

4 2
S ) Le transposé d'un monomorphisme d'un espace de Fréchet dans un espace de
Fréchet est une surjection.

(4bis) On le sait maintenant grice & la soluti . .
voir note 2 . grace & la solution du probléme de la division,
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vectoriel de ‘E,' dont l'intersection avec chaque \G'K et par suite avec chaque
enscmble borné faiblement fermé de &' est faiblement fermée ; d'aprés un théo-

réme de Banach, D. %' est faiblement fermé dans ¥' . Cela prouve que 1.‘D est

un homomorphisme faible ou fort de ¥ dans ‘¢ , donc un épimorphisme puisque

D est biunivoque ; alors D est un monomorphisme faible (et on peut démontrer
qu'il est un monomorphisme fort, parce que & est un espace de Fréchet-Schwarts) (5)

v
En substituant ensuite D & D, on démontre bien le théoréme.

COROLLAIRE. - Quelle que soit & €%, il existe f€ % telle que D.f =d
(Propriété entiérement nouvelle ; méme pour D = A , non triviale).

5. L'opérateur D dans les espaces (9 et (o »

Soit k 1l'ordre de la solution élémentaire E .
Soit fc—“@'; si D.Yecbl;{uk y K convexe compact, alors \p =E x De g e@"

et mefie e@];(l (théoréme de Lions). De plus si Dy —+0 dans @f(ﬁk , alors

¥ — 0 dans @IKn ¢ Soit V= (D.®") N @mk . Nous venons de montrer que si
Do =0 dans V munt de la topologle limite inductive © des V n@EE,
Y =~ 0 dans @m s mais cette topologie limite inductive © est plus fine que
la topologie induite par @mﬂc , de sorte que nous ne savons pas si, lorsque
DY — 0 dans o™k sy ¥—+0 dans " .

Nous utiliserons le lemme suivant.,

LEMME. - Si E est limite inductive stricte d'une suite d'espaces E,, , et

si H est une partie convexe de E tel que chacun des H NE, soit compact
dans E,, , alors la topologie induite par E sur H est identique & la limite

inductive localement convexe des topologies des H N E» .

Nous prendrons ici E = @m+k , E)J = &)zﬂc , H = sous-ensemble de V formé

des a?eV dont les dérivées (au sens distributions) d'ordre < m +k +1 sont

des fonctions majorées par 1. Sur H , la topologie limite inductive des

HO0 @;ﬂk est plus fine que © ; elle doit d'aprés le lemme Stre identique 2 la

topologie induite par @mﬂc , donc sur H la topologie © est identique & la
m+k . . ©m+k+l _ m+k+1

topologie induite par @ « Meis si D.y € N et —» 0 dans @ N ’

elle fini par 8tre dans H et —> 0 dans &™* | donc ¢ —» 0 dans (" . D'od

(5) & a 6té appelé par GROTHENDIECK "espace de Schwartz! si, quel que soit le
voisinage WU de O , disquéz il existe un autre voisinage v de 0, vcW tel
que 1l'imags de v dans l'espace normé séparé 8%\. soit précompacte.
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THEOREME 4. - Si 1'on munit GO de la topologie W la moins fine rendant
continues toutes les immersions de @9 dans les @m s D est un monomorphisme.

REMARQUE, = D.(2 = (D €')NG) est fermé dans GO .
Ie dual de G—D(n, est l'espace @F des distributions d'ordre fini sur R . D'ob
en raisonnant sur °D 5 le théoréme 4 donne par dualité.
4 ~ N U
THEOREME 5. = B applique G sur @Oy .

Quelle que soit A , distribution d'ordre fini, il existe T , distribution

4

d'ordre fini, telle que D.T = A . Plus précisément si A € GO™ s 11 existe
'm+kc+1
T 6™ ket s telle que D,T =4,

.o~ 6
Cela ne permet pas d'affirmer que D.G) =@ ().

6. Cas des opérateurs hypoelliptiques.

L'opérateur D est dit hypoelliptique si T C—.@' est une fonction indéfiniment
dérivable dans tout ouvert £ od D.T est une fonction indéfiniment dérivable.

THEOREME 6, - Si D est hypoelliptique, il applique @D sur 6.

Car doit E la solution élémentaire. Dans le complémentaire de l'origine c'est
une fonction indéfiniment dérivable. Donc, si ae(®est égale 4 1 sur un voisina-~
ge de 0 de R° y 5 =%E est une paramétrix c'est-a-dire o e&et

(6) Dew=%~-L, Le® .
Alors, si A€e@:
A= LwA . @ .
* +De(Wr»A) €D
é@:D.'& € D.0’
REMARQUE, - Comme D@ est fermé dans & » D est un homomorphisme faible

de (9" dans @ , et comme il est épijectif, c'est un épimorphisme faible,

REMARQUE. - On démontre sans difficulté que le quotient &/DY¥ (resps ®/DG")
est 1'espace vectoriel de cohomologie de K- , H (& ;3 ), ou § est le
faisceau des germes de fonctions indéfiniment différentiables(respe des germes
de distributions) solutions de DT = O . Cela prouve par une autre méthode que,

(6) Ce théoreme a été démontré depuis par EHRENPREIS (1], EHRENPREIS a publié
beaucoup de travaux dans cette direction, et a retrouvé indépendamment plusieurs
des théorémes énoncés ici.
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si D est hypoelliptique,
@/@'= €/ = {0} ,
donc, D® =®,
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