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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1953)

FONCTIONS ET VARIéTES ALGEBROIDES

par Henri CARTAN

d'aprés HIRZEBRUCH [2] .

1. Notions générales.

Pour comprendre 1'exacte portée des problémes résolus par Hirzebruch dans des cas
particuliers, il est bon de dégager d'abord quelques notions générales.

On suppose connue la notion de variété analytique complexe. Il s'agit de la géné-
raliser, de manidre 3 inclure éventuellement des singularités internes d'un certain
type~ On introduit d'abord, & titre auxiliaire, l'espace k&n de tous les germes de

diviseurs irréductibles de l'espace numérique complexe Cm1 (un germe de diviseur
irréductible, en un point a € le , est défini par la donnée d'un germe de fonction
holomorphe \f au point a , défini 2 le multiplication prés par une fonction holo-
morphe # O , ¢ étant supposée irréductible). On définit sur f’n une topologie
évidente. Un point de % n est dit régulier si le diviseur correspondant peut

8tre défini par l'annulation d'une des coordonnées locales (pour un choix convenable
des coordonnées locales au point a considéré). L'ensemble des points réguliers de
ﬁn est un ouvert partout dense de E’n , et est muni d'une structure de variété
analytique complexe de dimension n . Pour tout ouvert UC ‘Sa , on appelle fonction
holomorphe dans U toute fonction f & valeurs complexes, définie et continge dans

U, qui est holomorphe auxpoints réguliers de \E’n .

Soient U un ouvert de 811 et U! un ouvert de \&p 3 une application analy~-
tique de U dans U' est, par définition, une application contimue g : U — U!
telle que, pour tout point a ©U et tout germe ‘f de fonction holomorphe en
gla) e ur, \f o g soit un germe holomorphe au point a €U . En particulier, g

sera un isomorphisme analytique si g est un homéomorphisme de U sur U! (ce qui
exige n =p), et si g et g_l sont analytiques.

DE’JFINITION 1. - Un espace analytique icéiéral de dimension n (ou simplement espace
analytique) est un. espace topologique séparé X , muni d'un recouvrement par des
ouverts Ui , et muni en outre, pour chaque i , d'un homéomorphisme £, de U:!.
sur un ouvert V an » de maniére que, pour U, ﬂUj £0, fj o (f:‘__)"1 soit
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un "isomorphisme analytique" de f, (Uif\ Uj) CV, sur fj (Ui n Uj) CV:j .

La notion d'"espace analytique général" généralise celle de variété analytique
corplexe, Tout sous-ensemble ouvert d'un espace analytique est évidem-
ment muni d'ume structure d'espace analytique. On a une définition évidente de la

notion de fonction holomorphe sur un espace analytique, ainsi que de la notion

d'application analytique d'un espace analytique X dans un espace analytique Y ;
d'ol en particulier la notion d'isomorphisme de deux espaces analytiques.

Un point d'un espace analytique X (de dimension n) est uniformisable s'il pos-
séde un voisinage ouvert jisomorphe & un ouvert de ¢” . L'ensemble des points uni-
formisables est un ouvert, qui porte une structure de variété analytique complexe.
Soit f wun isomorphisme d'un ouvert VCX sur un ouvert UC%n 3 tout aeV
tel que f(a) soit régulier est uniformisable, mais la réciproque n'est pas vraie
(exemple : pour n =1 , dans 1l'espace 02 , le diviseur défini par
x2 - )) = 0 définit un ouvert VC‘&1 ; le germe défini a 1l'érigine par ce divi~
seur n'est pas un point régulier de € 1 néanmoins c'est un point uniformisable

de V , considéré comme espace analytique général).

”
DEFINITION 2. - Un sous-ensemble Y d'un espace analytique général X est appelé

sous—-ensemble analytique si

19 Y est fermé deans X
2° au voisinage de chaque point a& Y, Y peut &tre défini par l'annulation

d'un nombre fini de "fonctions holomorphes" au voisinage de a .

Il est classique que le "germe de sous-ensemble" défini par Y au point a &Y
est réunion d'une famille finie de germes irréductibles, et que l'on peut défi-
nir, sur l'ensemble de tous les germes irréductibles définis par Y , une structure
d'espace analytique général. Cet espace analytique, associé &, Y , sera noté Y H
1ltapplication Y ~—> X qui, a chaque germe de Y en l'un de ses points y , asso-
cie le point y € X , est propre et analytique. Dans cette application, l'image de

chaque composante connexe de £4 est ce qu'on appelle une cemposante irréductible

n
du sous-ensemble analytique Y . Si toutes les composantes convexes de Y
sont de dimension £ p , on dit que le sous-emnsemble analytique Y est de dimension

Lp ;5 si Y est connexe de dimension p, on dit que Y est de dimension p .

On peut démontrer, en utilisant [5] : si X est un espace analytique de dimension
n , l'enzemble des points non uniformisables de X est un sous-ensemble analytique

de dimension Xn - 2 . En particulier, tout espace analytique de dimemsion 1 est
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une (véritable) variété analytique complexe.

2. Réduction des singularités.

PROBLEME 1, - Soit donné un espace analytique général X , de dimension n>2 .
On cherche une variété analytique complexe (i.e : un espace dont tous les points
gont uniformisables) X' , et une application analytique f de X' sur X satis-

faisant aux conditions suivantes @

() £ est propre (i.e. : 1'image réciproque d'un compact est un compact) ;
(b) si R désigne l'ensemble des points uniformisables de X , la restriction de
f & l'ensemble ouvert f-l(R) est un isomorphisme de f_l(R) sur R .

On ignore si ce prooldme admet toujours une solution.

HIRZEBRUCH le résout lorsque X est de dimension 2. Alors les points non unifor-
misables sont isolés ; 1l'image réciproque f_1 d'un tel point est un sous-ensemble
analytique compact de X' ; on dit qu'on a fait néclater” le point.

I1 se pose une question d'unicité : peut-on trouver une solution "minimum" du
probléme 1, c'est-a~dire telle que, pour toute autre solution (Xi ) fl) s 11
existe une applieation analytique g : Xi =) X! sgsatisfaisant a fl =fog ?
Cette question, dans le cas n =2 , n'est pas complétement résolue par HIRZEBRUCH.

Soit Y un sous-ensemble analytique (définition 2) d'une variété analytique com=
plexe X . Un point y €Y est dit régulier si 1l'on peut choisir les coordonnées
locales de l'espace X (au point y) de mamidre que, au voisinage de y , Y soit
défini par 1l'annulation de certaines coordonnées locales. Un poinf non régulier de
Y est dit singulier. L'ensemble des points réguliers de Y est ouvert et dense
dans Y ; l'ensemble des points singuliers de Y est un sous-ensemble analytique
de X . Soit ?, 1'espace analytique associé & Y ; il est clair qu'un point régu-
lier de Y est l'image d'un point unique de %’, qui est uniformisable ; mais
1l'image d'un point uniformisable de Y n'est pas nécessairement un point régulier
de Y . Lorsque tous les points de Y sont réguliers, on dit que Y est une Sous-
variété analytique de X (on identifie Y et ?).

PROBLEME 2., = Soient donnés une variété analytique complexe X et un sous-ensem=-
ble analytique Y . On cherche une variété analytique complexe X' , une sous-varié-
té analytique Y' X' , et une application analytique f de X' sur X , jouis=~

sant des propriétés suivantes
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(A) £ est propre ;
(ﬁ.) ltimage f£(Y') est Y ;
(§) si S désigne 1'ensemble des points singuliers de Y , la restriction de

£ a3 x gt (8) est un isomorphisme sur X - S .

HIRZEBRUCH résout le probléme 2 quand X est de dimenaion 2 et Y de dimension 1.
Alors les points de S sont isolds : l'image réciproque T d'un point de S est
un sous-ensemble analytique compact de X' .

Le probléme 2 est en rapport étroit avec le fameux probléme de la "réduction des

singularités" d'une variété algébrique Y dans un espace projectif X .

3. Eclatement : procédé de Hopf [3] .

Soit O 1ltorigine de C" (n »2) : on va faire éclater le point O dans C° ,
en substituant & O un espace projectif complexe Pn
soit G le graphe de l'application canonique de CR -{O% sur Pn—l (c) ; dans

1'espace=produit X = CN x Pn—l (C) , la réunion X' du graphe G et de 1'ensemble

-1(€) « D'une fagon précise :

{O)S’ x Pn-l (C) est une sous-variété analytique de dimension n (sans singularité) :
car soit (al s eee an) un systéme de coordonnées homogénes d'un point

ae Pn-l () , et supposons par exemple a8 £0 ; les points de X voisins de

(0, a) sont définis par 2n - 1 coordonnées locales Zyos see s Zy 5 Xy s ey X3
les points de X' sont ceux pour lesquels

(1) 7 =2 X (2 €ign) ;

donc 2y 5 X, 5 ++eyX ~constituent un systéme de coordonnées locales pour la varié-

té analytique complexe X' .

Les formules (1) montrent que la projection de l'espace C" x P (C) sur son
premier facteur ¢® induit une application analytique f de X' sur ¢ . I1 est
clair que f—l (0) est isomorphe & Pn_1 (C) , et que la restrictionde f & G est

in isomorphisme de G sur c? —{0}' « En outre, l'application f est propre.

Soit maintenant L{? un isomorphisme analytique d'un voisinage ouvert U1 cc?

sur un ouvert U, de c®, avec O €y, , 0 €1, , (¢(0) =0 . Alors il e:iciste
un isomorphisme analytique \p' et un seul de X{ = £t (Ul) sur X} = £ (U2) s

tel que le diagramme suivant soit commutatif :
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1
X} —— X',
T
U1 ._.i..—) U2
ou fy (resp. f, ) désigne la restriction de £ 3 X/ (resp. X') I1 en ré-

su.lte que l'operatlon d'éclatement peut se définir en un point O d'une variété
analytique complexe V de dimension n : on choisit des coordonnées locales pour
la définir comme ci-dessus, et le résultat obtenu est indépendant du choix des coor—
données locales. L'espace projectif P (C) , substitué au point O par éclate-
ment, s'identifie canoniquement & l'espace des directions tangentes & V au point

0.

Ceci conduit & une extension du procédé précédent : soit W une sous-variété

analytique (sans singularité) de dimemsion p , dans une variété V de dimension n .
On ix;xtroduit, en chaque point a €W , l'espace Ta des éléments plans de dimension
p + 1, tangents & V et contenant 1'élément plan de dimension p tangent a W ;
Ta est isomorphe a P nep- I(C) La réunion des T (a €W) a une structure de
variété analytique complexe W' , de dimension n -1 , fibrée par Pn = l(C) ’

de base W . On peut alors deflnir une variété analytique complexe V' de dimension
n , contenant W' , et une application analytique f de V' sur V, qui applique
W' sur W (de fagon précise, f(T ) -{ } s et £ est telle que la restriction
de £ & V! ~-W' soit un 1somorph13me sur V -W). On dit que le couple (V! , f)
est obtenu par un éclatement de Hopf le long de W .

Le processus d'éclatement peut 8tre itéré un némbre quelconque de fois. Par ex-
enple, soit fl : V - V obtenu par éclatement de V en un point a € v 3
prenons un point a, € £ (a ) , et soit f, : V, — V, obtenu par éclatement de
V, en a, ; prenons un point a; € f (a, ) etc.

En général, on dira qu'une application analytique f d'un espace analytique X'
de dimension n sur un espace analytique X de dimension n est un éclatement
si f est propre, et s'il existe un sous-ensemble analytique S CX , de dimension
& n -1, tel que la restriction de f & f—l (X - S) soit un isomorphisme sur

X - S . On dit alors que f est un éclatement relatif & S .

Soit un éclatement f : X' — X , relatif & un sous-ensemble analytique S CX ,
et soit Y un sous-ensemble analytique de X dont aucune composante irréductible
ne soit contenue dans S . L'image réciproque f-l (Y) est un sous-ensemble analytique
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de X' 3 mais on peut aussi définir une image réciproque restreinte f*(Y) ’

comme suit : considérons les composantes irréductibles de £t (Y) dans X', et
parmi elles celles non contenues dans f-l (8) ; 1a réunion de ces derniéres est
le sous-ensemble analytique £ (Y) cherché ; £*(Y) est aussi 1'adhérence, dans
X', de £t (Y -YNS) . 0On voit que £ (Y) est réunion des deux sous-ensembles
analytiques £*(Y) et £1(¥NS) .

Transitivité ¢ soit g : X" — X' un éclatement relatif & S'C X' , et supposons
£(S') CS ; alors h=1f o g est un éclatement de X relatif 3 S . Soit Y un
sous-ensemble analytique de X dont aucune composante n'est contemue dans S 3
alors aucune composante de f* (Y) n'est contenue dans S' et 1l'on peut considérer
g*(f* (¥)) . Op démontre que

(2) g*(£* (1)) = n*(¥) .

4, Les résultats ds Hirzebruch.

/ N
THEOREME 1, -~ Soit X une variété analytique de dimension 2, Y un sous-ensemble

analytique de dimension 1, S 1l'ensemble des points singuliers (isolés) de Y . On

peut faire éclater X auxpoints de S (par un procédé de Hopf itéré) de maniére

que, en désignant par f : X! =9 X l'application d'éclatement, 1'ensemble £*(x)

soit une sous-variété (sans point singulier dans X')

Ceci constitue évidemment une solution du probléme 2 dans le cas des dimensions

envisagées.

D'autre part, HIRZEBRUCH démontre :

’ AY
THEOREME 2, - Le probléme I a toujours une solution pour n =2 ,

Pour le démontrer, il suffit de considérer le cas ou l'espace analytique X,
de dimension 2, posséde un seul point non uniformisable & . Au voisinage de a ,
X eost isomorphe & Y , o Y désigne un sous-ensemble analytique dans un ouvert
U de C3 contenant l'origine O €Y ; tous les points de Y sont réguliers sauf
ltorigine O (qui correspond a g_). On peut supposer que U est un produit
x,y)ev, Izlé'a}

V désignant un ouvert de 02 e Soit W 1la sous-variété =z = 0 dans U . HIRZEBRUCH

prouve, en utilisant le théoréme 1 :

. N "'1 r
LEMME. - Il existe un éclatement g : U' =) U relatif & W, tel que g (Y) = ¥*
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ait un nombre fini de points singuliers au voisinage de chacun desquels Y' est
isomorphe a un germe
(3) P = LY (1&g ¢p, q premier & p)

3

au voisinage de l'origine de C” .

Pour achever de résoudre le probléme 1 pour X , il suffit de résoudre le probléme
1 pour le germe (3) au voisinage de 1l'origine (pointnon uniformisable). Pour cela, on
considére, dans 3 , l'ensemble analytique 2 défini par (3),,et on résout le
probléme 2 : on cherche un éclatement @ A - 03 relatif & S (défini par
x=0, z=0) tel que ({’*(Z) soit une sous-variété (sans singularité) de A .

Ceci est possible : on le voit en utilisant un algorithme d'Euclide :

p=bq-r, (O$r2<b1)
q=byr, - ) (0$r3 4r2)
rs_l =bs rs .

A chacune de ces opérations on associe un éclatement de Hopf itéré. Ce processus

topologique correspond & un processus algébrique indiqué en 1908 par JUNG [4] .

EXEMPLE., = p=5, q =2 . Faisons d'abord un éclatement de Hopf le long de
x =2 =0 : cela revient & poser x/z =u, u étant le paramétre complexe (pouvant
8tre infini) de la droite projective introduite en chaque point ou x=2=0 .
Dans 1l'image réciproque restreinte de z5 - x3 y = 0, les points singuliers corres-
pondent & u=0, 2z =0 ; ce sont les points singuliers de la surface

Z2"'u3y=00

On fait un nouvel éclatement de Hopf, en posant z/u =t ; t reste fini, et on
trouve

tz ~uy =0,
avec le point singulier isolé t =0, u=0, y=0.0n fait un éclatement de
Hopf en ce point ; alors l'image réciproque restreinte n'a que des points réguliers.

Dans le cas général de la surface (3), considérons 1'éclatement composé
W:A = ¢ s et 1'éclatement ¢ : B —) Z induit par P sur B = \()*(z) .
HIRZEBRUCH explicite la variété analytique B (de dimension 2), qui est réunion
d'un nombre fini d'ouverts Bi pour chacun desquels on a des coordonnées locales
u, , vV, et une expression explicite de 1'application '\yi (restriction de <\ a
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Bi)' Ceci rejoint l'ancien point de vue de Jung ¢ il est possible de couvrir
un voisinage de l'origine, dans Z , par un nombre fini d‘ouverts pour chacun des-

quels on a une représentation paramétrique i 1l'aide des variables u; , ¥ de Bi .

i
De plus, Hirzebruch, par un raisonnement subtil, montre que l'éclatement

¢ B = 2 qu'il définit explicitement, a un caractére universel : tout autre

éclatement qui résout le point non uniformisable de Z est composé d'un éclatement
B! — B et de (Voir (2] p. 18).

5. Les points d'indétermination d'une fonction méromorphe.

Soit m une fonction méromorphe sur un espace analytique X ¢ cela signifie que
m s'éerit localemsnt comme quotient de deux fonctions holomorphes. Si f : X' =3 X
est un éclatement, m o f est évidemment une fonction méromorphe sur X' . Suppo=-
sons que X soit de dimension 2, et que l'on ait choisi 1'éclatement f de maniére
que X' soit une (véritable) variété analytique de dimension 2. La fonction

mo f =g peut avoir des points d'indétermination isolés. On démontre qulavec

des éclatements de Hopf itérés, on peut faire disparaftre les points d'indétermina-
tion de f .
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ADDITIF

Sur la théorie des "éclatements, voir :

HOPF (Heinz)..- Schlichte Abbildungen und lokale Modifikationen 4-dimensionaler
komplexer Mannigfaltigkeiten, Comm. Math. Helv., t. 29, 1955, p. 132«156,

[Juin 1957]

326



