JEAN-PIERRE SERRE
Cohomologie et arithmétique

Séminaire N. Bourbaki, 1954, exp. n° 77, p. 263-269
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1951-1954__ 2 263 0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1954, tous
droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1951-1954__2__263_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI
(Février 1953)

COHOMOLOGIE ET ARITHMETIQUE

par Jean-Pierre SERRE

La cohomologie des groupes joue un rdle de plus en plus grand en théorie du
corps de classes, aussi bien pour en exprimer les résultats que pour les démon-
trer. Les articles de HOCHSCHILD [2] (dans le cas local) et de WEIL [6] (cas glo-
bal) avaient déja montré 1l'utilité des groupes de cohomologie du groupe de Galois
d'une extension X/k , les coefficients étant, soit le groupe multiplicatif K"
(dans le cas local), soit le groupe Cp des classes d'iddles de K (dans le cas
global). Ces derniers groupes ont été déterminés, pour les dimensions 1 et 2 ,
par HOCHSCHILD-NAKAYAMA [3], et J. TATE [5] a montré récemment que leur déter-
mination compldte pouvait s'effectuer A partir de 13 par voie purement algébrique.

Nous démontrerons le théoréme de Tate au paragraphe 2, et dans les paragraphes
3, 4 nous en indiquerons rapidement quelques applications. Pour plus de détails,

le lecteur pourra se reporter a[1], I et II .

1. Cohomologie des groupes : rappel.

1.1. Notations.- Dans ce qui suit, G désignera un groupe fini, abélien ou non.
Un groupe abélien A osur lequel G opére & gauche sera dit un G-module, et l'on

posera :

NA = ensemble des o _ geg8d s Pow aeh (3 geq €8 N(a) est la

norme de a ).
QA = ensemble des aech , avec N(a) = 0 .
DA = sous-groupe engendré par les a - g.a , acd , geG .
FA = ensemble des a€d , avec g.a=a pour tout geG .

Lorsque le groupe G devra &tre précisé, on écrira NGA s ees , au lieu de
NA, ... .Les NA, QA , DA , FA sont des sous-groupes de A , et 1'ona :

N\CFA , DAcQ .

1.2.- Un G-module A est dit fin (ou G-fin, si 1l'on veut spécifier G) s'il

existe un sous-groupe B de A tel que A soit somme directe des g.B , pour g &G.

Si A est G-fin, il est a fortiori U-fin pour tout sous-groupe U de G .
Définition équivalente : A est isomorphe 3 Z(G) ® B , ou 2(G) désigne

1'algébre du groupe G sur l'anneau Z des entiers.
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Lorsque A est fin, on voit tout de suite que NA =FA et DA=QA .

1.3.~ Soit A un G-module. On définit classiquement les groupes d'homologie et
de cohomologie de G & coefficients dans A , notés Hi(G , 4) et HY(G, A).
Nous n'en répéterons pas la définition, renvoyant & HOPF, EILENBERG-MACLANE, etc.

Pour i = 0 , nous nous écarterons de la définition habituelle, et nous poserons :

H°(G , A) = FA/NA  (au lieu de FA)
HO(G , A) = Q4/DA  (au lieu de A/DA) .

1.4.- Suite exacte de cohomologie.~ Soit 0 —3» A —> B —> C —> 0 une

suite exacte de G-modules. Au moyen de la norme, on définit un homomorphisme ca-
nonique de HO(G , ) dans H°(G, A) , et 1'on vérifie directement que la suite :
H (G, 4)— H (6, B) —>H (G, ¢) —s H°(G , A) —> H°(G , B) —>H°(G , ©)
est exacte. Ceci conduit, avec TATE, 3 poser HO(G s A) = H—l(G , A) , et plus
généralement, Hi(G , 4) = gi-1

logie de dimension négative, et la suite exacte :

(G, 4) ; on obtient donc des groupes de cohomo-

e —> H(G, 8) —> K6, B) — H(G, C) —> B, 4) —> ...
est valable pour - ® £ 1 <+ o0 .

1.5.- Si A est fin, il est classique que H (G, A) = 0 pour - w<i <+ ®.

1.6.- Soit A un G-module arbitraire, et soit B =2(G)® A , oi G opére par
g.(z®a) = g.z®a . Posons Y(g®a) = g.a ; ceci définit un homomorphisme
de B sur 4 ; soit C 1le noyau de ¢ . Comme B est fin, la suite exacte de
cohomologie montre que :

H' (G, C) oy B 1(G , A) pour tout 1 .
1.7.- On peut inversement plonger A dans B en posant :
’\y(a)zzgéag—1®g.a , pour tout acAh .

Posons = B/A . On a alors :

HY(G , D) ag H*1(G , 4) pour tout i .

Les constructions 1.6 et 1.7 sont utilisées pour "décaler" les groupes de coho-
mologie. On notera qu'elles valent pour tout sous-groupe U de G , puisque B
est U-fin,
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2. Lo théoréme de Tate.

Dans tout ce paragraphe, G désigne un groupe fini, A un G-module.

2.1. LEMME.- Pour tout nombre entier p , soit G un sous-groupe de Sylow de
G, relatif & p . Si Hl(Gp,A)zo pour tout p , alors (G, A)=0.

Par décalage, on peut supposer que i =0 , et 1l'on est ramend 3 un calcul

élémentaire sur les normes.

2.2. LEMME.~ Si, pour un entier i, ona H-(U, A) = E*'(u, 4) = 0 pour tout
sous-groupe U de G, alors H(G, A) = O pour tout j .

A cause du lemme précédent, on peut supposer G résoluble ; si G est cyclique
on sait que Hj(G , A) ne dépend que de la parité de Jj , donc le lemme est vrai
dans ce cas. Nous pouvons donc supposer que G contient un sous-groupe invariant
U tel que le lemme soit vrai pour U et pour G/U . En outre, 3 cause du décala-
ge, il nous suffit de prouver que, lorsque i =0, ona H-I(G , A) = Hz(G , A)=0.

Le groupe G/U opére sur FUA , et on voit facilement que le couple
(6/u , F; A ) vérifie les I}ypot.héses 2.2 , donc que Hj(G/U , FUA) =0 pour
tout j ; d'autre part, H(U , A) = O pour tout j . En utilisant les relations
qui lient les groupes de cohomologie de G , U et G/U (voir par exemple [4]),
on en tire bien que H (G, A) = 0 ot HX(G, &) = 0.

2.3. LEMME.- Supposons que H—l(U , A) = 0 , et que H°(U , A) soit cyclique
S‘?, méme ordre que U , pour tout sous-groupe U de G . Alors
H(G, A) B (G, Z) pourtout i , %2 désignant le groupe additif des entiers

sur lequel G opére trivialement.

Soit a€FA un élément dont 1'image dans FA/NA = HO(G , A) soit un générateur
de ce dernier groupe. On voit facilement que 1'image de a dans HO(U , A) est
un élément d'ordre égal a l'ordre de U , donc est un générateur de HO(U , 4) .
Soit f: Z —> A 1l'application n —3 n.a ., Pour tout U, f définit donc un
isomorphisme de H°(U , Z) sur HE°(U , A) . Soit A4' la somme directe de 2(G)
et de A, et plongeons Z dans A' par n —> (n. ¢, £(n)) , ob

€ =3 gcG geZ(G) . Soit C= A'/Z ; on a la suite exacte :

Hlw, 8 > alw, o) —1@U, 2) —> U, 4') — B@U , ¢) —> " (v, 2).

Puisque 2(G) est U-fin, ona H-(U, A') oy H (U , A) powt tout 1 , d'od
HU , A') =0, ot KU, 2) aH(U, A') 3 comme en outre H (U , Z) = 0

265



J-P. SERRE

c'est le groupe des homomorphismes de U dans 2 » la suite exacte précédente
montre que K N(U, ) = K(U, €)= 0 , d'od (lemme 2.2) H (c , ) =0 pour
~tout i, d'oh par suite exacte :

H (G, 2) ¥ H(G, A')w H(a, 4) , C.Q.F.D.
Par décalage de deux unités, on tire de 13 le théoréme de Tate :
2.4, THEOREME. - Supposons que Hl(U A) =0 et que B (u, a) _Soit cyclique

de méme ordre que U , pour tout sous- -groupe U de G . Alors H (G, A) =~
i-2
M HET(G

» ) pour tout i .

2.5, COROLLAIRE. - FA/NA 4G/G' (on note G' Ile groupe des commutateurs de G).

En effet FA/NA -2

H(G, A) , et 6/¢' = H (G, 2) =H (G, 2) .

2.6. COROLIAIRE. -~ H2(G , A) = 0
En effet H (G, 2) = 0

4(G

2.7. COROLLAIRE. - H , A) o (groupe des caractéres de degré 1 de G ).

En effet H(G , Z) = mt(H (G, 2),8) ~ G .

Signalons que 1'isomorphisme du Corollaire 2.5 peut 8tre obtenu ainsi : on
prend un cocycle a(s , t) swr G ; & valeurs dans A , dont la classe de coho-
mologie engendre H2(G A) et l'onpose O(t) = 2:: G a(s , t) ; par passa-
ge au quotient, > définit 1'isomorphisme de G/G' sur FA/NA .

3. Cas local.

Soit k un corps local, c'est-a-dire un corps valué localement compact non
discret. Si 1'on excepte k=R et k= C » la valuation de k est non archi-
médienne, son groupe des ordres est 2 » et son corps des restes est fini. Si la
ceractéristique de k est 0, k est une extension finie d'un corps p-adique
Qp ; 81 la caractéristique de k est p, k est isomorphe au corps des séries

formelles a une variable sur son corps des restes.

Soit K une extension galoisienne finie de k » de groupe de Galois G . Le
groupe G opére sur le groupe multiplicatif K* des éléments non nuls de K ,
qui est donc un G-module, et l'on peut parler des groupes i (e, K* ) . D'aprés
un résultat général de théorie de Galois, H (G , K*) = 0. Le groupe H2(G , kK%
est cyclique de méme ordre que G : ce fait constitue le résultat principal de la
théorie du corps de classes local. On le démontre (Cf. [2] » ainsi que SCHILLING,
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Valuations) en se ramenant, grice aux "deux inégalités", au cas o K est non
ramifié (on peut éviter la seconde indgalité en utilisant le résultat suivant, dfl

4 S. LANG : 1l'extension maximale non ramifiée de k est quasi-algébriquement
close). En outre, H2(G , K*) a un générateur canonique, qui correspond & la subs-—

titution x x3 , o q est le nombre d'éléments du corps des restes de k .

Le couple (G, K*) vérifie donc les hypothéses du théoréme 2.4 ; en particu-
lier, on a G/G' 24 FK*/NK™ = k*/NK* . On sait que ce résultat,combind avec les
théorémes d'existence, conduit & la détermination du groupe de Galois de 1'exten-
sion abélienne maximale de k : c'est le complété de k° pour une certaine topo-
logie.

Le groupe Hz(G , K*) a une interprétation simple dans la théorie des algébres :
c'est le groupe des classes d'algébres simples, de centre k , décomposées par K .
En faisant croitre K , on obtient donc la détermination du groupe de Brauer

g%{ de k : gk n, Q/Z , groupe des rationnels mod 1 (sauf, bien entendu,

si k=R ou C!).

4. Cas global.

Soit k un corps de nombres algébriques ; pour toute valuation v de k
(archimédienne ou non) soit k, le complété de k pour v ; k, est un corps
local. Soit J, 1le sous groupe de 73- k: formé des (xv) tels que x_ soit
une unité de kv pour tout v , sauf un nombre fini (v parcourant 1'ensemble
de toutes les valuations essentiellement distinctes de k ). Jk est le groupe
des idéles de k ; si xek” s et si 1'on pose X, = X pour tout v , on ob-.
tient un idéle principal de Jk ; on peut identifier k© au sous-groupe des i~
déles principaux ; le groupe quotient Ck = Jk/k* est appelé groupe des classes
d'idéles.

Si K est unc extension galoisienne finie de k , de groupe de Galois G s On
peut identifier J, au sous-groupe des éléments de Jx laissés fixes par G, et
de méme pour Ck (pour Jk , c¢'est évident ; pour Ck , cela résulte de la
nullité de HY(G , K*) ).

Le résultat principal de la théorie du corps de classes global est alors le

suivant :

4.1.- Le couple (G, CK) vérifie les hypothéses du théoréme 2.4. —~ Autrement
. 1
dit, ona H (G, CK) =0 , et H2(G s CK) est cyclique de méme ordre que G .

Pour la démonstration, voir [1], II, ainsi que [3] . Indiquons simplement que
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la suite exacte suivante y joue un rdle essentiel :
1 1
Co HG, T) S EG, G) (G, K KG, Ty) - H(G, G > B (6K

Les groupes Hi(G , JK) peuvent facilement 8tre déterminés : pour toute valua-
tion v sur k , choisissons une valuation v* de K prolongeant v ; et
soit G, le sous-groupe de G formé des automorphismes qui conservent v
("groupg de décomposition" de v* ) ; G , est le groupe de Galois de 1'exten-
sion locale Kv*/kv , et l'ona : v

. ) !
4.2, - Hl(G , JK) = ‘FT Hl(Gv* s K**) , le signe Ir indiquant que 1'on se
v

borne aux éléments qui n'ont qu'un nombre fini de composantes non nulles.

En perticulier, H'(G, J) =0 , donc le fait qus H'(G, Cy) = O équivaut au
théoréme de Hasse : toute classe d'algébres simples décomposée localement est
décomposée globalement.

On voit de méme que le groupe H2(G J ) est isomorphe au groupe des fonc-
tions f(v) , A valeurs dans Q/Z , nulles pour tout v sauf un nombre fini, et
telles que  n.f(v) =0 , = (K, :k ]=ordrede G, s BG, &)
est isomorphe au sous-groupe du groupe precedent formé des fonctions f(v) telles
que 2:: f(v) = 0, et il en résulte que 1'image de H2(G , J ) dans H? (G, C )
est cyclique d'ordre le ppcm des n, ; compte tenu de 4.1 , H (¢, x *) est
donc cyclique d'ordre n/ppcm(nv) = pged(n/n) .

CONSEQUENCE DE 4.1 :

4.3. - D'eprés 2.5 , G/G' ang/NCK Qng/k“ . NJ, . C'est ce résultat qui permet

K
de montrer que le groupe de Galois de 1'extension abélienne maximale de k est

isomorphe au quotient de Ck par sa composante connexe de 1l'unité.

4.4, - Cherchons & quelle condition un élément de kK* , qui est une norme dans
tous les k , est une norme globale (généralisation du théoréme de Hasse). Cela
revient A voir si HO(G , K*) __;> i (G, K) est biunivoque, ou encore si

—l(G J ) ost appliqué sur H~ (G s K) . Or le premier groupe est isomorphe &

'TT'H—I(G , K‘*) = TT'ﬁ:BZG . Z) , d'sprés la théorie locale ; le second est

v v
isomorphe & H 3( , Z) Les groupes de caractéres de ces deuwx groupes sont donc
respectivement w2 (G , Z) et HB(G , 2) , et 1'on obtient ainsi la condition

nécessaire et sufflsante sulvante (due & Tate) : toute classe de cohomolqgie entid-

re de degré 3 de G qui induit O sur tous les groupes de decomposition doit

8tre nulle. Cette condition est notamment vérifide si H (G Z) =
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