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Séminaire BOURBAKI
(Février 1953)
TRAVAUX DE HECKE, III,
par Roger GODEMENT.

Le but de cet exposé est de rappeler les résultats classiques sur les fonckions
modulaires ; on aurait évidemment tort de se laisser impressionner par le titre,
et de croire que ces résultats sont dus & HECKE ; la contribution de celui-ci
3 la théorie fera l'objet de 1l'exposé suivant (relations entre fonctions modulaires

et séries de Dirichlet possédant une équation fonctionnelle et un développement

en produit infini).

1. Groupe modulaire, domaine fondemental, générateurs.

Le groupe modulaire |" est l'ensemble des substitutions 3z' = %_zz%)_ sy 85 b,

¢, d entiers vérifiant ad -bc'=1 ., Posant z=x +iy, z'=x'+1iy' ona
y' = ez + dl—z.y d'oh résulte que T conserve le demi-plan y > O . Deux points
de ce demi-plan seront dits équivalents s'ils se déduisent 1l'un de l'autre par une

substitution de [ .

Soit 2z = x + iy un point du demi-plan. Comme [ contient les translations
z—%z +n, z est équivalent & un point pour lequel x| é% ot ayant le méme
¥ 3 de plus comme tout z'mn z vérifie y' = lcz + dl-z.y on voit trivialement
que les z' rnz tels que y' >y sont en nombre fini ; il eitdste donc un z' Nz

pour lequel :
10 |x'| £ % 3
20 y' est maximum.
On peut supposer que 32' = 2 . Pour toute substitution de M on a alors
Icz + dl >1 (vuque y eost maximdl) et en particu]ier on a lzl 21,
Si on désigne donc par D 1'ensemble
D: Ixl €5, lal>1

on voit que tout point du demi-plan est équivalent & un point de D . I1 est de
plus facile de vérifier que deux points intérieurs & D ne sont jamais équiva-
lents. On obtient donc un domaine fondamental de D en 8tant de D des morceaux
bien choisis de sa frontiére, morceaux que le lecteur trouvera tout seul.

T est engendré par les substitutions
S:z——z+1 ; T:z—3-1/2 ;
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R. GODEMENT

a b

soit en effet A = ( > 3 81 ¢ =0 il est clair que A = Sb (car ad =1

c d
R . .2 + .
avec a , d entiers déterminés au facteur -1 prés) ; si ¢ £0 , remarquons que

n atne , b+nd
SA =

¢ 9 d
il s'ensuit que pour n convenablement choisi (diviser a par cl) A = SnA
vérifie |a'| < |et| donc Awi= TS™A vérifie |e"|< |c| , d'oy, par rémurrence

sur ¢, le fait que A appartient au groupe engendré par S et T .

s

2. Formes modulaires entiéres.

On appelle forme modulaire entidre de dimension -~k (k entier) toute fonction

£(z) holomorphe dans le demi-plan et vérifiant :

(1) f(-i—:'-{—g) = (ez + d)kf(z) pour toute substitution de T ;

(11) ¢+ f est bornée dans le domaine fondamental D .

Ces formes wonstituent un espace vectoriel 3: k © Pour que gék ne soit pas nul
il faut que k soit pair et positif. La condition k pair est évidente (multiplier
8, ees , d par =1) ; par ailleurs la relation y' = ]cz + dl-zy montre que,

si/ fe ﬁ')f'k » la fonction ¥y 241‘(2)‘ est absolument invariante par r 3 comme
k/2

y est borné dans D pour k 40 , on voit que dans ce dernier cas la fonction
yk/ 2:E‘(z) est bornée dans le demi-plan tout entier, i.e. on a une relation

~k/2
(1) 22)] & M. yH2

or la propriété (i) montre que f(z + 1) = f(z) , d'ou un développement

f(Z) = Z an.e2Tfinz

dans le demi-plan ; on a de plus

1
ane_2ﬂny =S fx + iy)e-zﬂinxdx
0

pour tout y > 0 , en sorte que (1) implique Ian] & M.y-k/z.ezsrny ; s k40

il s'ensuit que a, =0 pour tout n (faire tendre y vers 0).Si k=0,

le méme indgalité montre déja que a =0 pour n <O (faire tendre y vers + ),
d'ou résulte que f est continue dans le compact obtenu en adjoignant 2 D 1le
point a 1l'infini ; retranchant & f la constante ag = f(w) on peut supposer
f(w) =0 ; alors f atteint son maximum dans D en un point # o ; mais

comme f est absolument invariante son maximum dans D est aussi son maximum
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TRAVAUX DE HECKE, III

dans le demi-plan, d'oi f = O . Donc dim((f}‘)o) =1.
On n'a donc & considérer que les espaces 8:2 ’ @‘4 s oo

Remarquer que la formule donnant les coefficients de Fourier d'une forme modulaire
f , jointe 2 la condition (ii), donne toujours une relation de la forme

Ianl < M.eZ'ﬂ’ny 3 en conséquence, le développement d'une forme modulaire est tou-
jours de la forme

(2) £(z) =$an.e2m’inz ,

ce qui dénote un "bon" comportement & 1'infini (i.e. quand on tend &1'infini sur

uge verticale).

3. Zéros des formes modulaires.

Soit D 1le compagt déduit de D par
adjonction du point & 1l'infini ; toute
forme modulaire f & dans D un nom-
bre fini de zéros, vu la régularité &
1'infini ; le développement (2) montre

T

que f est une série entiére en

| 'R t = 62?t‘12 s ce qui permet de parler de
. (AW
// | AN l'ordre de f & 1'infini (plus petit
N 1 ! ‘\‘ n tel que a # 0) ; désignons-le par
i :' 1 \ . n_s désignons de méme par n, et nj
| /"
-1 i"lﬁ 0 J% 1 x les ordres (> O) des zéros i et j

de f ; enfin, soit n 1e nombre de

zéros de f dans D situés en dehors

des "sommets", calculé en tenant compte

des ordres de ces zéros et en ne comptant
qu'une fois deux zéros qui se déduisent l'un de 1l'autre par [ .« Alors si 1'on
intégre d log £(z) sur le contour figuré ci-dessus, avec &9 assez haut, on
trouve par des calculs faciles la relation

(3) k/12 = n + n_ + ni/2 + nj/3

SRR devant &tre des

entiers 20 , on retrouve ainsi le fait que 8? k= O pour k<0 ou k impair ;

ou =~k est la dimension de f . Les nombres n , n

on retrouve aussi 8{’2 =0.

De plus, soient f et g de mBme dimension -k 5 i1 est clair que f/g est
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R. GODEMENT

absolument invariante ; si f et g ont exactement les mémes zéros f/g est
partout holomorphe, donc constante. Cela va nous donner des renseignements sur la
dimension de Sfl' x pour k petit.

k = 4 « L'équation (3) n'admet pas d'autre solution que
n=n_=mn, =0

donc dim(8\f‘4) <1

8
[
“-e
-
e

e

k = 6 . La seule solution de (3) est n = By =By = 0, ny =1 . Dono
am(Ft )< 1.
k = 8 « La seule solution de (3) est n=n_=n, =0, n, =2 , Par suite
—_— © i j
ain(Fg) € 1 .
k =10 . La seuls solution de (3) est n = n_ =0, n = ny = 1 . Donc

dim(fFlo) 5 1.

k =12 , Cette fois il y a plusieurs possibilités,

4, Séries d'Eisenstein.

Pour k > 2 , la série

= mz + n) %
(4) Gk(Z) = (m,ngo,o) ( n)

converge absolument et uniformément sur tout compact du demi-plan ; elle représen~

te une forme modulaire de dimension -k , non identiquement nulle si k est pair.

En effet, pour 2z non réel, l'expression Imz + nl'?' est une forme quadratique
définie positive en m , n d'ou une relation |mz + nlzz M.(m2 + nz) ,
ce qui prouve la convergence absolue de (4) pour k » 2 ., L'uniformité de la con-
vergence sur tout compact se voit de fagon évidente, ainsi que le fait que Gk
est une forme modulaire de dimension <~k . D'ailleurs, on vérifie facilement que
la série est normalement convergente dans le domaine fondamental D ; caela permet
de passer & la limite pour 2 =1iy , y =+ o , d'ou résulte que
(5) ln G (iy) = % n®=2,0(k) si k pair

Yy — +00 n

en sorte que Gk n'est pas identiquement nulle.

COROLLAIRE, - 3}4 » % » Gig ety sont de dimension 1 , et formés respec-
tivement des multiples scalaires de G4 , G6 ’ G8 et Glo « Do plus les rensei-

gnements du numéro précédent donnent les zéros de ces séries d'Eisenstein dans le
domaine fondamental ¢
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TRAVAUX DE HECKE, 1II

G4 a un zéro d'ordre 1 en j ;

Gg aun zéro d'ordre 1 en i ;

Gy aun zéro d'ordre 2 en j ;

G a un zéro d'ordre 1 en i et un zéro d'ordre 1 en J .

10
De plus, comme le produit d'une forme de dimension k et d'une forme de dimension

h est une forme de dimension k + h , on voit que

f .54

G-8 est proportionnelle & G

o
les facteurs de proportiomaHté se calculent & l'aide de (5).

.
b

N

est proportionnelle a G4G6 ;

5. Dimension de Eﬁk .
12 1la relation (3) s'éerit

C\)
Commengons par J'12 « Pour k

1

n+n_ +ni/2+nj/3 .

Celle—ci admet la solution n=n, =n j =0, n, = 1 ; il lui correspond effec-
tivement une forme modulaire. En effet, il est clair que a.(}43 - b.G62 est de
dimension 12 quelles que soient les constantes a et b ; vu les valeurs 4 1'infini

de G4 et G6 , a savoir
6
G, = 2. §4) = Whas 5 6 =2.3(6) =2 /1445
il suffit de prendre a =20, b =49 pour que
(6) N(z) = »’?.0.64(2)3 - 49.G6(z

soit nulle & 1'infini ; en outre /) n'est pas identiquement nulle vu que pour
z =1 la forme G6 est nulle et non (}4 .

)2

On voit donc que @12 contient au moins deux formes non proportionnelles, sa~-
voir 4 et Gy, « Ces deux formes engendrent 3"\;2 jcarsi f€ 8"’12 y comme Gy,
ne s'annule pas & 1l'infini il existe a tel que f - aG, soit nul & 1'infini ;
en vertu de la relation (3) f - a.Gy, posséde exactement les mémes zéros que A

donc lui est proportionnelle.

Toute forme de dimension -k s'derit de facon unique comme combinaison linéaire
des formes Gk-12n'A 1 (n >0, k~-12n ) 4). En effet soit f de dimension -k
comme Gk(oo) £0 il existe a, unique tel que f - aj.Gy soit nulle a4 1'infini ;
comme & ne s'annule qu'a 1'infini on a donc f - an. Gy = Af' od £ est

une forme de dimension k - 12 , etc.
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R. GODEMENT

I1 suit immédiatement de 12 que

[3%]“ si k# 2mod 12
rn = dj.E(g ) =
5 X (&) si k = 2 mod 12

Cela permet d'exhiber des bases de fp’k pour k petit ;

k=410, ; k=12t G, , 4 ; k=20 : Gy, A WGy
k=6: G ; k=141 G, ; k=22:(}22,A.G10
k=8: G ; k=16 :Gg , A.C, ; k=24:G24,A.(}12,A2
k=101Gy k=181 G, A.G ; k=26:G26,A.Gl4

2
k=28:G28,A|Gl6,AlG4 H LY

Noter encore que toute forme modulaire est un polyndme "isobare" en G4 ot en

G6 3 démonstration évidente par récurrence sur k .

6. La fonction 'r,(z) = %—(Er .

Comme on 1l'a vu la fonction A ne s'anmule qu'a l'infini ; ses racines sont donc
uniformes dans le demi-plan. On va montrer qu'en particulier sa racine 24e posseéde
une développement trigonométrique remarqueble. Cette fonction intervient dans le
probléme de Waring pour 24 carrés, et n'est pas l'un des ornements les moins

étranges de la théorie.

Rappelons d'abord (cf. les exposés de l'an dernier (1)) la formule de transforw-
mation des fonctions 8 .« Soit x un caractére propre modulo m , vérifiant
)(\(- 1) =+1 , et formons

. 2
(7) o(a 5 §) =3 I g
on a alors
(8) o(-33 {) = e} VeI L ez 5 T
1
) e(f) =m :d Na)_ezma/m ,
a mod m

(1} GODEMENT (Roger). - Travaux de Hecke, I et II, Séminaire Bourbaki, t. 4,
1951/52,
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TRAVAUX DE HECKE, Il

et 1'on sait que £ ( f\) est une racine m-iéme de l'unité.

Prenons m = 12 ; le groupe G(12) des classes premiéres & 12 se compose des
éléments 1 , 5, 7 , 11 , qui vérifient tous n” =1 modulo 24 ; il s'ensult
immédiatement que, pour cette valeur de m , on aura

Wi/i2
(10) o+ 13 K ) =0 (s 5y )
quel que soit x propre. Comme d'ailleurs x doit vérifier )ﬂ(— 1)=+1, on
voit que le seul caractére propre réel modulo 12 qui convient est donné par

(11) X(1)=1 3 }\(5)=-1 ; }g(7)=.-1 3 X(11)=+1 .
Pour ce caractére le calcul de &(ﬂ) est trivial et donne  &( ﬁ) =+1 ,la
fonction @ correspondante vérifie donc, outre (10), la relation

1
(12) e(-; ;x) = V-12.6(z ; ﬁ) .
Les relations (11) donnent immédiatement

(13) o(z ; x) = e’lT'iz/lZ(l _ eZ']Tiz _ 64'\Tiz

en sorte que 624 est nulle & 1'infini, holomorphe dans le demi-plan, et vérifie
d'aprés (10) et (12) la propriété fonctionnelle des formes modulaires de dimension
- 12 . On en conclut que 6% est proportionnelle & A .

* ees)

On peut du reste simplifier le développement en série de © , a 1l'aide de (11) ;
on trouve par des calculs évidents la formule
2
(14) (z) = oTia/12 y= (1 yn  (3n74n) Wiz

qui n'est du reste valable que si l'on a pris soin de "normer" convenablement la

fonction & (ce que nous n‘avons pas fait).

On peut déduire de 1a un développement en produit infini de /\ + Pour 2z donné

formons la fonction.
(15)

‘holomorphe quel que soit u ; il est trivial de vérifier
-29iu~4 Niz+N1 g (@)

8(u) = : (- l)n .e(3n2+n)’rtiz+2onrim

’

lu+l)=06() ;3 ©O(u+3z)=e

de sorte qu'on a une fonction th8ta elliptique. En intégrant d log 6(u) 1le long
du parallélogramme (1 , 3z) les relations précédentes montrent que 6(u) n'a
qu'un seul zéro dans ledit parallélogramme, d'ailleurs situé au point u = z
comme on le vérifie sur le développement en séries. Les zéros de ©(u) dans le
plan sont donc les points m + (3n + 1)z ; il en résulte, par les raisonnements
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classiques de la théorie des fonctions elliptiques, que
Wi - -
(16) o) =c(a). TT (1 - 2T1800)2Tan) T (1
ny» o0 n>l
ol il reste,hélas, a déterminer le facteur C(z) .

ezqfiz(Bn-1)+27Tiu)

Pour cela, on remarque tout d'abord que (16) implique

(17 14p Slutz) ¢(z) TT (1 - 6Winz,2
) u=0 e iu—l 2 n>1 ° )
et par (15)
=L 1 1)e”% ()2 _ 45
n
ou 1l'on pose

(18) f(z) = ; (_1 )n(2n+1 )e‘ﬂ"in(nﬂ)z = ";— e—ﬂiZ/4 Z (—l) n(2n+1)eTTi(2n+l) 22/4 ;
n2

par les procédés usuels on vérifie facilement que cette fonction posséde les for-.
mules de transformation suivantes :

I

£+ 1) =0 ) 5 £(- Y= au(- 107 2us(a)

il s'ensuit que f8 est une forme modulaire de dimension - 12 , et comme le

développement de f commence par 2.ewiz/4 on voit que
(19) £(z) =2. M (2)

relation non évidente a priori ; autrement dit :

(20) ‘7(2)3 = %—Z (= 1)%(2n + 1)e7 1nln+l)z H

Cela dit, (19) et (17) montrent que
2 V4
2 =0 @) TT @ -2

n>l
mais vu 'y(z) = equz/lz.e(o) :

2.9(2) = oTi2/4 g(0)3 - Wiz/dg ()3 . (1 - o2Tinzy3
ng 0 (mod 3)

(utiliser (16)) ; posant €974
c(z) = g(z) Tr (1 - ¢°711NZ)

la comparaison des deux relations précédentes donne

gz 1) =gl , g’ =g
d'oh immédiatement g = Cte.
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TRAVAUX DE HECKE, III

I1 vient donc
?(z) = oTi2/12 505y = 0o Nia/12 TT @ - ¢2Minzy
n3l

ou C est une constante ; vu le développement en série de 7 (2) 1l est clair
que C =1, d'oh les formules finales

2 2
(@) e =V 12 T (12T A@) =TT @ - TN

7 n3l n>l

qui mettent en évidence les zéros de A\ , & savoir les points rationnels et 1l'in=-
fini (dans la mesure oh l'on peut parler de zéros e..).

7. Série de Fourier do G, (z) .
On a visiblement

G (2) = 2.'8(k) + gz: (s + n)¥ ;
n

posons g(u) = (u + nz) ¥ ; 11 faut calculer » _ g(n) , ce qu'on fait par la for-
mule sommatoire de Poisson : 3 _ g(n) =Y _ &(n) . On doit donc calculer

g(v) =J\+0° (u + mz)-ke-eﬁiw du ,

-
ce quil se fait aisément par les résidus ; en fait on aboutit ainsi a la formule
o) n=+o
(22) zj-_n-s-lez'"inz =Ll Y w-2)® (s>1;T()>0)
n= (2m1)° n=—o
On en conclut
z'rfi)k

1 = + +n)¥ - +,
7 G (2) = T(k) 5);1:(11:2 n)" = T(k) + Tyt

d'ou la formule définitive

k n=
(23) %Gk(Z) = k) + %—g— nt_': 6 (n)e?71 182
=

ol le coefficient de Fourier

(24) 6 ln) = T &
n
est une fonction simple des diviseurs de n (somme des puissances k-~Adme).

: nk-lez"rimnz
m,n31

Noter que le développement de /\ en produit conduit a la formule
n=o 2% inz
(25) log A(z) = 29viz - 24 oy (e
;n_

dont 1l'analogie avec (23) est frappante .

"245



R. GODEMENT

Tous les résultats exposés ici sont classiques, par contre, on verra dans le
prochain laius des astuces dfies & HECKE et PETERSON,

Disons aussi qu'il est extrémement important pour 1l'arithmétique d'étudier les
formes modulaires relatives aux sous-groupes de congruence du groupe M, etde
généraliser 3 ces sous-groupes la théorie des séries d'Eisenstein ; cela a été
fait par HECKE vers 1927, et généralisé en partie & plusisurs variables dans la
suite (MAAS, PETERSSON). On s'occupera plus tard de cet aspect de l'oeuvre de
HECKE, qui permet de beaucoup mieux comprendre l'importance des séries
d'EISENSTEIN.
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