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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1952)

IE PROBLEME DE KUROSCH

par N, JACOBSON

1, Histoire.

Nous considérons dans la suite des algébres « sur un corps commutatif @ o On
dit que o est algébrique si la sous-algébre engendrée par chaque élément de &
est de dimension finie. On dit que 6x est localement finie si chaque sous-ensemble
fini de @t engendre une sous-algébre de dimension finie. En 1941, KUROSCH a posé
la question : est-il vrai que toute algébre algébrique est localement finie ? En
1948, KAPLANSKY a introduit la notion d'une algdbre qui satisfait & une identité
polynomiale (les PI algtbres). En 1950, KAPLANSKY a démontré que toute PI
algébre algébrique est localement finie. La méthode de Kaplansky est basée sur la
notion de l'espace des idéaux primitifs dans un anneau. Récemment, IEVITZKI a
donné une démonstration du résultat de Kaplansky qui est plus simple que celle de
Kaplansky. Clest la démonstration de Levitzki [ 10] que je domnerai iel.

2, Préliminaires.

Rappelons d'abord les notions de la théorie des anneaux arbitraires. On dit
qu'un anneau € est primitif s'il posséde une représentation irréductible fidéle.
S1 I= {m} est 1l'ensemble des modules irréductibles pour un anneau quslconqus (X s
on définit le radical (R comme l'ensemble des éléments z telsque xz = 0 pour
tout x de tout 9, de I . (] est un idéal bilatdre. €L est semi-simple si
(] =0 . On obtient le ménme radical si on considire des modules & gauohe et les
anti-représentations au lieu de modulss (& droite) et les représentationg.
Aussi on peut donner la caractérisation suivante : (R est le plus grand idéala droite
(2 gauche) guasi-régulier dans le sens que pour chaque = €0 il existe un 2!
tel que 2z o 2! =3 + z' - 22' =0 , Un idempotent e #0 ne peut 8tre quasi-
régulier. Alors (R ne contlent pas d'idempotents # O . Tout élément nilpotent
est quasi-régulier et ceci entraine que (] contient tous les niliddaux de
1l'anneau. On dit qu'un idéal bilatére $ est primitif (dans <) si a/,? est
un anneau primitif. Par définition (& peu prés) ¢ est semi-simple si et seule—
ment si nﬁ) = 0 pour 1l'ensemble P des idéaux primitifs.Rappelons aussi
que tout idéal bilatére dans un annedu semi-simple est un anneau semi-simple. On
a le m8me résultat pour e <. e , e un idempotent dans 1'anneau semi~-simple &%
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Ensuite supposons que ¢ est primitif et % est un (x -modula irréductible
fidéle. Soit ¢ 1le commutant de <« dans 9, , c'est-d-dire, l'ensemble des
endomorphismes qui commutent avec les opérateurs correspondant aux éléments de
o o+ On a le lemme de Schur ¢ ¢ est un corps (non-commbitatif). Si T est un
anneau anti-isomorphe & ¢ on peut traiter 9, comme un espace vectoriel (&
gauche) sur T o Alors on a le théoréme de Burnside généralisé ou théoréme de

densité ¢ Si X , X5 4 eee X, sont des éléments de M linéairement indépendants

par rapport & © et Vi 9 Vo5 e s ¥y sont quelconques dans 9N, , il existe
un aegx tel que Xj 8 =Yy 1i=1,2, de,n.

3. Anneaux matricielss

Je suppose connues les notions des décompositions de Peirce & droite, & gauche
et bilatére par rapport 2 un ensemble fini d'idempotents. Rappelons seulement &
ce sujet quelques résultats qui sont fondamentaux pour la suite.

Soient ey,e, deux idempotents dans o . Alors les idéaux & droite e;& ,
8y sont & -isomorphes si et seulement s'il existe des éléments e, , 6, tels
que €5 85 =8 4 6, O, = 6, « Supposons que & posséde un élément unité 1
et que & = jl ® 32 @ .o @Zn ot les Hj sont des idéaux 3 droite
isomorphes deux & deux. On a 1 =}?~ 81 o5¢ jj sy les e 3 sont des idempotents

orthogonaux et & = e & o On peut déhontrer qu'il existe des unités matricielles
eij’ 1’321’2, ese 4 I telles que eii'-:ei et

2,

5 %g = Ok %y 13 =1

81 b est le sous-anneau des éléments commutant avec les 84 tout aed

pout s'écrire dans la forme a =Zbij 352 byy¢ k o Alors o = bn » ltanneau
des matrices dlordre n sur b . On a aussi [y e & ©p *

4+ Algdbresalgébriques.

Tous lss résultats de 2 et 3 sont velables pour des algébres. Désormals nous
considérerons des algébres sur un corps commutatif &% .

On dit qu'un élément a € ¢ est algébrique si la sous-algébre A engendrée par
a est de dimension finie. On appelle dim A +1 1le degré de a et si
ASeAD ... a2 =afa = ... s k est l'indicoede a «. Ona dega =inda
si et seulement si a est nilpotenb.
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PROPOSITION 1, = §l a est alg,_ébﬁque d'indice k , 11 existe un x (dans 4)
tel que

akxnk- k .

On a akeak"lA:akA:ak A o Alors
ak=ak+1b= k+2 b2— XX =32kbk=akbk O.k

et x:bk.

Remarquons que e = ak x est idempotent et eak = ak « Par conséquent, si a

n'est pas nilpotent, e # 0 . Ceci entrafne

/7 N

THEOREME 1. - 81 & est algébriqus, ou bien < sst une nilalgébre, ou bien &
contient un é1ément idempotent.

Puisque le radical G ne contient aucun idempotent, il est clair que @ est une
nilalgdbre.

On dit que gxest de degré borné (indice borné) s'il existe ume borne finle pour
les degrés (indices) des éléments de & o Evidemment toute sous-elgébre et toute
image homomorphe d'une algébre algébrique de degré (indice) borné est de la méms
sorte.

PROPOSITION 2+ - Une algébre o est d'indice borné si et seulement si les indices
de tous les éléments nilpotents sont bornése.

Soit @(QA) le polyndme de degré mininmal (sans terme constant) tel que

uf(a) =0, aex o Soit ’)\ la plus grande puissance de A divisant ‘z(a) o On
voit que k est 1'indice de a « Posons (QA) = 'f(?\)f)\- k-1 ’ = ¥(a)
On vérifiec que b est nilpotent d'indice k .

THEOREME 2. — Soit ¢ une algdbre algébrique sans éléments nilpotents (sauf 0)
et soit aegg . Alors 1'idéal bilatére (a) engendrd par a est de la forme
(e) o & est un indempotent contenu dans le centre de ¢ .

D'aprds la proposition ! on a un idempotent e bel que (a) = () . Ensuite nous
démontrons que si ¢ est un anneau sans éléments nilpotents, tout idempotent
dans « est contenu dans le centre. Pour cela considérons la décomposition blla=
tére de Peirce X =e e + (1 —6) xe +o x(1 -0) + (1 =8) (1 - e) « Les
éléments de o (1 ~e) et (L -e)Cte sont nilpotents. Alors
6@l -e)=0=(=-6)Xe, X=octoe + (1 ~e)X(l -e) ce qui entrafne
que e est dans ls centree.
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COROLLAIRE. - Soit ¢ comme dans le théoréme 2. Alors pour chaque Sous-—ensemble
fini {al 2 8y esey ak} d'éléments de ¢x il existe un idempotent e dans le
centre tel que eay =85 , 1=1,2, ., k.

Soit ey un idempotent tel que 6; 8 =ay ; on prend

© =6 0620"‘ oek (aob=a+b-ab)o

5. Pl-algébres.

On dit qu'une algébre ¢y (pas nécessairement algébriqus) satisfait i une identité
polynomiale ou que % est une PI-algdbre,s'il existe un élément

p(X; 5 eee , X) #0 dans 1'algibre libre tel que pla; 5 +es, a) =0 pour
tout choix des ay dans ¢, + Nous verrons que la classe des Pl-algdbres contient
celle des algébriques de degré borné.

THEOREME 3 (JACOBSON). - Toute algébre algébrique de degré borné est une
PI-glgdbre.

Soit N la borne supérieure des degrés des éléments de ¢ . Alors on a une

équation aN Xy aN"'l *eeo Xy gas= O pour chaque a ect.+ Soit b un

N-1

autre élément do ot . Ona [a bJ+ X [a" b]+ .o+ &y [abl=0, ob

généralement [xy] = xy = yx . Ensuite on a

[[e" b3, [ab]) +o[la"™ b]Lab]] + vue + &y [[a° b]Lab]]=0

Aprés ga on prend le commutateur avec [[a2 bJl,[ab]], etc. Cela donne une identité

[CCCaY b],Lab]] 5 [[a® b),Lab]] 5 [[[a® b}Leb]] 5 [4%], [ab]]] eer = 0

valable pour tout a , be x . Cotte identité n'est pas triviale car le terme
ababababa’baba’bab +.. ne paratt quiune fois.

Ensuite nous considérerons la structure des PI-algebres primitives.

PROPOSITION 4. - Si ¢x satisfait 3 une identité polynomiale de deg_é_ m, &
satisfait 3 une identitéd multilindaire de degré < m .

On entend par un élément multilindaire un élément de la forme
Z - . X. X. eee X
?11 R im

ol la somme est prise sur toutes les permutations des chiffres 1 , 2 , eee y, D @
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On obtient la démonstration par le procédé usuel de linéarisation.
Une conséquence immédiate de la proposition 4 est la

PROPOSITION 5, = Si ¢¢ est une PI-algébre et P est un corps commutatif
contenant le corps de base @ , & est PI .

Le thdordme 2 montre que l'algsbre ¢ n de toutes les matrices sur % esp une
PI-algdbres D'autre part le degré des identités pour ¢ ne peut pas 8tre trop
petit. En effet, on a la

PROPOSITION 6. =~ L'algébre én ne satisfait & aucune identité de degré <2n .

Autrement il existerait une identité de la forme

1]
8y 8y see 8y =2?11." im a.:,L1 oee aim ’
R <2n , la somme prise sur les permutations # 1'identité. Posons a; =©y; o
8y =015y 83 T 055y 8y Tanyy eeey OO qui donne a; eee am;éO »
ail cee aim =0 ce qui contredit l'identité.
PROPOSITION 7. (AZUMAYA et NAKAYAMA), — Soit [ un corps, Z son centre et P
un sous-corps commutatif meximale Alors T ®Z P considéré comme une algébre

sur P est isomorphe & une algébre dense (c'est-a-dire, ayant la propriété donnée
dans le théoréme de densité) des transformations lindaires d'un espace vectoriel
sur P .

On voit facilement que [ ® P est simple. Nous pouvons identifier (~ avec

1'ensemble des multiplication's adroite § "*;‘6 dans U et P avec l'ensemble
des multiplications & gauche par les é1éments de P o On a un homomorphisme
naturel de [@___ P sur 1l'ensemble d'endormorphismes P dans U . Puisque

2

l'@}: P est simple cela donne un isomorphisme. Puisque ¢ est un corps l'ensemble

de multiplications a droite est irréductible. Par conséquent V P est irréductibls,
le commutant de cet ensemble est d'aprés la maximalité de P, P lui-méme.
Alors on obtient le résultat par utilisation du hiéoréme de densité.

7 A)
THEOREME 4 (KAPLANSKY). - Supposops que X soit une algébre qui satisfait a
une idertité du degré d . Alors le centee £— de AL est un corps et (X est une
algébre simple de dimension .é[g-]z sur &,
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Dtaprés le théoréme de densité on peut considérer ¢ comme une algébre dense de
transformations linéaires d'un espace vectorial 97 sur un corps ™. Soit ‘:mgk
un sous-espace de 9, de dimension finie k et soit b la sous-algébre de «X appli-
quant M, dans lui-méme. En temant compte du théoréme de demsité on voit que
toube transformation lindaire de My, dans ‘m'k est indukte par un élément
convenable appartement & b . Alors 1'algdbre l"k de toutes les matrives
dtordre k sur I , qui est isomorphe & 1'algébre des transformations linéaires
de mk , 6st une image homomorphe de v « I1 suit que rk et par conséquent ék
satisfait 3 une identité de degré d o Dtaprés la Proposition 6, d =2 k .
Alors d:l.m‘m;é[g-] ot LT, k g[g-] ot & est simple, Le centre de

o8t le centre Z de T o Evidemment ™ satisfait 3 1'identité donnée pour <&
Cela est lo cas aussi pour '® P, P un sous~corps commtatif maximal.

Si 1'on emploie la proposition 7 et le raisonnement donné dans la premiére partie
de la démonstration on voit que la dimension de ©'® P sur P est finie.

Par conséquent la dimension de M sur Z et finie et celle de (¢ est finie.
On voit maintenant que & PZP o h2 =dim ¢ sur = | 4 proposition 6

}: h

s'applique encore pour montrer que h é[g-] .

6+ Idéaux matriciels.

PROPOSITION 8 (IEVITZKI)e - Soit a wun élément nilpotent d'indice n dans une
p
algdbre algébrique semi-simple. Alors 1'idéal (a) contient un systéme de n
unités matricielles.

On a a2 & #0 ot par conséquent il existe un élément b tel que

& 2o =6 £0 . Posons ei=an‘ibai-1, 1=1,2, ¢es , n o On trouve que
2 .

oy =e, ot ei;lo puisque o, = # 0 o De plus eiej=0 si j<i1i ce qui

g SUSy e Alors

b zugu ¢ (a) et u est un élément unité pour ¥ . On voit que

entratne que u = 8, o 6, © ses 0@ est idempotent et eo; u =6
n

b =Z® e; b o Puisque it b)a:!'"1 =e ot ot (an-d' b) = e,
o;b = ey b . D'aprés le résultat cité en paragraphe 3, ¢ contient un systéme

de n2 unités matriciellese.
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PROPOSITION 9, - Soit & algébrique et semli-simple, {ei J} un systéme de n2
n

unités matriclelles u = iz 644 ¢ Supposons ou bien

1° e,, &« o, contient un é1ément nilpotent # O , ou bien

20 u n'est pas dans le centre. Alors il existe un systéme {fk 2/3 de au moins
(n + 1)'d unités matricielles tel que £, € &4 XS

(1) b =uqu=¢C , ¢,206; bej; e ey .
D'gprds la proposition 8, ¢ contient un systéme de r2> 1 unités matriclelles.
Cola entratne que ¢ possdde un systéme de n2 r2 unités matricielles.

(2) On obtient la démonstration facilement par la considération de la décomposition
de Pedrce or=uqgu +ug(l ~u) + (I ~uw)xu+ (1 -u)&( -u) .

PROPOSITION 10 (KAPLANSKY). - Soit 8] 5 Oy 5 eee UMO sulte d'idempotents £0
tels que °1+le eig(,e:l , 1=1,2, oo Alors 11 existe un idéal primitif ,1;\

tel que eie,? , 1=1,2, s
On voit facilement que 1l!'idéal & droite j =Z (1 - ei)a ne contient pas
e o Soit I’ un idéal & droite maximal contenant g et soit ¥ 1'idéal de tous

les éléments b tels qus b ¢ g’ . O0n voit que -? est primitif et e; €% »
1=1,2, e, puisque‘r}g!’.

THI;.ORﬁME 4 (LEVITZKI). - Soit o une algdbre algébrique semi-simple ayent la
propriété que pour chaque idéal primitif 4 , o /;p est d'indice borné. Alors
tout idéal b #0 de o contient un idéal ¢ = d, o d est_une algdbre avec
é1ément unité u appartenant au centre de o et 3 ost sans éléments nilpotents
£0 .

La démonstration est assez facile d'aprés les propositions 8, 10.

7. Lo probléme de Kurosch.

PROPOSITION 11, - Une alg‘ebre o, est localement finie (l.f.) si elle contient
un idéal b tel qus b ot o/b sont 1.f.

Soit {xl s X5y eee s xr'} une partie finie de & et X la sous-algdbre
-engendrée. Puisque /b est 1.f. on peut trouver X4l 0 00 ¥y € X tel
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que %: @":Ei s XKy = X, +l , est une sous-algébre d¢ /b .« Ona

x; xJ -.zZ b’ijk X + Zij ’ Xijk eé » zij eXNb ,Soit M 1a sous-algébre
engendrée par les éléments z.. » X 2 15 ? zi‘] XX 2 13 2, o Puisque Mclk ,
dim M< o « On vérifie que M est un idéal dans X , Puisque X Z Xl,‘]k xkeM
X/M est de dimension finie. Par conséquent dim X < o

Soient b et ¢ des idéaux l.fs do gx . Puisque (% + ¢ )/b 20/(b ng) est
lefey B+ ¢ est 1.f..I1 suib que la somme § de tous les idéaux l.f. de ¢
6st lefe On appelle f le noyau localement fini de O . D'apres la proposition 11,
il est clair que le noyau l.fe de &L/ est nul. Nous avons besoin aussi de
la proposition suivante 3

PROPOSITION 12, ~ Lo noyau l.f. contient tout idéal & droite (a _gauche) l.f.

Soit 4 un 1déal & droite l.f. et posons b= ¢ T + g , 1'idéal engendré par
q . Soit ( xi} une partie finie de Y . Alors

T TR 8 ek, Uy Uy ed .

Posons g = Y ajk » UingT g age g« Les éléments Y Uy oo Wy s

uy jkd engendrent une sous-algébre avec une base finie NI CEPERTTIPI A On

voit que la sous-algébre X engendrée par les X

engendré par les yg et les TR Alors dimX €

est contenue dans l'espace

THE’ORENE 5 (KAPLANSKY), - Toute PI-algébre qui est algébrique est localement
finie,

On voit facilement qu'il suffit de démontrer que le noyau lefe, § s est £0 .
Considérons d'abord le cas ou % est une nilalgdbre. Soit a un élément de ¢,
tel que a #0, & =0 et considérons 1'idéal a & +Si a® =0, & contient
un idéal nilpotent # 0 et [ est # O . Supposons ensuite que a @ #0 + On a
Une identité de la forme f(x; , +.. , xdx gl , %, e, xd)z 0 pour &
tel que tout terme de g contient X, avent la derniére place. Alors si on pose
X =8 =a, X =a,cadX, 1>1 onobtient gla; , «es, a)-O et par
conséquent f(ay 5 «es 5 ag)a =0 . Soit d 1'annulateur & gauche de ax o
Alors on voit que a LX,/B setisfait 3 une identité de degré =4 -1 . Par
induction sur d, on voit que a & /d est 1.f. Puisque 82 =0, a¢ est
1.fe ot 1o noyau lefe de ¢X est # O o Considérons ensuite le cas ou €L ne
contient aucun élément nilpotent # O . Nous pouvons supposer aussi que & possede
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un nombre fini de générateurs Xy 9 Xyp oseey Xo» Soit A4 un idéal primitif
dans ¢ .« L'algébre a,/? est de dimension finie sur le centre 2— et puisque
elle a un nombre fini de générateurs dim cc/,p (sur @) < © « On peut trouver

alors des éléments y; y Yo 9 eeo ¥ tels que,
Xg S gy Yyt Xgged s 2 €
et
Y3 ¥y =& Yagic e ¥ Py 0 apee® 0 PgyeP e

On voit facilement que 1l'idéal (zi 2y j) =4 . D'aprés le corollaire au

théoréme 2 11 existe un élément unité u dans B Par conséquent & = & ® )

et a;{\:x/? est de dimension finie, Ainsl on voit dans ce cas aussi que le noyau

1.fs 63t # O . Supposons finalement que ¢, est arbitraire. Le premier résultat

donne une réduction au cas ou ¢ est semi-simple. D'aprés le théoréme 4, ¢x

contient un idéal matriciel b = dn ot f est sans éléments nilpotents. Alors
5 est 1efe Il suit que b est l.f. Le noyau l.f. est donc encore # O

Le m8me raisonnement domne le résultat suivant @

y] N
THEOREME 6, - Soit ¢& une algébre algébrique d'indice fini tel que /,:@ soit
une PI-algébre pour tout idéal primitif de o . Alors gy est 1.f.
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