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Séminaire BOURBAKI
(Février 1952)

MACHINES LOGIQUES ET PROBLEMES DE MOTS
Il : PROBLEMES DE MOTS INDECIDABLES

par Dov TAMARI

INTRODUCTION. — Rappelons de notre exposé précédent un résultat de TURING [5] s
"I1 ne peut y avoir une méthode générale, c'est-d-dire une machine E , pour
déterminer si une machine donnée quelconque M imprime, oui ou non, (au moins)
une foils un certain des symboles de son tableau (choisi au hasard), disons sp" .

La méthode des démonstrations de 1l'indécidabilité de certains problémes de mots
consiste essentiellement dans la réduction d'un probléme de décision B  (ici
probléme de mots) & un autre probléme A dont 1'indécidabilité est de'j'r\ démontrée s
Etant donnés deux monSmes quelconques A et 2 d'un systéme multiplicatif muni
d'une certaine relation R , peut-on dézider si A et Z sont dans la relation
R, ou non ? Autrement dit : R(A , Z) est-elle vrale ou fausse ? En fait nous
considérons seulement des systémes associatifs (dans ce cas les monémes sont dits
mots) et des relations de préordre réguliére (homogines de deux oftés). Alors
la question prend une forme plus particulidre : Peut-on lier A et Z par une
chafne finie de mots A = Mo s My s evey L Z telle quse Mi-l --»Mi est
immédiatemment assurée par les axiomes du systéme (généraux et relations définissantes
particuliéres). On essaie d'interpréter cette chatne de mots comme une suite de C.C.
d'une machine ¢ A correspondra 3 la C.C. initiale et Z & la C.C. finale d'un
certain intervalle de temps pendant lequel on suit le travail de la machine M,
ou, plus commodément, celui de sa machine dérivée M' fournissent justement la
suite des C.C., par exemple sous forme de U(M) (la machine universelle pourvue
de 1la S.D. de M). En prescrivant pouz A un mot quslconque ne contenant pas la

lettre Sp et pour Z un mot contenant s_ on peut transférer 1l'indécidabilité

n
de 1) aux problémes de mots :

1° des diverses classes de demi-groupes libres et non libres, préordonnés ou
abstraits, résultats dfts principalement & POST [3] (voir THUE [4])

2% des ‘semi-groupes (demi-groupes simplifiables) suivant TURING [6].

la, L'indécidabilité du problime de mots dans la classe des demi-groupes libres
préordonnés & un nombre fini de générateurs et de relations définissantes (probldme

“Seni=The").
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D. TAMARI

Soit a; , ay 5 ees, a, (6" fini) un alphabet abstrait (non~ordonné) engendrant
un ensemble de mots D ; APA » muni d'une multiplication évidemment associative par
Juxtaposition, constmxe un demi-groupe abstrait libre a & générateurs (3 des iso-
morphismes, c'est-i~dire des changements de notation biunivoques, prés) ; en fait

D, est ispo facto un éemi—groupe, 4 savoir le type d'isomorphisme du semi-groupe

libre & 6 générateurs (la simplifiabilité bilatérale (AC =BC) w(CA =CB)=»A =B
est immédiate)s Ie mot vide I joue le rBle de 1'unité : AI = IA = A , Notoms
généralement les mots par des majuscules (sauf ceux réduits & un seul générateur).

Introduisens un préordre & partir d'un nombre fini de relations définissantes

Ai —3B, i=1, ...p, A BiE:R quelconques,engsndrant le ‘Rp par
o

1° fermeture réflexive : M — M pour M € D quelconque ;
AAA

2° homogénéité bilatérale ou régularité : A —> B =»PAQ —» PBQ ou (A —»B) et
c — D) =» AC —» BD (ces deux formes de 1l'axiome ne sont plus équivalentes pour
le calcul des "longueurs de démonstrations") H

3° fermeture transitive (ou "de chatnes") : A —»B sy B=>C==A—»(C , Nous
supprimons les démonstrations faciles. Remarquons seulement que le préordre n'est
pas nécessairement simplifiable : on peut avoir A =CAD —» B = CBD sans avoir
i ¥—F,ni CE—CF, ni ZID —>5D .

Soit (A, Z) wun couple quelconque de mots de MQPo t A7, oul ou nom ? Ce
probléme est indéeidable (dans sa généralité). On se facilite 1a téche en démon~-
trant plus : 1'indécidabilité dans une sous-classe ; on localise plus précisément
un des domaines de 1'indécidabilité en choisissant des types plus particuliers,
étroitement 1ids aux machines de Turing.

L'ensemble des quadruples-instructions d'une table 9 8y AXA x 8¢ i=1, oo yn)3;
§=0,1, «eym; Ay =s pour k=0,1, «s,m, Ay=R, A, =1L

ANA T AN

(mouvementsa droite et & gauche) ; k=k({ , j), £= £, j) fonctions unifor-
mes & valeurs-indice) se décompose en trois sous-ensembles disjoints

M) k7o TN Sk(io’jo) ap i), J,)
o Yo

@ k=-1 94, sj|£q%(i|’j')
9.‘) k==2 ; qi"sj".f',.q},(i"’j")‘

Considérons les q et s comme des générateurs a; (6 =n +m +1) . La bande

soe o 3 eee ne contenant
R . * pas

B
de® A , vise (sc%utej le symbole s j ot
«

porte déja un certain mot A =g, s

1
la lettre sp 5.’ 1a seule 9
i
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PROBLEMES DE MOTS INDECIDABLES

peut &tre n'importe ou dans le mot sauf & sa fin. A ébant ipso facto précédé et
suivi de .ee 8 8 S, et de s 8 S e, il est commode d'introduire un sym-
bole "ad hoc" h au lieu du dernier s avant et le premier 5 aprés le mot
complet (C.C.) et d'écrire, par exemple, hAh etc.

Si gq Sj n'est pas une situation possible de notre machine, clest-a-dire si le
T Ju

couple "j'.'/J“x n'apparait pas actuellement dans le tableau, la machine est arrétée,
A est aussi 1a C.C. finale et aucun probléme ne se pose. Autrement, on obtient la
C.C. immédiatement suivante par une substitution bien déterminée d'un des trois types:

9‘) qio Sjo "'""qz(io ’ jo) Sk(io ’ jo)
(+) (R) Qy Sj. P PS5, Qg 5 TSP Gy Sy, h—=> 85050y, h
9‘2 Sj G Sjn —> qﬂ s,]' Sj“ ’ T6Sp. hqi" Sju ""hqe % 33" .

I1 n'y a pas de difficulté de supposer que la machine commence avec le mot arbitraire
= a, ses 8, « Ajoutons "ad hoc" 2,9 - 1 instructions avec les 28

a, a,
J1 J2 I3 Jﬁ
Io a 1 H
Ce nouvellss q o et q A

q s, aalj1 q 5 qf ajlﬁft‘\q2 HECTREN aj2 Qy 5 oo

ses ;'cEB 8 % q’/3 ; q! (non-a:]o\)mlfl;5 3 q:e ajo( ajo& q:f .
O aboutira, en commengant avec la bande vide et la I.C. ipitiale El au mot
désiré, la machine se trouvant dans la I.C. q_ scrutant le lieu prescrit. Cette
C.C. atteinte, la machine suivra son tableau p:xl:imitivement donné sans que le ta-
bleau (initial "ad hoc") supplémentaire intervienmne.

Notons notre machine arbitraire T' . Par les méthodes de 1l'exposé précédent on
peut ajouter un dispositif entrant en action au moment ou la machine imprime la
premiére fois le symbole sp (si elle 1'imprime) et déclenchant les manipulations
suivantes :

1° Rayer toutes les instructions de T' contenant des sj = sp 5 autrement dit,

la machine s'arréte ;
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D. TAMARI

2° remplacer le 9 des instructions dont Sy = Sp par une I.C. 4l nouvelle=~
ment introduite ;

3° ajouter les nouvelles instructions que nous écrivons immédiatement en forme
ds substitutions :

(++) 8, Dy > Yy} hq . —’hqn+2 S Q0 Sy = (sx guelconque) o

Appelons la machine, ainsi modifiée de T' primitive, T" ; en tous cas, I" possé=
de encore le déterminisme rigoureux d'une machine de Turing. Le sp apparaissant

la premiére fois étant un s, » le g de l'instruction appliquée sera remplacé
par q . ; en conséquence on rayera les voisins gauches jusqu'a la premiére lettre ;
alors 94l devient 942 et on commence & rayer ce qui est peut-8tre encore

resté & droite du premier s_ . Enfin on obtient une dernidére C.C. vide hg ob

avec laquelle la machine T" gtarréte.

CONCLUSION. - Si l'on pouvait décider dans le demi-groupe préordonné qui est le
semi-groupe libre abstrait engendré par

h,sosslﬁ"'9Sm;q1)q29°")qn)qn+1)qn+2
et réguliérement préordonné par les relations définissantes (+) et (++) si
hAh —> hg oh , oul ou non, ou A est un mot contenant un seul q, isn,
non & la fin, les autres lettres étant des s, # sp » on aurait aussi décidé si
T' imprime s, 5 en contradiction avec le résultat (1). A plus forte raison, le

probléme de mots dans la classe des demi-groupes libres préordonnés pour des couples
quelconques (A , Z) est indécidable.

1b. L'indécidabilité du probléme de mogs dans la classe des demi-groupes abstraits

quelconques & un nombre fini de générateurs et de relations définissantes (probléme
de Thue).

On peut se borner sux demi-groupes effectivement non-libres, le probléme de mots
des demi-groupeslibres abstraits (en fait des semi-groupes) est évidemment décida-

ble d‘'une maniére triviale.

On obtient le demi-groupe abstrait général (non-libre) & un nombre fini de géné-
rateurs et de relations définissantes Ai =B, du /ap libre préordonné avec
led8 relations définissantes Ai ->B§ et Bi —->Ai (8,ans ce cas particulier le
préordre est symétrique) par 1'introduction de l'équivalence A}}‘; canoniquement

associde aux relations de préordre symétriques :
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PROBLEMES DE MOTS INDECIDABLES

1©° (A—~>»B) et (B—>A)¢=>A =B (mod E) ;

2° passage & la structure quotient D' =D PO/E .

Considérons d'abord le systéme T"! constitué par le mot initial hqn+2h et
les opérations inverses de T" . Co systéme n'est plus, en général, une machine
de Turing parce que les inverses de substitutions univogques ne sont plus nécessaire-
ment univoques, et la marche d'une "machine! correspondante ne sera plus déterminis-
tique. Ce sera plutdt une "machine avec choix". Toutefois, il est évident gue le mot
initial de T"',hqn+2h est un mot final de T" si et seulemsnt si san
mot initial (de T") hAh peut 8tre atteint par une chatne d¢ T"! parce que
1l'existence de la chaine ds T" hAh = M =M = ..M = hqm?.h équivaut
a4 l'existence de la chafne inverse dans T"' .

Construisons maintenant un nouveau systéme T en ajoutant & T"! gses opérations
inverses ; autrement dit : T est un systéme qui a comme T"! le mot initial
hq 4oh mais les opérations sont celles de T' et de T"' réunies. On a lo lemme
suivant

IEMME. - La classe des mots de T , K(T) , est identique 3 K(T"') ; autrement
dit : l'adjonction & T"! de ses opérations inverses ne sert & rien, elle n'étend

pas la classe des mots qu'on peut atteindre & partir de hqn +2h .

DEMONSTRATION, - Evidemment K(T"!) c K(T) . Montrons que K(T) C K(T"t) & Soit

0 % 0, %,

hqn+2h =M0 --aMl = Mz-l --)Mz =M
une chaine quelconque de T , donc M un mot quelconque de K(T) . la premidre
opération de la chafne, 0, , est évidemment une opération de T"' parce que
qu'aucune opération ds T" ne s'applique a hq, oh , 1'arrét de la machine. Soit
0, 1a premiére opération de la chafne n'étant pas de T"' , donc de T" ; 01
étant encore de T"!' , son inverse, 51 est de T" ; mais les deux s'appliquent
& M, , la premiére pour produire M; ;1 » 1a seconde pour reconduire éventuellement
a M « En conséquence du caractére déterministique (univoque) de T" ,

-l
034 = Fi ot donc aussi M, , = M, .1 + On peut donc supprimer les deux chafnons

0i et Oi a9 tout en préservant une chatne plus courte liant encore les mémes
extrémités.. En répétant, éventuellement, ce raisonnement on obtient une chatne
dont toutes les opérations appartiemnent 3 T"!' , Donc : M € K(T"') et

K(T) CK(T"!) .
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CONCLUSION. - hq b € K(T") &= hih €K(I"') <=> hAh € K(T) ; c'est-a-dire

la décidabilité de hAh —> hg oh dans D P, libre équivaut 3 cells de
hAh = hq b dans Dt Dlou le théoréme.

REMARQUE. - A plus forte raison on a 1l'indécidabilité dans les classes plus
générales comme celle des demi-groupes préordonnds quelconques. Mais il n'est
pas immédiatement évident ( psr la démonstration ci-dessus) qu'on a déja
1'indécidabilité pour les demi-groupes & deux générateurs , disons a et b . Mais
d'aprés HALL jre, on a le théortme suivant s

THEOREI'E. ~ le probléme de mots d'un D! = D /E quelcongue peut 8tre réduit i
celui d'un D'(a , b) =D 2/22 , ¢lost-d-dire ¢ d’un deMjmum 3 deux générateurs.

Dol _le

COROLLAIRE, -~ Le probléme de mots dans la classe des demi-groupes & deux généra=-
teurs est indécidable.

DEMONSTRATION. ~ Supposons d'abord qu'aucun mot Ai et Bi des relations défi-
nissantes de 1l'équivalence Eg ne solt vides Alors le mot vide n'est équivalent

qu'ad lui-méme, Par la correspondance biunivoque
(i42)fois

ai<—) babaa «es agbaadb = ail é-wail

on représente fidélement (isomorphiquement) non seulement le demi-groupe libre

. . . '
BA P dans une partie du demi-groupe libre D, qu'on notera 3 .61 s mais aussi,

D .} étant une réunion de classes mod E de
ot 4 aal

13'2 (zv =X z(E?_):: 2'=21(2 = X(Es)) ,

- [ =4 1 N 12 »
D _'R\G/E ; SDUE, —E } ob E, est 1'équivalence engendré dans D,
par les relations définissantes Ai i = Bil ; ceci en vertu d'un lemme qu'on
démontre par induction : Ml = PtbabNbaabQ! —M =P ou P'=P,

babNbaeb =R { , Q' =Q ! .

Dans le cas ot il y a des mots vides dans les relations définissantes de .E'A
on procéde de la mdme manidre sauf qu'on fait correspondre & une relation
définissante de E Eg delaforme I=B, (mod E ) la relation défihissante
baab = baab(B $)  (mod E s
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PROBLEMES DE MOTS INDECIDABLES

2. L'indécidabilité du probldme de mots dans la classe des semi-groupes (demi-
groupes simplifiables) & un nombre fini de générateurs et de relations définissantes

(Théoréme de Turing [6])«

L'idée principale de la démonstration de Turing [6] est 1la méme que cslle de
Post [3 ], mais de nouvelles astuces sont nécessaires ou, du moins, cemmodes pour
surmonter les difficultés crédespar la simplifiabilité, jusqu'a déborder le cadre

des machines M.T.

Perfectionnons d'abord la machine de Turing : on divise les I.C., les 9 s on
deux classes, les gauches, notées Zi , et les droites notées r; , 60 convenant
dtéerire les Ty 3 gauche du symbole visé (elles visemt donc a droite) et les
Ki inversement. Une situation gq; s, est donc ou blen r, s , ou bien s, £ g0
L'adjonction éventuelle de I.C. superflues permet d'égaliser le nombre des ,@i

et des 1, (=1, «es , R) « Cot astuce entraine la possibilité de diverses

économies dans la composition d'une table.

Ainsi on voit que le changement r, —» f«i seul exprime déja un mouvement ,a .
On peut donc réunir dans la méme instruction-quadruple un changement de symbole,
une impression s, —> s, et on obtient des instructions de la forms (en
employant 1'écriture des substitutions, une instruction s'écrit situation -

—> comportement)

ry S, =¥ »@i,sh, et de méme s 31 —r 8y Ty
Remarquons que les deux comportements ne sont pas des situations. C'est, en fait
une régle parce qu'autrement cette 2o situation entrainera un second comportement
ot ainsi toute une suite déja bien déterminée par la premiére situation, jusqu'au
premier comportement qui n'est plus une situation. La suite intermédieire étant
évidemnent sans intérét on retient seulement des comportements n'étant pas des
situations, & savoir avec l'ordre (I.C. et symbole) inversé. Les comportements
sont donc Spr Tyt et «@i, Syt et les instructions des quatre types 3

r.s-—)-ﬁ.
i

h it Sy sy Ly =rsp T

il

T3 Sp 7% Spr Ty sp &y =4 sy s

auxquelles s'ajoutent encore des formes particuliéres pour les opérations a la
Rfrontisre" (TURING emploie les notations i 40 i; R io au lieu des

notations de POST de la méme signification h , sp » Lo 3 rappelons que les
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symboles fixes S, » espace vide, 8 = 0 et 5, = 1 suffisent pour une M,T).
L'idée générale de la démonstration s'appuie donc sur l'existence d'une machine
universelle ¥ telle qu'il n'existe pas de méthode générale pour déterminer si
8y Zo Sy est une Conf.C. descendant d'une C.C. donnde S C Sy o U procédde
3 s, ,(’,0 S, » 8prés avoir imprimé une fois S35 ot s'arréte, EO étant une

nouvelle I.C. adjointe "ad hoc" mans appartre parmi les situationse

Faisons correspondre & 0 un semi-groupe S o G'une maniére qui peut apparaftre
AAA
a4 premiére vue assez compliquéde :

Les instructions (entrées) de la table étant numérotdes I s Iy s eeey Iy,
faisona correspondre & chacune deux relations définissantes dites 1l'une "de la lre
bhase", &, , l'autre "de la 2¢ phase", ®, , (ces noms s'expliquent bient8t)
moyennant deux fonctions (changements de notation) ‘P, st \92 ; &

I3 S, —C_ correspond ¥, (Sm) - 6, 1 (Cm)’t;m ot 60 ‘fz(cm)q:m - \fz(Sm)

A

ou

ASN =u (X)) =35 ), Po( L) =y P,(s,X) =n, P,(X)

‘fl (ri) = Vi \Fl (XSh) = (?1 (X)kh » \Fz(ri) = zi ‘Pz(xsh) = \Pz(x)ph .

Remarquons que vl(sh) et p, (sh) n'ont pas de sens univoqus, mais les fonctions
inverses sont univoques.

Ainsi on obtient pour

Lime > b o (@) mlg e ki, (2,)0, v na 4R,
etc.

Ces relations (des deux phases) sont dites "relations principales". Pour les

symboles x(u; , vy , vy ot z, , les valeurs des I.C. L:I. et ri) valent, en

plus, les relations de commutation 6pX*=%x T (en fait, il suffit que

T T T R B i e T N A TR

auxquelles s'ajoute encore une autre relation de commutation ¥y ‘Bm — o’m Yy et les

relations particuliérgs j 4 9 - 0,y yk4 b g Vo By o Résumons donc les généra~-
teurs de NS“ o !

Y5 6 %, m=1, .., M; U sVos Uy sV sV 2, 1 =()n, .. ,\f);
et

Jpo ko ,p (h=0C,1,...,N) (N=4).
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PROBLEMES DE MOTS INDECIDABLES

On appelle les jh » My 5 Oy symboles gauches, les kh » Py oo tm symboles droits i
un mot avec un seul symbole actif, tel que tous les symboles 4 sa gauche sont des
symboles gauches et tous ceux 3 sa droite des droits est dit mot normal 3 par exemple
toutes les relations définissantes constituent des mots normaeux. On divise encore

les générateurs en symboles de &1 5 Uy g Vs oy dy oo k5 de %, Wy s By o9 Dy oPps
y appartient & une phase intermédiaire, et les ¢ o et ¥ o appartiennent &

toutes les ® .

Nous sommes maintenant en tat d'esquisser les grandes lignes du processus & trois
phases, 0’ , construit par Turing :

A 1a C.C. initiale C =C_ de 1a machine Y on fait correspondre le mot

P (C) = H <8 . Correspondant & la suite des C.C. de la machine , on obtient
c=¢C_, Ci sy o003 Cy oo ume chaine de mots normeux H_, H oy eesy By eoo
par l'application des & 1 relations. I1 est immédiat que les Hr sont des mots

f,(C.) avec, en plus des couples sce G oo ’tsmi ese (=1, ¢eo, r) parse-
i
més, sédiments du passage par le i-iéme pas ; mais en notant Xl la fonction

inverse de Y, , prolongée encore pour faire disparaftre, c'est-a~dire ignorer, les
6, et les 7%, , alors chaque mot H, détermine iien sa C, par ¥ (Hr) =C, o
Si v n'imprime jamais ) elle continuera a travailler sans fin (pourvu qu'elle
soit bomne 1) et n'arrivera donc jemais i la C.C. s, Eo s, parce que le dispo-
sitif de modification n'agira pas ('@ est une machine universelle spécialisée

par la C.C. initiale avec, en plus, ce dispositif), Mais si <) imprime une fois

s3 , donc arrive & Cp =s, /Co s, ou elle s'arréte, la chaine arrivera au mot

/]
H, =Z j@ Z. u, T k4 I¥ ob les Z et T sont des mots composés de & ou de
4 exclusivement. C'est la fin de él , ot la phase intermédiaire peut comnencere
Elle transforme (vérificationfacile) le §1—mot H; dans le $ o-mot

' ]
X(HR) =Z n, Z' vy i Py T" légitimement dans les NS“ o Doyennant les relations
de commutation et les relations spéciales. On vérifie que la fonction )ﬁ est le
changement de notation remplagant les él-symboles par les {72-symboles correspon=
dants aussi dans la éz » qui n'est pas autre chose que l'opération inverse de toute
1a %1 , en exécutant les opérations inverses dans l'ordre inverse ; en particulier,
‘22 fait disparaftre l'un aprés l'autre les ... 6 *oe Tp oo parsemés, D'ail-
leurs, en appliquant d'une maniére analogue la fonction XZ , 1l'inverse de kf'z
avec,en plus, XZ("(m) =I (mot vide) = Y ,(¥ ), on aura de méme Xz(x(Hr) =0,
On afrive ainsi, enfin au mot P5(C) = Y(H)) et on a démontré :

C=C, —>s, /Q’o s, dans 0= \fl(c) — ‘fz(C) dans 3\0 (resp. \pl(C) = ‘{72(0));
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D. TAMARI

autrement dit : une condition suffisante pour que ‘P4 c) =» ‘&(C) soit une relation
do S sstque s, £o S, 8oit un descendant de C dans la machine ¥ , (donc

que ¥ imprime 33) ; (ou, inversement, cette relation dans S o est une condition
A
nécessaibe pour que la machine imprime 84 )e

Pour démontrer 1l'équivalence du probléme de mots dans 3‘ o @vec le probléme
insoluble conmu & propos des machines, on doit montwer qu'aussi inversement
¥, (©) = ,(C) dans S o= V(c) imprime 8y (ou ce qui revient au méme,
8y 'co S, ©st une C.C. descendante de C dans ) )e

Cette partie est beaucoup plus pénible. TURING démontre pour cela non moins de
16 lemmes. L'idée est, briévement, celle d'une induction suivant la longueur des
chafnes de mots, c'est~a-dire, la longueur. des démonstrations des relations entre
les divers couples de mots de 3\ o * Pour qu'on puisse parler d'une longueur bien
définie, il est nécessaire de fixer exactement les divers types des conclusions
qu'on veut compter comme un pas élémentaire & partir des axiomes (généraux et rela-
tions définissantes), ce qu'on peut faire assez arbitrairement. TURING énumére
aind trois groupes

I, + A=A (reflexivité générale) ;
A =B =B = A (symétrie) ;
A=B,B=C=FA=C.

A = B=>Ag = Ag pour chaque générateur g

L

A =B=y gA = gB pour chaque générateur g .
II : Ay =B (relations définissantes).
IIT :+ Ag=Bg=pA=B; gh=gB=pA =B pour chaque générateur g »

La longueur de la démonstration de A = B, notée A/B , est un polyndme
ax2 +bx +c +2d ol a est le nombre d'applications de III, b celui de II, ¢
de I, st d de L. Ces polyndmes sont bien ordonnés de la maniére usuelle et on
peut, en particulier, considérer les démonstrations les plus courtes (toutes d'une
mdme longueur) et ainsi donner & A/B un sens univoque. Le lemme 19, par exemple
dit : les chafnes les plus courtes entre mots normaux n'emploient que des mots
normaux et les axiomes I et II (A/B <x2) .
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