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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1949)

/
IES TRAVAUX RECENTS DE R. BRAUER EN THEORIE DES GROUEES (1], [2]

par Marc KRASNER

1. Rappel de notations classiques sur les roprésentations des groupes finis.

On se borne aux représentations d'un groupe G sur le corps C des nombres
compleEes. On suppose connues les. notions de représentations équivalentes, de
caractére (trace de la matrice R(s)), de somme et de produit tensoriel de repré-

sentations, de représentations irréductibles. On rappelle 3

a. La sommec et le produit tensoriel des représentations correspondentm 1'addi-

tion et & la multiplication ordinairo des caractéres.

b. Le nombre h des caractéres (et représentations) irréductibles du groupe

fini G d'ordre N est égal au nombre des classes d'éléments conjugués de G .

ce Tout caractére ~f de G est constant sur toute classe de conjugaison de G

et peut donc &tre considéré comme une fonction définie sur 1'ensemble f{(G) de
ces classes.

de Tout caractérs (et toute représentation, théoréme de Maschke) est complé~
tement réductible, et est donc combinaison lindaire & coefficients entiers po-
sitifs de caractéres irréductibles. Cette représentation est unique en vertu de
1'indépendance linéaire des caractéres irréductibles. Si K est un corps de
nombres algébriques contenant les valeurs de tous les caractéres de G (par
exemple le corps des racines N-iémes de 1'unité), 1l'espace vectoriel XK(G) des
combinaisons lindaires & coefficients dans K des caractéres (irréductibles)
de G est identique (b) a 1'espace KAt(G) de toutes les fonctions définies

sur A (G) ot A valeurs dans K ; il est do dimension h .

e« Relations d'orthogonalité (‘? ¢ caractére complexe conjugué de ?). - Pour
tout g €G on note n(g) 1l'ordre du normalisateur de g dans G .

(1) ()‘()-N Si‘1)1=\P2( t irréductibles)
g;‘flg 2180 = o # ¢, f1 ot fp irrcductibles

_ n(R,) si & =4
(2) %—-_ ‘f(:ﬁl) ‘f(:ﬁz) =0 1 o —'ﬁ'i ;é.ﬁ.z (;ﬁ',1 et ﬁ'z : chssad§ con—~

Jjugnison
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fo Soit H un sous-groupe de G , et soit AN un ensemble de m classes de
conjugaison de H j il existe m &léments (‘_@1 p coe Ym) de XK(H) dont
les restrictions a M forment une base de o o Los classes ds conjugaison de G
contenant quelque classe de AN forment un ensemble ﬁ de puissance k <mn j
les restrictions & R des Y€ X¢(G) s'identifient canoniquement aux restric-
tions des mémes ¢ & A ot forment donc un espace vectoriel de dimension k .
Comme elles s'expriment linéairement & partir des (¥,) , on peut écrire pour
tout caractére irréductib =3 ?

réductible ¢ de G, ¥ J.inj *ij , OU (%ij) est une

(k , m)-matrice de reng k sur K .

geSi G = G, x G, tout caractére irréductible de G est le produit d'un
caractére irréductible de G, par un caractére irréductible de G, (étendre
trivialement & G tout caractére de Gl) s ot lnversement.

h. Représentations et caractéres induits. Théoréme de Frobeniuse. = Soit H un

sous-groupe d'indice q de G, et soit G=g H+ .00 + gq H, les g H étant
des classes & droite distinctes de G mod H j pour tout g €G soit gg(i) H

la classe & droite gg H; 1 — g(i) représente donc G par des permutations
soit RH(g) la matrice correspondante. Si h = R(h) est une représentation de
degré r de H, et si gg; s'écrit 8a(1) hy (hi € H) , on remplace dans la
matrice RH(g) tout élément nul par la matrice nulle (d'ordre r) et tout élé-
ment égal 3 1 (i-idme ligne, g(i)-iime colonne) par la matrice R(hi) « On obtient
ainsi une matrice R*(g) (d'ordre qr) , et g %R*(g) est une représentation
de G qui, & 1l'équivalence prés, ne dépend que de la classe ds R et ne dépend
pas du choix des représentants g R* st dite la représentation induite par
R dans G « Son caractére (dit caractére induit) est donné par

xﬁ(g) = }; XR(gi gg;l') ', la sommation étant étendue aux indices 1 tels que

gy gg:{l € H; ainsi )S;‘{ ntest #0 que sur les classes de conjugaison dg‘ G
rencontrant H ; en particulier si p est nul en dehors d'un ensemble 3}3 de
classes de conjugaison de H, )\1’; 1l'est aussi en dehoz:f de l‘'ensemble .ﬁ des
classes de conjugaison de G obtenu par saturatlon de M . Les représentations
induites par les représentations de degré 1 de R sont les représentations mono-
miales de G « S1 H € H' ¢ G, 1'opération d'induction des caractéres est tran-
sitive 3 s1 G=G xG, et sl H, G si (resp. ‘fz) est un caractére
de G (resps H,)) ot si ‘fg est le caractére induit par ‘P, dans G, ,
alors ‘f; \01_ est le caractére induit de ‘fz ‘f’l « Les restrictions & H des
caractdres irréductibles (‘f’1 s see ,\Ph) de G sont caractéres de H , et par

84



TRAVAUX DE R. BRAUER EN THEORIE DES GROUPES

suite des combinaisons lindaires & coefficients entiers positifs des caractéres

irréductibles de H , soit ¥y = a; j 5 3 d'autre part les caractéres induits
ca; des dans G sont combinaisons lindaires (coefficients entiers = 0)

des Py o soit oo = Z aji g 3 FROBENIUS a montré que les matrices A = (a:lj)

ot A* = (aij) sont transP_osees, c'est-a~-dire que a; LTI

2. Enoncé ds la conjecture d'Artin et du théoréme de Brauer.

p étant un nombre premier,un groupe H est dit p-élémentaire s'll est produit
direct A x T d'un p-groupe T et d'un groupe cyclique A\ d'ordre premier
P + S1 H est un sous-groupe p-élémentaire de G , TT est un sous-groupe d*un
cortain p-groupe de Sylow du centralisateur de B dans G 3 s1 7T coincide avec
co groupe de Sylow, H sera dit un sous-groupe p-spécial de G « H sera dit
élémentaire (resp. spécial) s'il est p-élémentaire (resp. p-spécial) pour certain
P e

E. ARTIN a démontré, & 1l'aide du théoréme de Frobenius, que tout caractére de
G eost combinaison lindaire & coefficients rationnels de ses caractéres monomiaux,
et a conjecturé que ces coefficients sont entiers. R. BRAUER a démontré cette
conjecture dans le mémoire analysé, et méme montré qu'il suffit de prendre les
caractéres monomiaux de G induits par les caractéres de degré 1 des sous-
groupes élémentaires de G .

Etant donné que tout caractére irréductible d'un groupe p-élémentaire H y

est induit par un caractére de degré 1 d'un sous-groupe p-élémentaire (démonstra—
tion facile), il suffira, en vertu de la transitivité de 1'induction des carac-

téres, de démontrer le théoréme suivant.

7/ \
THEOREME (A). = Tout caractére irréductible % (1 €1 <h) de G est
combinaison linéaire & coefficients entiers des caractéres ’A; 1=3=t)
induits dans G par des caractéres A j de ses sous-groupes sSpéciauxe

La démonstration de (A) se fait par une sérle de réductions ; le conférencler
a apporté certaines simplifications & la méthode de R. BRAUER.

3. Démonstration de (4) par réductions successives.

Réduction 1 (passage du local au global). — Il suffira de montrer que, pour
tout idéal premier % de K, les 'y s'expriment comme combinaisons lindaires
des ’,\; 3 coefficients F-entiers (c'est-i-dire de dénominateur premier a '{ﬂ)
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*
de K o En offet do ’)\j =3 ¥ i1 Y1 (y i1 entiers rationnels) on déduit
que les mineurs d'ordre h de ('y ] i) ont leur plus grand commun diviseur pre-
mier & P pour tout 3 ; c'est donc 1 , d'oh facilement (4).

Réduction 2 (consistant & découper le groupe G en morceaux convenables et &

montrer qu'il suffit de démontrer la proposition précédente dans chaque morceau),

Soit p un nombre premier ; dans chaque classe de conjugaison de G dont
l'ordre des éléments est premier & p ("classe p-régulidre"), on choisit un
représentant < ; pour chaque ¢ soit T un p-groupe de Sylow de son
normalisateur # (o« ) dans G, et soit P le groupe cyclique engendré par
Ocq 3 soit H a) le sous-groupe p-spécial ,\’;\ 1. » et soit ﬁ,q 1'ensemble
de? classes de cczn;u@ison de. G non disjointes de S(ogq) = ‘\Tq o« S1
jlq) y eoe § aq sont les caractéres irréductibles de fb,q (aq ¢ ordre de

:Aq) et GI(Q) y see GI(IQ) ceux de T, , on pose
q

(a)
«_1, Q) o 2 S(q)( g(q) old)
c'est un caractére de H(q) mul en dehors de S{& ) en vertu des relations
d'orthogonalité appliquées aux ¥, ; donc le caractére ‘Y(q) qu'il indult

dans G est nul en dehors de ﬁ(q) 3 sl 'r(eTrq s Ona

Y§Q)(aq ?) =a, 9§Q)(<x)

Si on prend pour p le nombre premier divisible par ¥} , les ‘I-:'j(Q)* sont
combinaisons linéaires & coefficients 31 —entiers des caractéres induits dans
G par des caractéres irréductibles du groupe p-spécial H a) « Etant donné
que les ﬂ 9 forment une partition de G (demonst,ratlon facile), et que
tout caractére ¥, ost somme des \f:{ a) (Yiq (R) = fi(_-ﬂ) ou O selon
que R e (a) ou non), il suffira de montrer que la restriction a 'Y a)

de tout vy, 8st combinaison linéaire & coefficients i -entiers de K des
q

\Ei *
Enlevons les indices (a) ot considérons les matrices & = (\f»i(_QK))

(hy k) et ¥= (‘I",\(KK)) (m , k) (k 1 nombre de classes de i) 3 soit
V 1a matrice carrée (k , k) formée des k premiéres lignes ds ‘l’ i1 nous

suffira de montrer que 1l'on peut numéroter les ‘.{’r\ de sorte que toute ligne de
§ soit combinaison linéaire & coefficients F —entiers des lignes de V ,
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c'est—a~dire qu'il existe une (h , k)-matrice A & éléments P -entiers de K

telle que LAV,

Réduction 3. = Nous allons montrer qu'il existe une telle matrice A qul
psut se mettre sous la forme MY-I o M estune (h ’ k)—matrice, ot Y une
(k , k)-matrice, toutes deux & éléments "P -entiers de K ; A sera a éléments
F -entiers si la valuation P -adique |det(Y)| est égale & 1 o Cotte réduc-
tion se fait én deux temps @

as Posons & = Q»\E1 s S =S(0(q) ’ ‘_.\f'&= ‘k%,‘q) , eﬂ: e&q) 3 soient
(a)

(ey)
;céc) s see y FOES toutes les classes de conjugaison de H = H
quelles se décompose H n:ﬁ', s alors l'ensemble des classes de conjugaison
K

K
do T =T st colui des 123)= a‘lfé") L€K<k, 0sj<o),

en les=—

donc k +Z:£ G =moe Soit ®, 1la (m , k)-matrice

©nB M = KT

Du fait que la restriction & H d'un Yi est une combinaison linéaire & coef-

ficients entiers rationnels des Y 6, , résulte que sa restriction & S (dont

les éléments ont la projection constante o sur < ) est combinaison linéaire

des O , et il existe une (h , m)-matrice W = (v ) 2 éléments entiers de

K telle que ¢ =W@®  + Lo rang de W ost k d'aprés (l.f.). Si 1 =it
est la permutation des indices 1 , «es , h telle que \fi, = ;f;i et si T
est la matrice de permutation correspondante, on obtient, en appliquant le
théoréme de Frobenius aux expressions des (T, ¥ )* 2 1'aide des L)

la relation ¥ =Wt T & (W' : transposée de W). Si l'on met W sous la forme

k m=k
k ( Wy w2>
b=k Wy ",

(les v 4 ot les ’i’r étant numérotés de manidre que det(wl) #0) on a, si
W -

l'on pose M = (wl) y V=M TS,
3

b. On démontre aisément que si uno matrice W de la forme considérée est de
Tang k , elle est égale & MX ol X est une (k s m)-matrice. Si 1l'on pose
X @o =R, R ost une matrice carrée de degré k yetona & =MR , d'ol
V=M TMR ; Y = M'TM ost aussi une matrice carrée de degré k dont les
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é1léments sont des entiers de K s ety si det(Y) £0 sona R= Y-l VvV, d'ou
-1 :
= v,
Réduction 4+ = Cette réduction consiste & ramener, & 1l'aide des raisonnements
locaux qui se trouvent dans les travaux de l'auteur sur les caractéres modulaires,
la démonstration de [dst(Y)| =1 2 un probldme de structure des p-groupes.

3
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