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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1949)

THEORIE DES CORRESPONDANCES BIRATIONNELLES SELON ZARISKI

par Iuc CAUTHIER (1)

1, Rappel de définitions.

1° Deux variétés algébriques irréductibles & r dimensions V , V' biration-
nellement équivalentes sont deux modéles projectifs d'un méme corps J_ de frac=
tions rationnelles 1lides algébriquement : deux sous-variétés irréductibles
W CV et W! CV' sont correspondantes W T W! s'il existe une valuation v du
corps Z dont le centre sur V est W et dont le centre sur V' est W!
(Ps SAMUEL [1], paragraphe 5, page 6-03).

Toute W a au moins une transformée W! mais la transformation n'est pas en
général strictement biunivoque, c'est-a-dire qu'il existe des W qui admettent
plusieurs transformées (ot de méme dans la réciproque ™0 4o T) ; nous verrons
que ces variétés sont exceptionnelles en ce sens qu'elles appartiennent toutes
& une vraie sous-variété F de V .

C'est précisément 1'étude de ces exceptions au caractdre biunivoque qui est la
difficulté importante dans l'examen d'une transformation T .

2° L'anneau quotient Q(W) d'une variété W (anneau local) est le: sous-anneau
du corps )_ composé des guotients f(v))/g( ,)) : £, g formes de mfme degré
avec g¢ o, of Stent 1'idéal premier de W .

Q) CQ(WI) est équivalent &3 W oW, (Pe SAMUEL [1], paragraphe 1, page 6-01)

V est localement normale le long de W si Q(W) est intégralement fermé (sur

).

V est localement normale si ceci a lieu pour toutes ses sous-variétés

V est un'modéle normal si l'anncau des coordonnées homogénes K [170 e 7nJ
est intégralement fermé.

3° Théoréme de transitivité st s1 VT V' et W T W', pour toute W, o,
11 existe au moins une des transformées de W, , soit W! , qui est contenus dans
W' . En particulier si W' est un point P' , tout point de W admet pour
transformé P! ,

(1) Cet exposé falt suite & celui de P. SAMUEL[1],
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Critére d'unicité s si W T W' ot Q(W') €Q(W) , W' est la seule transformée
de W dans V' ,

2. Correspondance entre V et un moddls normal V.

S1 WevVv, W cV ot WTW!',ona QW) <cQW') + W, W' ont ls méme
dimension.

W' étant donnée, il lui correspond W unique.
W étant donnée, il Iui correspond un nombre fini h de variétés W' .

Co nombre h est aussi celul des idéaux premiers de la fermeture intégrale
QW) qui se réduisent dans QW) & 1'idéal des non-unités.

Si V est localement normale le long de W , il ne correspond 3 W qu'une
seuls W' ot Q(W) = Q(W') (P. SAMUEL [1], fin du paragraphe 6, page 6-04).

Si V est elle-mfme un modéle normal, ou simplement est localement normals, T
est réguliére (biunivoque sans exception, avec conservation des anneaux locaux)e.

3. Correspondance entre deux variétés V , V! localement normales.

S1 W eV, W cV', et WTW', alors W est dite
ré ére si QW) = QW) ,

irrégulidre si QW) DQW') et QW) # Q') ,
fondamentale si QW) p Q(W') «

A toute W régulidre ou irréguliére correspond W' unique et cecl est caracté-
ristique.

Si W est régulidre, W' a la mfme dimension que W et est réguliére pour
1la réciproque T"1 .

Si W est irrégulidre, W' est fondamentale pour T ot 1a dimension de

Wt est <€ docellede W .

Si W est fondamentale 1l y a une infinité de variétés W' sur V' qui lul
correspondent et la relation Q(W) ? Q(W?!) est vérifide pour toute W' qui

correspond & W .

La dimension d'une variété fondamentale ne peut pas excéder r =2 .

Si T est régulitre, toute W est réguliére pour T .
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4. Définitions relatives au cas général.

Si V et V' ne sont pas localement normales, on leur associe des modéles
normaux V V' ; & W €V irréductible correspondent W, eee Wh . A 1a transfor-

.

mation :+ VT V! , on associe VT V'e W est dite :

régulisre pour T si toute Wi est réguliére pour T .

fondamentalepour T si au moins une Wi est fondamentals pour T.

irréguliére pour T si elle n'est ni régulidre ni fondamentale.
Si W est fondamentale, il lui correspond encore une infinité de W' .

Si W a parmi ses transformées W! , et si l'ona W TW' avec QW) <qW) ,
on peut encore assurer que W n'est pas fondamentale. Mais les réciproques ne
sont plus exactes, et s1 W n'est pas fondamentale, 1l ne faut pas croire qu'il
exigtera toujours W' vérifiant W TW' avec Q(W') = QW) .

Cotte relation d'inclusion qui était nécessaire et suffisante dans le cas ou

V V' sont localement normales, est encore suffisante mais non plus nécessaire,

dans le cas général.

5. La variété de jonctionde V et V' .

Considérons la variété des couples de points de V V! (dont le point générique

estX =9 '7;] 1=0, eeayn; J=0, eco,n') et sur celle~ci la

var:.ete J des couples de points associés par T , dont le point générique est
315 N1 ?J(V)) [oh V)J \?J(?) représente T] .

J st birationnellement équivalente & V et V', et la correspondance T
dans laquelle VvI* J (resp. T'* dans laquelle V! T* I) a les propriétés
remarquables suivantes :

Toute variété irréductible W* ¢ J correspond & une seule sous-variété W de
V.

Si W cV n'est pas fondamemtale pour T elle est réguliére pour ™

En conséquence, si P et P' sont deux points correspondants pT P, 11
n'y a qu'un nombre fini de points B* sur J tels que P T* P* ot P T‘* -1 P*
S1 V est localement normale, ce nombre n'est # 1 que si P est fondamental

pour T .
On a ainsi un procédé qui substitue 3 V T V' le produit V ™ 5.3 T'*-l v
ou chacun des deux facteurs est une transformation qui n'a pas d'éléments

fondamentaux sur J .
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6+ Transformées d'une variété.

La transformée T (W] d'une variété irréductible W €V est la sous-variété
algébrique de V' caractérisée par les deux propriétés suivantes $

Toute composante irréductible W' de T [W] correspond & W : W T W' ,

Toute sous-variété irréductible W' de V' qui correspond & W appartient
a T[W].,.

La transformée totale T {W} est le lieu des points P' CV' qui correspon-
dent aux points de W ¢ PT P! et P CHW .

Si une variété irréductible W' appartient & T {W} sans appartenir & T [W],
11 existe W; W tel que W; T W' o Pour les variétés V losalement normeles,
T {W]}] coIncide avec T [W] toutes les fois que W n'admet aucune sous-variété
fondamentale.

La considération de T [W] permet de caractériser les variétés fondamentales.
La condition nécessaire et suffisante pour que W soit fondamentale pour T est
que dans V ™ g la transformée T* [W] soit de dimension supérieure & celle
de W

La premiére partie de cette condition peut 8tre affinée par une étude assez
subtile. Pour une variété V quelconque et une sous-variété fondamentale W &V
dans une transformation V T V! qul n'admet pas d'éléments fondamentaux sur
V' , une au moins des composantes de T [W] est de dimension supérieure & celle
de V¥ , mais 11 peut y avolr des composantes de T [W] dont la dimension
n'excdde pas celle de W o Toutefois, si V est localement normale le long de
W , alors toute composante irréductible de T [W] est de dimension supérieure

dcelle de W o

7. Lo liou fondamental F .

Considérons sur V 1le systéme linéaire lCI 3 coefficients pris dans la fer—
meture algébrique X du corps K , dont les constituants réguliers ont pour
transformés, transportés de V' sur un modéle normal V' , les sections hypér-
plans de V' .

La sous-variété base F de |C| aprés suppression des éventuelles composantes
fixes de dimension r - 1 , est appelée lleu fondamental de T : pour qu'une
sous-variété irrdductible W <V soit fondamentale pour T 1l faut et il
suffit que W < F .
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T {F) est constitué de variétés W' dont aucune n'est réguliére pour la
’ "'1 a4 ’ .
réciproque T de sorte que T {W} contient toutes les variétés irrégulieéres

-1
EOUI' T °
51 V est localement normale, les sous-variétés irréductibles F, auxquelles
correspondent sur J les composantes irréductibles w; do T* {_F} . sont appelées
les variétés fondamentales isolées de T : les composantes irréductibles de F

en font partis, mais 1l peut y avoir en outre des vraies sous-variétés de ces

composantes .

Toute wi* est de dimension supérieure i celle de la variété Fi correspondante.
En particulier, une w; a la digension r ~1 lorsque, localement, sur F,
un des multiples de || est constitué d'intersections complétes.

8. Transformations ayant un lieu fondamental donné.

si k[ No **° v)n] et X[ Ny ses Y)ﬁ] sont les anneaux de coordonnées homo—
génes sur V et sur V! et si 7&,: \fi( No y’n) les  étant des formes
de méme degré, les idéaux principaux (sf i) ont un plus grand commun diviseur
® et on posant 2 (~fi) =% @i ; le lieu fondamental F est la variété de
1'idéal (§o s soe s <§m) .

Inversement, ayant choisi sur V , c'est-a-dire dans 1'anneau K [ v  «se ‘9n]
un idéal homogéne ¢t , si on prend pour & une base constituée de formes de
degrés les plus petits possibles et si d est le maximum de ces degrés, toute
base (\ro ces ‘fm) pour les formes de degré ¥ dans ¢ ou ¥ 3> d +1 , ropré-
sente une transformée birationnelle V'y de V.,

La variété de jonction de V et V!, est Vﬁ'} 4 $ilen résulte que, pour
Y > d +1 ; la correspondance est dépourvue d'éléments fondamenteux sur V!, .
On vérifie que ceci a encore lieu pour Y =d + 1 . Les variétés V' sont deux

& deux en correspondance birationnelle réguliére.

Si la sous-variété N de .V définie par o est de dimension < r -2 , on
a F =N . En particulier, si g€ est irrelevant , V' est transformée réguliére
de V (F vide)s Si N est de dimension r -1, F ¢N mais peut contenir,
outre les composantes de N de dimension < r -2 , des sous~-variétés propres

des composantes & r - 1 dimensions.

61



L. GAUTHIER

9. Transformations monoidales.

Lorsque dans la construction précédente on prend pour o un idéal premier de
dimension €r -2 qui définit sur V une sous-variété irréductible W , on
dit qus T st monoidale de centre W o En particulier si W est un point, T
est dite "quadratique".

W est le lieu fondamentals T {W} a toutes ses composantes de dimension r ~1 ,
mais peut 8tre réductible, certaines de ses composantes correspondant i des sous-
variétés propres de W , c'est-a-dire : le wentre W n'est pas nécessairement la

seule variété fondamentale igolée de T

Cependant si tous les points de W sont simples & la fois sur W et sur
V, T[W)=T{W}=W" est irréductible, de dimension r -1 et tous ses
points sont simples & la fois sur W' et sur V' . S1 W est de dimension s ,
W' ost engendrée par un systéme algébrique & s dimensions de variétéds V' 2
r -1 -8 dinmensions en correspondance biunivoque avec les points de W . Chague

T est irréductible, rationnelle, sans singularité, et par tout point de W' il

en passe une et une seule.

Les transformations monoidales jouent un rdle important dans la résolution
des singularités puisque, en choisissant un centre W contenant certaines sin-
gularités de V on obtiendra une variété V' sur laquelle les eingularités
correspondantes seront modifiées, sans 1'introduction de singularités nouvelles.

La considération des propriétés relativement simples des transformations
monoidales pose un probléme intéressant :

étant donnée VT V' oh V et V' sont dépourvues de singularités et T
privée d'éléments fondamentaux sur V' , est-i1 possible de décomposer T en
un produit de transformations monoldales ?

la réponse est affirmative dans le cas des surfaces (ZARISKI : Réduction des
singularités des Variétés a trois dimensions) et généralise dans un certain sens le
théoréme de Noether assurant ladécomposition dune transformationbirationnelle planeen
produit de transformations quadratiques (bien que les transformations quadrati=-
ques de Zariskl soient essentiellement différentes de celles de Cremona)e
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ADDITIF
Voici deux exemples qui ont été domnés pour illustrer cet exposé &

1° Dans le plan affine (x , y) la courbe C @

X (t2 - 1)1;2

(t2 -1)t

y

admet un point singulier, & l'origine x =y =0, obtemupour t ==-1, 0, +1.
Elle n'est pas normale, ni méme localement normales

Dans 1l'espace affine (x , y , z) la courbe C' 3

= (t2 -1)1-,2
y= 2 -1
z=1%

est birationnellement équivalenter &8 C car ¥ =§ » Elle est dépourvue de

singularité, et localement normales

Dans l'espace affine (x, y , z , u) la courbe C" :

x= (& -1)°
y= (% = 1)t
z=1%
u=t.2

est birationnellement équivalente & C et C! ot elle est normale.

20 Si 1'on prend pour variété V 1e plan projectif P (x, y , z) ot pour
variété V' 1le plan projectif P' (yz , zx , xy) , ils sont en correspondance
birationnelle.

51 1'on considére dans V la sous-variété W (courbe) définie par
Xy +yz+2zx=0,
On obtient dans P* pour T [W] la droite projective 3
x+y+z=0,
et pour T {W} la courbe décomposée en quatre droites projectives :

xyz(x +y +2) =0 .
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