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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1949)

SUR LES SUITES DE COMPOSITION D'UN GROUPE
ET LA TOUR DES GROUPES D'AUTOMORPHISMES D'UN GROUFE FINI

par Jean BRACONNIER
[a'apres H. WIELANDT (1) ]

1. Soient G un groupe, G' 1le groupe de ses automorphismes et ¢ 1la représenta-
tionde G dans G' qui, & s¢G , fait correspondre 1'automorphisme

x _.._;sxs-1 de G; 4(G) est un sous-groupe distingué de G' ; 1'image réci-
proque par § de 1'automorphisme neutre de G' est le centre Z de G ; pour
qu'un automorphisme o € G' permute avec tous les automorphismes intérieurs,

il faut et il suffit que g1 o-(s) €Z pour tout seG . Supposons maintenant que
Z= {e } 5 Yestun isomorphisme de G dans G' et on identifie alors G avec
le sous-groupe distingué ¢ (G) de G' ; le centralisateur de G (ensemble des
éléments de G' permutables avec ceux de G ) se réduit a {e} ; en particulier,
le centre de G' est {e}. Si 1'on pose G = Gl et si, pour tout entier n > O,
on désigne par Gn+1 le groupe des automorphismes de Gn , la suite croissante
de groupes (Gn) s'appelle la tour des groupes d'automorphismes de G . Etant
donné n >0, Gy» Gyg s »ee s Gy s {e} est une suite de composition de G
et, pour 0 <i < n, le centralisateur de C-i dans G:l.+1 est {e } . Dans le
cas ol G est un groupe fini d'ordre g > 2 , WIELANDT, en étudiant les suites
de composition d'un groupe fini ayant des propriétés analogues & celles de la
suite de cpmposition de Gn qu'on vient de 4éfinir, montre que 1l'ordre de Gn
est majoré par une fonction de g , & savoir g3 logae) . I1 en résulte que

la tour des groupes d'automorphismes de G n'e qu'un nombre fini d'étages : il
existe n tel que tous les automorphismes de G, soient intérieurs ).

2. Dans tout ce qui suit, G désigne un groupe ayant une suite de Jordan-HGlder,
de longueur n . On dit qu'un sous-groupe H de G est correct s'il existe une
suite de composition de G dont H est un terme. Tout sous-groupe distingué de

G est correct, comme son nom 1'indique. Si H est un sous-groupe correct de G ,

il existe ainsi une suite de Jordan-Holder de G dont H est un terme, soit
G=Gy 5 Gy eev , Go=H, ..., Gn=i°}‘ G., «os , G est une suite de

(1) WIELANDT (H.). ~ Eine Verallgemeinerung der invarianten Untergruppen, Math. z.,
t. 45, 1939, p. 209-244,

(2) Cette question avait été posée par ZASSENHAUS, qui a d'ailleurs montré que si
G est un groupe simple non abélien, fini ou non, ona n= 2 .
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Jordan-H6lder de H, et H est de longueur n-r ; il en résulte que le nombre r
des groupes quotients Gr/G1 s eee s Gr-l/H ot la structure de ces groupes ne dé-
pendent pas de la suite de Jordan~Holder Go y ses g (‘xn . On dit que la suite

G, Gl s eee Gr-—l » H est une suite de Jordan-HGlder de longueur r joignant

G & H, et on appelle les r groupes (}/G1 s eve y Gr_l/H les quotients de cette
suite. On a alors le théoréme suivant :

Soient H et K deux sous-groupes corrects de G , L le sous-groupe de G

engendré par HUK . Les sous-groupes HNK et L sont des sous-groupes corrects
de G; si El (resp. Zz) est une suite de Jordan-Holder joignent L & H
(resp. H & HNK ) , chacun des quotients de-"Z1 est isomorphe & un quotient de
Y, et chacun des quotients de Y, figure dans 3, avec une multiplicité au
moins aussi grande que dans 2:2 .

Ce résultat fondamental se prouve en plusieurs étapes @

1) Soit Go s wee s Gn une suite de Jordan-HO6lder de G contenant H ; si on
pose G:.'L = C-in K pour 0£i<gn , Gc‘) s eee Crr'1 est une suite de composition
de K que l'on peut compléter, aprés suppression des termes égaux, en une suite
de Jordan-Holder de G dont K et HNK sont des termes. HNK est donc un
sous-groupe correct de G et les quotients d'une suite de Jordan-HSlder joignant

K & HhK figurent parmi les quotients d'une suite de Jordan-Holder joignant G
a4 H.

—

2) On montre que L est un sous-groupe correct de G en raisonnant par récur-

rence sur la longueur n de G , puls par récurrence sur la somme des longueurs
de deux suites de Jordan-Holder joignant respectivement G & H et & K.

3) On montre enfin que les quotients de figurent parmi les quotients
2 ===

de }—_'1 en raisonnant par récurrence sur la longueur d'une suite de Jordan-Holder
joignant G & K ; soit M un sous-groupe distingué maximal de G contenant X
et H1= HNM ; ou bien

G
a) HNK = Hy et K est invariant par tous les auto-

L . s pzs -1
morphismes intérieurs x —3 sxs avec se€H ; ona

i M HK = KH=1L ; si K=1L 1le résultat est immédiat ; si-
M'al non, il existe un sous-groupe distingué maximal M' de
L contenant K et ne contenant pas H , d'ol le ré-
K sultat (fig. 1), car M' = (M'NH)K et
HNnK

KO (M NH) = KNnH ; ou bien
{e} fig. 1
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SUITES DE COMPOSITION

b) HnK = Hy et i1 existe se¢H tel que
sks™t # K ; alors le sous—groupe K, engendré par
Kusks™ est correct et de longueur supérieure &
celle de K (fig. 2) ; ou bien

c) HNK # K, ; alors le sous-groupe K, de G
engendré par Han est correct et de longueur su-
péricure i celle de K , d'oh le résultat (fig. 3).

Le résultat ci-dessus admet les corollaires sui-

HoK vants :

1. S8i H (resp. K) est d'ordre fini h (resp. k),
fig., 2 L est d'ordre fini 1 et les seuls diviseurs premiers

{e}

_d_g 1 sont ceux de hk.

2. 81 H et K sont résolubles, L 1l'est aussi.

3. 8i, quel que soit le sous—groupe distingué maxi-
mal P de H, H/P n'est isomorphe 3 aucun quotient
de Zz , H est un sous-groupe distingué de L .

Pour que tous les sous-groupes de G soient cor-
rects, il faut et il suffit que G soit fini et
produit direct de ses sous-groupes de Sylow.

On sait que si deux sous-groupesdistingués de G

ont une intersection réduite & {e} , tous les é1é-
{e} nments de 1'un permutent avec tous les éléments de
fig. B 1l'autre. Ce résultat se généralise ainsi aux sous-

groupes corrects :

Soient H et K deux sous-groupes corrects de G tels que HnNK = {e} ’
soit L le sous-groupe (correct) de G engendré par HUK , et soit H'
(resp. K') 1le plus petit sous—groupe distingué de L contenant H (resp. K) ;

pour que tout élément de H permute avec tout élément de K , i1 faut et il suf-

£it que le seul sous-groupe abélien de H'NK' soit {e} .

Cette condition est évidemment nécessaire (car H et K sont des sous~—groupes
distingués de L , H= H' et K= K' ). Pour montrer qu'elle est suffisante, on
raisonne par récurrence sur la somme des longueurs des suites de Jordan-HSlder
qui joignent respectivement G & H et K. Si H=H' et K =K' 5. 1e résultat
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est immédiat ; on suppose donc K # K' ; il existe alors un sous-groupe distingué
meximal M de G qui contient K ; soit Hl = HOM ; on montre que tous les
éléments de Hl permutent avec ceux de K , puis avec ceux de K' s d'olt on dé-
duit HNK' = {e} » ce qui permet alors de montrer que les éléments de H per-
mutent avec ceux de X .

La condition ci-dessus est en particulier vérifide lorsque tous les quotients
abéliens d'une suite de Jordan-HSlder de H sont distincts des quotients abdliens
d'une suite de Jordan-HSlder de X . Il en est ainsi lorsque H et K sont d'or-
dres finis premiers entre eux.

3. On dit qu'un groupe est parfait s'il est identique au groupe de ses' commutateurs.
On dit qu'un groupe U est local si 1'ensemble des sous-groupes distingués de U,
distincts de U, admet un plus grand élément MU .

Si H est un sous-groupe correct, parfait et local de G et si K est un sous-
groupe correct de G ne contenant pas H , H est un sous-groupe distingué du
sous-groupe de G engendré par HuUK (démonstration par récurrence sur la lon-
gueur de G ). Soient 97 1'ensemble des quotients non abdliens d'une suite de
Jordan-HGlder de G , et L 1e nombre de ces quotients ; il existe exactement £
sous~groupes corrects parfaits et locaux de G , soient Hl ? eee Hg s 1'ensem~
ble des groupes Hl/MH s eee s HZ/MH,Q, est identique 2 UG . On démontre ce
résultat par récurrencé sur la longuelr n de G 381 n>0 etsi M estun
sous-groupe distin_g(ué maximal de G, ou bien G/M est abélien, et tous les sous-
groupes corrects, parfaits et locaux de G sont contenus dans M , ou bien G/M
n'est pas abélien, et on montre, i 1'aide du résultet du début de ce paragraphe,
qu'il existe un . sous-groupe H de G, correct, parfait, local et non contenu dans
M : il suffit de premdre pour H un sous—groupe minimal parmi les sous-groupes
corrects de G non contenus dans M . Cet important résultat permet de démontrer

les propriétés suivantes :

Soit H un sous-groupe correct et parfait de G ;

a) Si H # {e} sy H est engendré par les sous-groupes corrects, parfaits et
locaux qu'il contient.

b) H permute avec tous les sous-groupes corrects de G .

c) _S& K est un Sous~groupe correct de G tel que HNK soit résoluble, H
est un sous-groupe distingué du sous-groupe de G engendré par HyUK .
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4. Soient maintenant G un groupe fini d'ordre g , H un sous-groupe correct de G
d'ordre h 3> 2 . On a le théoréme fondamental sulvant :

Soient H' le plus petit sous-groupe distix;gue‘ de G contenant H, et r
1'indice du normalisateur de H ; il existe un nombre premier p tel que, si Hp
est le plus petit sous-groupe distiniué de H tel que H/H_ soit un p-groupe, H!
contienne un sous-groupe correct K d'ordre pK > rl/ %/ (log60 g)°h2°‘ .(en_posant

o = logyh st ¢ = 1c>g602 ) et dont tous les éléments permutent avec les éléments
de Hp .

On commence par établir le résultat suivant : si L est un sous-groupe distin-
gué de G d'ordre £ ot dont 1'indice est une puissance de p , il existe un

m n 1°g21 n .,
sous-groupe distingué M de G d'ordre p » p /4 , p étant la plus
grande puissance de p divisant g , et tous les éléments de M permutent avec
coux de L (on utilise le fait que le groupe des automorphismes de L est d'or-
dre X L logy ). Puis on montre que, si h = pj » 1'ordre de H' est
P '> rl/ J . On en déduit alors un premier résultat : si H est résoluble, alors
H' contient un sous-groupe correct d'ordre pk > r1 o /hd . On remarque enfin
que, si H est parfait, ona r ¢ (logéog) ¥ ¢ (en utilisant le falt que le
plus petit groupe simple non abélien est le groupe alterné de degré 5 , dont l'or-
dre est 60). On en déduit le théoréme fondamental en considérant le plus petit

sous-groupe distingué H de H tel que H/H1 soit résoluble : Hl est alors

parfait.
Remarquons maintenant que, si p divise l'ordre du centralisateur de 'Hp s P

divise aussi 1l'ordre du centralisateur de H . Si donc le centralisateur de H

se déduit 3 {e} s 1'ordre du centralisateur de Hp est premier avec p et

pk =1, donc r < (logéog_)co(hz"‘2 . Or 1'ordre du normalisateur de H est sh“;

2cx+1)0l

onadonc g < ((logéog)ch « Mais ona h >6 (sinon H aurait un centre
# {ego{)z et par suite, o > 2 ; on en déduit que (logéog)c,g p-t , d'ol
g<h « En résumé : Si le centralisateur de H se réduit a {_93 ,0na

2
g < .

Si on reprend les notations du paragraphe 1 , il est clair que G est un sous~
groupe correct de G et que le centralisateur de G dans G, est {eg. L'or-
dre de G, est donc g g~3 (log2 g)2 , d'ol le résultat annoncé.

~
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