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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1951)

v - 4
IES THEOREMES DE WHITNEY SUR LES FONCTIONS DIFFERENTIABLES.
par Laurent SCHWARTZ

Tous ces théorémes sont valables sur des variétés différentiables, par passage
du localan global (partition de l'unité s on les démontre sur .,

Notations & une variable ¢ _
2
x=(x1,x2,...,:%), |x|=m:ln(1,\/2:xi);

sl P=(P1:P2’"°’Pn)’

® = (32—1')1)1 (3;3(-2-)p2 (;%)pn ,

lpl =p, +py +eeo +p 5 Pt =pbpylecaply = x1 xg P N
Formulé de Taylor s

= .
£(x) = }p: DP£(0) &

lo Un lemme sur les partitions de l'unité.

IEME 1, - Soit A un ensemble fermé de K* « Quels que soient les nombres réels
a,b,e, 0O<a=b<l, 0<E€<1l, 4} existe un recouvrement

R=(J )p=012,.u de EA 6t un entier N tels que

1° Chaque élément de R sot une boule ouverte J,, , de rayon compris
entre a fois et b folis la distance de son centre & A ;

2° Les homothétiques de ces boules, par rapport & leur centre, dans le

(1) rapport & >0 , forment encore hn recouvrement de CA 3

3° Quel que soit x€ CA , la boule de centre x , de rayon (1L = ¢) fois
la distance de son centre & A , rencontre au plus N des boules appar—
tenant & R .

\
Un tel recouvrement, qu'on choisira une fois pour toutes, s'appellera recouvrement
standard de fA .

A partir de lui on détermine une "partition standard" de ltunité ¢ ©(x) est
une fonction indéfiniment dérivable =0 ayant , pour support la boule unité,
> 0 dans 1'intérieur de cette boule ;
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) v(x) transformée par une homothétie de fagon & avoir pour support J, , et
E)
¥, = Y, Alors (1) donne @

7

LEMME 2, - Une partition standard (‘fv) attachée 3 un recouvrement standard
(6] D) vérifie
A ¢, o pour support Tu , \Pv)O , ;tﬂj= 1 sur CA .

B 'Dpfv, € Cp/dllf{ s 4, étant la distance & A du centre de J, 3 les

Gp sont des conatantes.

Premiére partie

Théoréme sur le prolongement des fonctions différentiables [4 ] (1).

2, Définitions.
Une fonction m fois continfment différentisbls suwp un ensemble fermé A de R®

est un systéme de fonctions fp(x) (lpl £m), (£(x) = £ (x)) , définles sur
A , ayant la propriété suivante 3

Soit, pour x et z dans A

(3) £ ,.(2)
£ = = 9 (x-z)4R(x;53) 3
P fpralem g P

pour tout x € A et tout x>0, il existe >0 tel que

pour x et z dans A, Ix-xoléé, lz-xolss,
(4)

IR G 5 2) < ol - o[R!

On posera, pour z € A et x € R

fq(Z)
" \y(x 3 3)= 'qu]fmT (x-2)3,etona
R . (z;2)
Dpy(X;z')=Dp1)(x;Z)+}: AL ) L
Ip+qlem qd

Un prolongement de la fonction différentiable a E® entier est une fonction
F(x) définie et m fois continuemest différentiable sur i , telle que

(1) La démonstration de Whitney a été trés simplifiée par HESTENES [2 J.
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THEOREMES DE WHITNEY

6) D® F(x) =fp(x) sur A .

3+ le prolongement,

THF:OREME 1, - Toute fonction m fols continuement différentiable sur A peut

8tre prolongée a R .

DE,MONSTRATION. - On prend une partition standard de C A, on appellse x,, une
projection sur A du centre ds J , et on prend

F(x) =§ f,&) g x) sur fa s
7 F(x) = £f(x) sur A .

La semme est fine sur tout compact de (:A , donc F est indéfiniment diffé-
rentiable sur A et m fois dans 1l'intérieur A° de A . I1 reste 2 montrer
que D’ F tend vers i‘p sur A . Soit x, une projection de x eR' sur A .

(8) DP P(x) - DPr(x 5 x) == Zlﬁm (®) 0% g (P (x 5 x,) PP plx 5 %))

» |p+q

(9) |0 Flx) - Dp\\;(x 3 x )| €K b |x - x I"IQI Ix - x lm"lpl"'lQIéK .
[o] o +qlem (o] o)

(en appliquant (1), (2), (4), (5)) «

Comme X oSt aussi petit qu'on veut, cette quahtité tend vers O pour
Xx—a €A ; donc pour x—yaeh, D° P(x) —+Dp1; (a 3 a) =fp(a) .

4. Remarques et extensions.

1° Pour m infini, il faut prendre des \y(k)(x 3 2) limités aux termes d'or-
dre =k, k-—> o quand J,, tend vers A .

2° Sur une variété, on peut prolonger n'importe quel champ de tenseurs diffé-
rentiables donné sur un fermé A ,

39 Le théoréme 1 est trivial si on suppose que @

A, ou bien f(x) est donnée déja sur un voisinage de A , et on cherche F(x)

coincidant avec f sur un voisinage de A .

B. ou bien A est une sous-variété différentiable.
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4° THEOREME 2+ - Toute fonction m fois continuement différentiable (m fini
ou infini) sur un ensemble fermé A de R° peut 8tre étendue A R? par une
fonction G, m fols continuement différentiable sur R s analytique sur BA .

5. Majoration du prolongement [5], [6] (2) .

A étant compact, existe-t~il une constante ‘A telle que, si

(11) l‘fp(X)ISM, lplem, xe4a,
i1 existe un prolongement F(x) vérifiant
(12) P Fix)|e AM, |plen, xe® ?

I1 suffit de raisonner au voisinage d'un point a de A . Alors les P \p(x ’ xo)
(xo projectioy de x sur A) sont majorés comme il faut, et (9) fait interve-
nir « , qui dépend des Rp(x 5 2) o Il s'agit donc de majorer le x de la formule
(4).

Expression du reste de la formule de Taylor (pour x et 2z dans 4) s

‘ d,(x=- g)q
(13) Rp(x ; 3) = lpgl-m) p+q(§) (Z)]—i—cﬂ-—_

1l'intégrale étant prise sur n'importe quelle courbe rectifiable joignant 2z &
x dans A . Si b €wlx - 2| est la longueur de cette courbe :

n
(14) IR (x, z)l‘-Co.)"|pl |x - I-Ipl u K< Cad et A< Aow °
D'ou ¢

THEOREME 3+ ~ On aura une majoration (1R) avec A= Ao ot , 81 1l'ensemble 4
a A propriété (P) de Whitney :

(P) Il existe un nombre w tel que, quels que soient les points x et 2z de

A assez voisins, on puisse les joindre dans A par une courbe de longueur

L$oulx-2|o i

S1 maintenant on suppose seulement L<cd|x - z]|T , alors

nelpl

(15) LNC <o Pl x oo T

(16) 0P FG) - Pyl 5 x lsx, ™I 2 e -k 17 lqf=lpfelal
I_Kw lpl Ix_x I"‘"—IPI

(2) Le probléme de la majoration du prolongement a été réétudié et amélioré
par G. GLAESER [1 ],
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dron (12), A = Aowm , mais seulement pour les dérivées de F d'ordre

lpl<p =03] .

Deuxiéme partie 3

6+ Définitions.

(&m) (m fini) sera l'algébre des fonctions m fois continuement différentiable
sur K° » avec la topologie de la convergence compacte des dérivées d'ordre =m .
J sera un idéal de (‘&m) °

Soit a € A o 51 on considére 1'idéal fermé des fe (& ™) nmulles en a aimsi
que leurs dérivées d'ordre < m , le quotient de (ﬁ ) par cet idéal est l'anneau
ponctuel (& ) do (%") au point a ; il est isomorphe & l'anneau des polynSmes
modulo les monﬁmes de degré m + 1, le polyndme de degré ¢m associé a £ € (&™)
étant son polyn8me-section de Taylor limité & l'odre m .

Ligpplication canonique r, de (€™ sur (‘é ) appllque % sur un idéal
j TT J , appelé idéal ponctuel de J en a . L':.déal r\(ﬁ est un idéal
ferme "primaire" de (6 ) s de co-dimension finie, contemu dans un seul idéal

maximal fermé.

THEOREME 4e - Un 1ddal fermé J est déterminé par ses idéaux ponctuels '\Y
il est l'intersection des idéaux fermés primaires w ’j _cLul/le contiennent.

ﬂ serg un idéal quelconque. Une fonction appartient a T au voisinage d'un com-
pact K s'il existe uhe fonction e';j coincidant avec elle sur un voisinage de

K + Une fonction appartient localement & < si au voisinage de tout point elle
appartient a °f s alors elle appartient a °J au voisinage de tout compact j soit

1'ensemble de ces fonctions. On montrera que, si une fonction F(x) € (&T)
est telle que (T Fesqr 3’ pour tout J , alors quells que soit &> 0 s 11
existe fe‘,’_}' telle que

(17) [DP F(x) - P £(x)|<e¢ , Ipl<m.

LEMME 3+ - La dimension A(z) de 1'idéal ponctuel T, J est une fonction

semi-continue inférieurement de 3z .

Car si des f(U)e S sont telles que les ™ f( v) sotent indépendantesdans
™, T, les ™, £ le sont dans ‘t\’zj pour z voisin de a .
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COROLLAIRE, = L'ensembls BR des points 2z ou &r zﬂ’ a une dimension 3z ) est
ouvert, l'ensemble A, = B?\ - B) 4 O il a la dimension ) est fermé dans

B Ao donc localement compact.

7. Formule locale d'approximation.

I1 existe faeif tolle que @, F = {7, f, , donc quel que soit £>0 , 11
existe S(a; &€)>0 tel que

(18) |PP F(x) - DP fa(x)léelx - alm'lp' pour |x -al= Sa, €)
S dépend de £ et de a o Mais @

IEMME 4. = lorsque 7z parcourt n'importe quel compact do A ~ S(e, ¢) est

borné inférieurement pour & donné.

Car, si dans le voisinage &% d'un point a de A}\ ’ f(v)(x) eT (»=1,2 «0ap)
sont indépendantes (lemme 4), alors pour z e A Aﬂ Q

(19) fz(x) =2): u(y)(z) f(ﬂ)(x) , u(u)(z) continues

P £, (x) = ﬁp .ﬁ‘c'j)_qu*'q F(z)) +2D:uu(z) RI()D) (x;2) =

(20) +q <m
= (Dp F(x) 'fp(x s 2)) +§ u»(z) Rp,:) (x ; z)
dtou
{ le F(x) - P fz(x)l gnij - zlm‘lpl
(21)

1pour ze QN Ag, [x -zl < $(¢g) o
On utilisera le lemme comme suit ¢

Quel que soit &£>0, il existe é(?‘) (z2) > 0 continue telle que

(22) |DP F(x) - DP fz(x)ls e |x - zlm-lp‘ » lpl=m, pour |x -~ zlss(a)(z).

8e Approximation locale de F dans un ouvert B?‘ .

On construit 3( )(z) associde & £,< & sur A';\ (lemme 5) , de fagon que
pour tout ze A , ( ) (z) soit petit devant la distance de = (:B .
R) sera la réunion des boules |x - z|< é(a) (z) , R'? la réunion des boules
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I‘x - zlé 5(%)(2)/2 (ze b 'A) o 11 est ensuite nécessaire de remplacer AA par
un ensemble discret dénombrable A'K assez serré pour que les ensembles ouverts
analogues 3 R, et R' associés & A! soient trés sensiblement les némes

que pour A,>\ s ¢t nous les identifierons.

Soient alors (JU) R (\? ) , un recouvrement et une partition standards de

1'ensemble ouvert BR- A',; (lemmes 1 et 2). Nous approximerons F dans Bq par

f(R)(x) =§ L?p(x) £y (x) pour xe:-BA -Aga

(23)
£ (2) = £.() pour z e, .

(xy = projection de ,, , centre de J, , sur A"AUEB?\) la fonction f(?‘) (x)
a les propriétés suivantes 8

2o £ W) oot aans (27 .

C' ) - A'
est évident pour x e B?\ 'y .
Lorsque x tend vers AL , le raisonnement du paragraphe 3 le montre (fx (x)
remplace ‘P(x 3 xp) , (23) remplace (4) et (5)). Mais c'est ici encore plus %
simple grfice 3 la structure discréte de Aty ot mémo

Be f(w(x) appartient 3 J dans B?‘ .
Car f(?o (x) est localement dans T au yoisinage de tout point de B'A - A"A .

Et, pour x assez voisin de ae A'% y X, =a,et

(24) £y = 2 (x)

Ce Quand x € R'/\ s on a (22), de sorte que
(25) P M) - 1P px) | < ke (ar Pyl
ou d'(;\)(x) est la distance de x a A:\ .

9. Approximation d¢ F dans R .

A chaqus A est associée une f(” (x) (paragraphe 8). Pour les raccorder, on
construit des fonctions (0(,A) ayant les propriétés suivantes s

Nzo, W
(26) dans B, , égale & O dans RL , &1 dans B =R~ , et vérifiant

|pP K(;\)(X)lé C(d'(%)(x))"lpI y d'(A) (x) = distance de x a A'A

est définie 68 m fois continuement différentiable
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! ]
I1 suffit de prendre vg(»(x) = g ¥ »(x) , la somme z étant étendue 3 toutes
les boules J,, ayant au moins un point en dehors de R PR

Considérons alors successivement pour A=N, N-1, ... , O 1les fonctions
suivantes @

Mgy = £ M)
définie dans Ay = By ((N)f =F sur BN)
(27) < Wet) = (1=« W) ¢ Py A¥)gi)

définic dans B

A
@) = 1 - ) £ )+ o 0 Wi

définie sur R = B,

(o) £f(x) = £(x) a les propriétés suivantes, qu'on démontre par récurrence sur N\ 3

A, ()’)f appartient localement & J dans B  donc fe"\j" .

(28) B, |DP (a)f(x) - DP F(x)| =K¢ (A (N(x))m-Ipl dans B~ , od A(})(x)

‘ est la distance de x a CB,\ .
(Résulte de (25), (26), et a'Wix)< AV ) pour x €Ry) »

Alors £e% , |DP(f-F)|<t, C.QuF.D

10. Congéquences.
On peut remplacer (\8m) par (") , R par une variété, m fini par m infini.
Transformens par dualité. L'opbbogonal <J° de tout idéal fermé T de (R) est

un sous-module fermé de () considéré comme module sur (&) »

THEOREME 5. - Tout sous-module fermé de (()') esb srgendré par. des dlghributions
a support ponctuel qu'il contient.

Par Fourier, en remplagant (@®') par (') :
THEOREME 6.+ - Tout sous-sspace vectoriel fermé de (') invariant par les trans-
lations de R® est engendré par les exponentielles+~polynSmes qu'il contient (analyse

et synthése spectrale).

Il est fourni gracieusement au lecteur la suggestion suivante qui demande a 8tre
précisée @ 5
Toute algébre convenable est unm algdbre de fonctions différentiables (7).

( (3 ) Cette suggesE.icix)l a été étudide dans les travaux de GLAESER [1] et de L. NACHBIN
voir par exemple .3 J).
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