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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1951)

THEORIE DU CORPS DE CLASSES LOCAL SELON G.P. HOCHSCHILD (1).

par Pierre SAMUEL

1. Enoncé des résultats.

Soit K un corps -adique. Pour toute extension abélienne finie L de K,
N /K(L*) est un sous-groupe d'indice fini de K* de groupe quotient N*/N(L*)
isomorphe au groupe de Galois C de L . Tout sous-groupe d'indice fini de K* est
de la forme N /K(L*) ou L est une extension abélienne finie. Si F est une ex~
tension finie quelconque de K ot si R est la plus grande extension abélienne con-
tenue dans F , on a NR/K(R*) = Ng /K(F*) .

2. Cohomologie des groupes de Galois.

Soient L une extension galoisienne d'un corps (quelconque) K, L son groupe
de Galois. Le groupe abélien C°( LN L*) des applications de i‘,’n dans L* est
appelé le groupe des cochafnes de ®n (Co= L) . Opérateur de cobord défini par

Sf(ﬂ'l y e ’€n+1) =
n+l

ST 1)t -1
f( 6'2""7 5'n+1) i f( 0’1,"', fi(iﬂ:"-ﬂ' n+1)( ) f(o—l"'" ‘n)( )

pour f ec? 3 on vérifie que 66 f =1 ; cas particuliers utiles :

1o n=0, rel*, (§£)(eg) = 5L .
22 n=1, (§8) ¢, T) = £(T)° £(r¥)E(6)

2, (bf)(o’ls L PY) "3) = f('6'29 5’3)61f(6'1'o’2: (3)-11'( 51’62’63“'(61’0'2

3° n )—1

i

On définit alors cocycles, cobords et groupes de cohomologie H° (S:' , L*) (32 est
le groupe des classes d'algébres centrales simples sur K qui sont décomposées par
L).

a. On montre (par 1'indépendance linéaire des automorphismes) que H1 = (1) .
Soit ,;)5 un sous-groupe invariant de s F son corps des invariants, f / ;b

1
(") HOCHSCHILD (G.). - Local class field theory, Annals of Math., Series 2, t. 51,
1950, p. 331-347.
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le groupe de Galois de ¥ sur K ; on a les applications canoniques

c“(ﬂ/;g y )= e ((, L*>—>c“(§7, L),
qui passent & la cohomologie et donnent la suite suivante, qu'on démontre &tre exac-
te :

(1) L/, T T KL, 1) -,

(que SERRE sait faire aller plus loin). Si,:& est d'ordre m , et si ce Hz(f , L*)
on voit par "moyenne sur ;55 " que ¢® est dans le noyau du dernier homomorphisme,
et donc dans 1l'image de ’UF L e

2

b. On suppose maintenant que toutes les extensions de K considérées sont plongées
dans une méme cl8ture algébrique ; ce plongement est unique pour les galoisiennes.
Soient E , F deux extensions galoisiemnes de K , C leur (unique) extension com-

posée, qui est galoisienne, de groupe (’:} ; soient (Eu les sous—groupes in-

‘AJ

F
variants des éléments de (L qul laissent E , F 1nvariants ; les groupes de Galois
(E fde E,F sont (170:’ Q:J/@J . Considerons les isomorphismes ’EE C F c

de H2( (EJ E ) ! Hz([f , F ) dlz:ns HZ((IV C ) ; & l'intersection de leurs images
dans H2( (u ¢*) correspondent deux sous-groupes Hz((':/ E )F et Hz(jF , F )E
isomorphes par des isomorphismes réciproques notés ’tE,F et ’UF,E 3 ceux—ci vé-
rifie une propriété évidente de transitivité.

¢. ("L'homomorphisme japonais") Soit ¢ & Hz( , 1*) ; pour tout représentant f
do ¢ dans 2° , onpose f(g) = ’t’/e,l)’f(t ,6) ; en faisant les produits en
'8 ; eten 3 2 des formules 3° du cobord, on obtient

=N((g ,UNFT) T s mT@)™? et F(e)H=TF(o) .

Donc T définit un homomorphisme de L dans K*/N(L*) ; on vérifie aisément qu'il
ne dépend que de la classe de cohomologie ¢ de f , et on le note c¢' -; ainsi
¢ = ¢! est un homomorphisme : Hz(,f', L*) — Hom( (", K*/N(L¥)) .

Soit F une sous-extension de L , galoisiemnec sur K ; considérons les homomor-

phismes :

Hz(j,“/,ﬁ F )«fFL H(§, L*)-)Hz(f,“), L*

(oti f‘/ﬁ est 1o groupe de Galois de F) (cf.a)) ; on démontre qu'on a le diagramme
de compatibilité suivant :
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o —-—;f—)f/:i?':ﬂ:

(o) ! o 17 (g plen
PNy p U5 N0 SRty

ol ¢ & HZ( L, L*) , et o N se déduit de N /g Par passage aux quotients ;
la moitié gauche est encore valable pour une sous-extension quelconque F de L ;

enfin VL F(c:) est défini ainsi : si m=[L ¢ F] , c" estde la forme
?

. ~
’CF’L(e) (a)), et 1'on peut poser e =h,F(°) puieque \'F_,L est biunivoque.
() On montre enfin que, si L est cyclique sur K, ¢ — c' gst un isomorphisme

de HZ( T, L*) sur Hom( {, K*/N (L*) (prendre un cocycle convenablement normalisé
dans la classe c).

3. Définition de 1'homomorphisme principal.

Soit K un corps valué par une valuation discréte v , complet, et tel que le
corps des valeurs de v soit fimd (K. est soit um oorps §0-adique, #oit un corps de
sériss formelles 3 ume variable sur un corpa fini) ; nous noterons AK el PK 1'an-
neeu et 1'i1déal Ge v , IK lteneemblo des éléments fmversibles de AK . Toute ex-
tension finie L de K a les mémes propriétés ; on pose

£=[A/P ¢ A/P] , et PA = (P
alors [L s K]=ef . 81 L est galoisienne tout & ef est continu (unicité de
la valuation de L) ; les automorphismes 6 € fn‘ tels que a - aePL pour tout
a € AL forment un sous-groupe invariant EJde ,f ; appelé le sous-groupe d'inertie
de L ; /@J/j:' est le groupe de Galois de AL/PL sur AK/PK , et est donc cycli-
que ; le corps des invariants de ( est le corps d'inertie T ; on a

[(T:x]=f,[L:T]=e.

Si e=1, L est dite non ramifide. Il existe des extensions non ramifides de
®n de K (relever une équation irréductible f£(X) de a%n sur AK/PK) 3 deux
telles extensions sont identiques (appliquer le lemme de Hensel & £(X)) ; une ex-
tension non ramifiée L de K est galoisienns (encore HENSEL), et gom groupe de
Galois eat oyolique (ici = (1)) ; 81 q est le nombre d'éléments de AK/PK , 1'au~
tomorphisme de L qui, dans AL/PL dome x — x* , est appelé 1l'automorphisme

de Frobenius.

Si Z est l'extension non ramifiée de don de K, N(Z*) est l'ensemble V des
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x €K* tels que n|v(x) (il suffit de montrer que tout élément de Iy est une
norme, ce qui se fait par approximations successives en utilisant le fait que tout
élément d'un corps fini est une norme et une trace). Ainsi K*/N(Z*) est un groupe
cyclique d'ordre n , engendré par la classe ov des générateurs de Py o On définit
alors  \f, /K Z — K*/N(z%) par \p, /K (Frobenlus) = ; en vertu de ()
(paragraphe 2) il existe un c¢ et un seul dans (2, Z ) tel que \FZ/K =c! .
On montre alors le résultat suivant :

(ﬁ) S F est galoisienne de don sur K, et si 2 désigne 1'extension non
ramifide de dn de K , alors T, p (2)9)) est partout définie sur 1{2(3 , 2%)
(on considére 1l'extension composee U de 2 et F , et on montre que (c)

est dans le noyau de sz(a,(, u*) HZ(% A1*)). L'é1énent (c)€H2 3}' F*)
est appelé la classe principale de cohomologie de F , et ('UZ,.F.(c)) 1'homomor~-

phisme principal de F ; on le note \fF /K Si F est une.sous-extensiongaloiswnne

de l'extension galoisienne L de K , on a le diagramme de compatibilité suivant
(dont la partie gauche est valable pour une sous-extension quelconque F) :

F /NL/F(L ) ——->K /NL/K(L ) ——K*/N /K(F )

(11 suffit de vérifier que les TJtv et les Frobenius des diverses extensions non
ramfides utilisées dans les constructions des P se comportent comme il faut). Si
L est galoisienne et F algébrique finie quelconque et si U désigne leur extension
composée, cc diagsmme se généralise en :
il - L
‘fU/Fl f L/Kl
* * N % % * *
PNy p(07) —— K/ (0) —— K/ 4 (17)

4, Les théorémes principaux.

On fait intervenir ici le seul résultat arithmétigue un peu profond de la théorie :
si L esb une extension cyclique du corps ~adique K, on a (K* : N(L*)) =[L:k]’

(Démonstration dans la thése de Chevalley, au moyen du lemme d'Herbrand, de 1'expo-
nentielle 3p—adique et du théoréme normique de Hilbert), pour nos besoins il suffi-
rait d'avoir 1'inégalité " L " , qui se démontre facilement dans le cas ou le nombre

de remification e de L mn'est pas multiple de p ).
Alors H2( jot 1*) a mfme ordre que (K* : NI (k) ( paragraphe 2); soit 2
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1'extension non ramifiée de d0 (L :XK] de XK ; comme T’IZ,F applique isomor-
phiquement HZ(:B , z*) dans Hz(f[f, L*)((‘ﬁ), par. 3), o'est une application sur,et
My est un isomorphisme de L sur KLY .

De 13, et des diagrammes du paragraphe 3, on déduit que si U est 1l'extension com-
posée de L galoisienne et de € cyclique, on a N(U*) = N@LY) N N(c*) . D'ou,
en considérant une extension abélienne de K comme composée d'extensions cycliques
lindairement disjointes (groupes abéliens finis) et en regardant les diagrammes :

THEOREME 1. - Si L est une extension abélienne d'un corps —p-adigge K, ka/K
est un isomorphisme du groupe de Galois de L sur K*/NL /K(L*) .

Pour le second théoréme annoncé en 1 , on remarque d'abord que
N, /K(L*) TNy, /K(M*)

entrafne L CM pour des extensions abéliennes L et M (extension composée et
diagrammes), et qu'a tout sous-groupe H tel que N, /K(L*) CH CK correspond
une sous-extension F de L telle que H = NF /K(F*) (considérer le sous-groupe
de ,C‘ correspondant & H). Soit maitenant H un sous-groupe quelconque d'indice
fini de X ; comme H o>k* s 11 suffit de montrer que K*® est un groupe de normes
ce qui est relativement facile lorsque K contient les racines n-iémes de l'unité
(que K*™ soit l'indice fini résulte par exemple de la fonction exponentielle ;
alors, par adjonction & K dé toutes les racines n-iémes d'éléments de K , on
obtient une extension abélienne finie L , de degré (K* : K*n) et composée d'ex-
tensions cycliques de degrds diviseurs de n ; d'oh K*® = N /K(L*)).. Sinon l'on
adjoint & K les racines n-iémes de 1'unité, soit R le corps obtenu, et on
"redescend"” de R & K par une chafne d'extensions cycliques. D'ou :

THEOREME 2. - Soit K un corps p-adique ; pour tout sous-groupe d'indice fini
H de K, il existe une extension abéliemne telle que H = N(L*) .

Soit enfin F une extemsion finie quelconque de K . D'aprés le théoréme 2, il
existe une extension abélienne L telle que N /K(L*) = N, /K{-F*) « 51 U est l'ex-
tension composée de L et F , le dernier diagramme du paragraphe 3 montre que
LcF . I1 est clair que L est la plus grande sous-extension abélienne de F 3
c'est le corps des invariants du groupe des commutateurs ¢ du groupe de Galois

de F lorsque F est galoisienne, et on a P = \%/KO’)T(‘R' :F - WC) .
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