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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1948)

IA THEORIE DES CORRESPONDANCES BIRATIONNELIES SELON ZARISKI
par Pierre SAMUEL
1. Soit K wun corps. Une variété algébrique projective V est représentée par un
idéal premier homogéne p de l'anneau de polynomes K [Yo s cee o Yn] . L'anneau
0 =k[Y , ..., L]l = K[y, eee 50,] (o 7y est la classe de Y; mod p )

sera appelé 1'anneau de coordonnées homogénes de V . Par passage aux quotients il
existe dans 0 une notion de degré ; tout é1lément de O est scmme d'éléments hamo-

génes, et ceci de fagon unique.
Ie corps des quotients K(7 0! vt s 'qn) ‘de 0 admet également une notion de
, (s P K
degré. Ses éléments de degré zéro forment un sous-corps £ = K( 1—% s eee y ‘%_n ),
) 0
appelé le corps des fractions rationnelles sur V ; son degré de transcendance r
est appelé la dimension de V . Le corps K(17° s aee ,‘r)n) est une extension
transcendante simple YL (’90) de ¥ .

Les sous-variétés de V correspondent aux idéaux premiers homogénes de 0 (inclu~
sions inversées). L'idéal (1;0 y eee a)n) de 0, cependant, ne correspond &
aucune sous-variété de V ; on l'appelle 1'idéal irrelsvant. Soit g 1'idéal pre-
mier de la sous-variété W ; le sous-anneau Q(W) de X composé des quotients

£ (1) oi f et g sont des formes de méme degré et ou g(f))¢ q , s'appelle

g(y)

l'anneau des quotients de W . Si 7 ¢ 9 (c'est-a~dire si W n'est pas "a
1'infini"), Q(W) est 1'anneau des quotients de

,7
,71 s eee 213] ("anneau de coordonnées non homogénes") par 1'idéal premier
o o

q engendré par les FS(V))/’qz (od Fs(t)) €49 , ot est une forme de degré s ) ;

3:1{[

1'idéal m engendré par § dans Q(W) est maximal, et contient tout idéal non
trivial de Q(W) (Q(W) est donc un "anneau local'). Ia dimension de W - est égale
au degré de transcendance sur K du corps quotient Q(W)/#n . Les relations

W) e Q(Wl)" et "W Wl“ sont équivalentes.,

2. Nous considérerons principalement les valuations v du corps X . Une valuation
v de Z (sur K) est une application v de 5" sur un groupe abélien totale-
ment ordonné " | noté additivement, et appeld le groupe des valeurs de v ,
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application telle que

(1) vixy) = v(x) + v(y)
() v(x+y) > min(v(x) , v(y))
) v(®) = 0 pour tout a €K'

On convient d'écrire v(0) = +o , +o étant un élément qu'on adjoint & T en
convenant que § < + pour tout el .

Ies é1éments x € I tels que v(x) > O forment un sous-anneau R, , appelé
1'anneau de valuation ; ceux tels que v(x) > O forment un idéal maximal V¥ de

R, , appelé 1'idéal de valuation. R, /v =2_ estun corps appeld le corps rési-

v
duel de v ; d'aprés (3) Zv contient un corps isomorphe & K , que nous identi-
fierons & K ; le degré de transcendance p de Zv sur K s'appelle la dimen-
sion de la valuation v ; on a évidemment p £ r-1 . Une valuation de dimension

r-1 s'appelle un diviseur ; une valuation de dimension zéro s'appelle une place.

On démontre que les diviseurs de L sont les valuations dont le groupe des valeurs

2

est isamorphe & 7 .

I1 est clair que si Rv est un anneau de valuation, et si x est un élément
queleonque de L , soit x , soit 1/x appartient & R_ . Cette propriété carac-
térise les anneaux de valuation R (si U est le sous-groupe multiplicatif des
é1léments inversibles de R, X*/U peut &tre muni d'une structure de groupe abd-
lien totalement ordonné, et joue le réle de I" ) .

Si vy est une valuation du corps résiduel Zv , de groupe des valeurs Pl , 1o
sous-anneau R de Rv composés des éléments x dont la classe X dans Zv
appartient & R, 10 est un anneau de valuation de X , donnant lieu & une vazlua-

tion @ . On dit que @ est comgosée de v . Ie groupe des valeurs de w est
isomorphe au produit [ x Fl ordonné lexicographiquement.

’f).
3. Soit v une valuation de L . Parmi les v( = ) choisissons un élément meximal,

s
. 'qn T3 . Tn nn
soit par exemple v(— ) ; alors v(—=— )20 sinon v(=—)>v( =) . Ceci
Mo o N4 p o 7
veut dire que l'anneau de coordonnées non homogénes ¢ = K 7-7—1- s vee s 1-73:] est
(o] [o]

contenu dans l'anneau de valuation R v 5 1'idéal de valuation v induit sur &
un idéal premier q ; @ détermine dans O un idéal premier hamogéne ¢ ; la
sous-variété W <V correspondant & ¢ est appelé le centre de la valuation v .

Cette définition ne dépend pas du choix de %3 ; elle veut dire en effet que

(0]
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QW) c Ry et que M C VU ; on peut aussi caractériser W comme étant la sous-

variété maximale dont 1l'anneau des quotients soit contenu dans R, . On déduit de

cecl :

@) Si v, est composée de v , alors centre v < centre Vv .

b) Ia dimension du centre de v est inférieure & la dimension de la valuation
v (un diviseur est dit de premiére ou de seconde espece suivant que son centre

est de dimension r-1 ou < r-1 ),

4, On démontre, au moyen du théoréme de Zorn, que tout sous-anneau propre A de. T
(contenant K ) est contenu dans au moins un anneau de valuation R tel que
W NA soit un iddal premier 4 (# {0} ) domné a 1l'avance de A . En particu-
lier, toute sous-variété W de V est le centre d'au moins une valuation (prendre
t=QW) , #=1m) . De plus, si WeW, cV, et si v, est une valuation de

centre W, , il existe une valuation v, camposée de v, , et de centre W.

On démontre également que 1'intersection des anneaux de valuation contenant A
est 1a fermeture intégrale A™ de A dans X .

5, On dit que deux variétés V et V' sont en correspondance birationnells si
leurs corps de fractions rationnelles e et ' sont iscmorphes sur K . Nous
identifierons alors X' a X .

Nous dirons que deux sous-variétés W et W' de V et V' aont correspondan-
tes, s'il existe une valuation v de T ayant W pour centre sur V , et W'
pour centre sur V' . Nous écrirons symboliquement W T W' .

W étant donnde, il existe au moins une W' telle que W TW' .

Si WCWICV , et si WITWi , 11 existe W'CWi telle que WT W' .
Si W] est un point P', onadonec WTP' pour toute WcW, .

Ia correspondance T n'est en général ni biunivoque, ni méme univoque sur V .
Maig, si WT W' et si QW')c QW) , alors W' est la seule sous-variété de V!
qul corresponde & W ,

Nous dirons qu'une correspondance birationnelle est réguliére ai elle est
biunivoque.

6. Les correspondances birationnelles prennent un aspect plus simple si on les
applique & des variétés normales ou localement normales. Rappelons les faits prin-.
cipaux relatifs a ces variétés.
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Une variété V est dite localement normale si tous les anneaux Q(W) sont
intégralement fermés (il suffit pour cela que tous les Q(P) , oh les P sant des
points, le soient)., On dit que V est localement normale le long de W si Q(W)
est intégralement fermé,

Etant donnée une variété projective quelconque V , le fait que la fermeture
intégrale de 1'anneau de coordonnées homogénes ¢ de V est un 0 -module de
type fini, permet d'associer & V wune variété localement normale V' , biration-
nellement équivalente & V , déterminée & une correspondance birégulidre prés, et
dont nous décrirons tout 3 1'heure quelques propriétés. La variété V' est appeld
le modéle normal dérivé de V .

n montre que les sous-variétés W 1le long desquelles V est localement norma-
le sont celles dont 1'idéal q ne contient pas le conducteur ¢ de la fermeture
intégrale de 0 . Une variété est donc localement normale si et seulement si

C=0 ousi C estun idéal irrelevant.

Les sous-variétés W du modéle normal V' dérivé de V , qui correspondent &
la sous-variété W de V sont en nombre fini, et de méme dimension que W . Si
5* est la fermeture intégrale de =QW) , et si m; m; sont les

1déaux premiers de §* , tels que m; ns=M, ona Q(Wi) = 5’;“? ". Ceci
i

montre que si V est localement normale le long de W , il correspond & W une
seule sans variété W' et Q(W) = Q(W') ; ainsi, en dehors de l'ensemble algébri-
que défini paer le conducteur C , la correspondance birationnelle entre V et
V! est biunivoque.

Dans 1'autre sens, comme Q(W') > Q(W) pour tout W<V , W est la seuls varié=
té qui corresponde & W' (cf : projection d'une courbe gauche sans points singu-
liers). Enfin deux modéles normaux dérivés de V sont en correspondance réguliére.

7. Nous nous bornerons désormais aux correspondances birationnelles entre deux
variétés localement normales V et V' .

régulitre
Nous dirons que WcV est irrégulidre s'il existe W' V' telle
fondamentale
QW) = Q(W')
que W T W et que QW) DQW') et QW) £ Q')
QW) paw)
Ies variétés régulieres et-irrégulitres W sont celles auxquelles il ne corres-
pond qu'une seule variété W' . A une variété fondamentale W correspond une
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infinité de variétés W' . Ia dimension d'une variété fondamentale ne peut
excéder r-2 .
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