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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1951)

NOMBRE DE SOLUTIONS DES EQUATIONS POLYNOMIALES SUR UN CORPS FINI [2]

par Jean DELSARTE.

1. Sommes de Gauss sur un corps fini.

Soit K un corps fini & q éléments ; on notera KO le groupe multiplicatif
de ses éléments inversibles, Soient encore
X w caractére multiplicatif non principal,

N un caractére additif distinct de 1'unité.
Une somme de Gauss sur K est donnée par la formule
g(X) =EX&x) ¥ix)

o x déerit K ou K° , au choix, puisque *r(O) est nul. Le changement de

x en tx, o t appartient 3 K , donne

g00) = X(8) Zx (x) ¥ltx)
ce qui prouve que le changement du caractére additif ﬂf en un autre dans la
définition de la somme de Gauss ne fait que multiplier celle-ci par un facteur

connu.

11 existe une proposition classique sur la valeur du module d'une somme de

Gauss ; on a

600 T00 = b 2 Ko™ 4l - ) = T X6+ Loy Gx - 1y

ou la sommation en y sur KO donne q -1, 81 x=1, et ~1 dans le cas

contraire. On en déduit immédiatement que
e | =va

2, Extensions finies d'un corps fini : théoréme de Hasse-Davenport.

Soit K' une extension finie de K , de degré » sur K ; pour y dans KXK',
désignons par N(y) et T(y) 1la norme et la trace de y sur K . Il existe
un générateur z de K'o tel que N(z) =w , ol w est un générateur de Kp .
Soient alors ' ot j(; les caractéres multiplicatifs de K' et de K respecti-

vement, qui sont tels que

x; (2) = X(4) = exp (2mi«x)
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ou & est un raticnnei tel que (q - 1)oc= 0, (mod 1) . On sait alors que 1l'on
a

X ) =X ()]

On prolonge de méme le caractére additif qr sur K' par la formule

Y' () =¥[T(y) ]

Soient alors g'(X;‘) la somme de -Gauss sur K' relative au caractére additif
Y'oet gQ};) la somme de Gauss sur K relative au caractére additif *f .
Le théoréme de Hasse-Davenport affirme que 1'on a

"g'(l'dg) =[ —g()(m)J"

REMARQUE., - La définition des sommes de Gauss s'étend facilement au cas ol on
les calcule pour le caractére multiplicatif principal Txb ; elles valent alors
- 1 ; le théoréme de Hasse-Davenport s'étend encore 3 ce cas, mais le théoréme

donnant le module d'unc somme de Gauss n'est plus valable.

Je renvoie au mémoire de WEIL [2] ou & celui de HASSE [1] pour la démonstra-
tion, On utilise une fonction L sur l'anneau des polynomes sur K ; considérons

ceux qui sont unitaires :

F(X) = x® + cy > G c, (n 1)

Soit
M) =X fe,) $le;)
on a
NF,.F,) = NF,) AF,)

On notera n(F) 1le degré d'un polynome unitaire F ; soit U une indéterminée,
il vient formellement

1+ %—:MF) () T{[l - (P) U“(P)J -1

Au premier membre, la somme est étendue & tous les polynomes F unitaires de
degré au moins égal & 1 ; au second membre, le produit est étendu aux polynomes
unitaires irréductibles sur K . On vérifie qu'en fait seuls interviennent au

premier membre les polynomes du premier degré, ce qui fournit la formule

1+ g u= T - vr®) -
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EQUATIONS POLYNOMIALES SUR UN CORPS FINI

I1 y a une formule du méme type pour 1l'extension X' . En examinant ensuite les
facteurs irréductibles P' , sur K' , d'un polynome unitaire P , irréductible
sur K , et en comparant les normes et les traces, on constate que WN(P') est
une certaine puissance entidre de A(P) , d'ol résulte ensuite sans peine la

formule de Hasse-Davenport.

3. Quelques formules énumératives.

Soit Es 1'espace & s dimensions sur K , regardé comme le produit direct

de s anneaux identiques & K . Dans cet espace considérons la variété définie

par 1'équation
r

F=>0 . M Psi _
i:‘l' a; x4 cee XS 0
ou les a; appartiennent a Ko ,i=1,2, ..., r), équation sans terme
constant. Lo nombre d'éléments de K , & savoir q , est supposé assez grand pour
que q - 1 ne divise aucun des exposants positifs ny j e Soit 'tif‘ un caractére
additif sur K ; nous nous proposons d'abord de calculer la somme S =Z«\r(3=’)
ol les X5 (j=1,2, «o. y 8) décrivent indépendamment K . On commencera
par calculer la somme S obtenue en supposant seulement que les xj décrivent

indépendamment KO .

Soit donc
"1 Msi
(1) Y= X e xg ; A=1,2, o0, 0r)
ou le point x = (x1 » Xy eve g xs) déerit le groupe des éléments inversibles
de l'anneau ES , produit direct du corps XK , s fois par lui-méme, (variété de
Véronése). Les formules (1) définissent un homomorphisme de Eg dans ES s les
notations étant évidentes. Soit N 1le noyau de cet homomorphisme, soit 4 1le

nombre de points de ce noyau, soit G 1'image ; on a évidemment

(2) 3= Zy(®) = aZy(ey)

ol a= (a:l 2855 eee s ar) est un point de Eg et ol y déerit G . Le produit
ay est calculé dans 1l'anneau E, , et '\If est un caractére additif particulier

de cet anneau.

Soit maintenant X un caractére du groupe des éléments inversibles de Er H

on a, pour y = (y1 > Yo s vee s yr) appartenant a Eg

X&) =60, Xoloy) oo Xp ()
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ou (Xl 9 eee s Xr) est un systéme de r caractére multiplicatifs de X .
Indroduisons 1'orthogonal G du groupe G , ensemble des caractéres X tels
que 'XXy) = 1 pour y décrivant G . Un tel caractére reste constant sur les
classes modulo G dans Eg Considérons maintenant la somme

(3) = et yg X () »r(ay)

Sommons d'abord en & sur T 5 pour y fixé, la somme partielle vaut zéro, sauf
si y appartient 3 G, auquel cas elle vaut d(q - 1)°™° , qui est 1'ordre de
G . Par suite

T=alg - 1) L {ay)

yeG
ou encore

I‘-—S

=3
1]

(@ - 1)
d'ol enfin

(4) To— L. 22 s () yay)

(@ - 1)F® )(cG yeE:

Introduisons maintenant les sommes de Gauss. Nous les calculerons sur X s avec

le caractére additif w{/ » et nous poserons, pour le caractére multiplicatif

) SHYCUD RIS ARET
CJ(X) = g()(;) e(p) «-- 8

T 2
Comme «r(ay) :’\"(alyl) '\I(‘(aryr) , on trouve immédiatement, d'aprés la définition

des sommes de Gauss donnée plus haut,
5 (y) ) =X (a) G(Y)
(5) y%;xy Ylay) = X(2) Y

et par suite

— 1 -
(6) 8= —l %ZEX (a) GO

(@ - 1)F°

Voici une application de ce résultat. Proposons-nous de calculer le nombre

de solutions, dans E(; » de 1'équation T’: 0 ., Soit N ce nombre. Posons maintenant
3(y) = THF)

ol les x décrivant toujours Eg ; calculons & 3(<) quand ﬂf‘décrit 1'ensemble

des caractéres additifs non principaux de K , Cette somme s'éerit
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> Zy(&’)

sommant en Y, pour X flxé, on trouve -1, si T n'est pas nul, et q -1

dans le cas contraire ; on a donc
DBy =@-DF-[@-1°-Fl=a¥-(a~1°

car le nombre des x pour lesquels % n'est pas nul, est (q - 1)® - ¥ . Fixons

maintenant un caractére edditif non principal "f" 0 \\f en étant un autre, on a,

pour tout élément de K «‘r(x) —\\fo(ux) ol u appartient a Ko , et si u décrit
Ko »f déerit 1'ensemble des caractéres additifs non principaux de K . On a

ensuite

g()y) = é T Axy) = le;t) X x)) Hlux),

d'ol
gX) = X1 () 0¢)

la somme de Gauss g, étant cette fois rapportée au caractére additif '\ro « On

trouve de méme

GOO =Mua) §o(0)
comme formule de transformation des sommes de Gauss relatives & 1'anneau Er H
)\_ désigne un caractére multiplicatif de © M= xl’)(‘z T Finalement,
il vient

B = s 2 2N K@) G0 3

Pour sommer 'S(/‘r) suivant les caractéres additifs Y non principaux, il suffit
de sommer en u sur KO . Si ]( est un caractére multiplicatif donné de Er s A
est un caractére multiplicatif connu de £° , et E:o‘)\_(u) vaut 0 ou q -1,
suivant que A n'est pas, ou est, le caractére mufglplicatlf principal. On a doneo

n & 24 () = ——B-r-_-g_-f 7(ZGI‘,(,},,x(a) Gotx)

N ~ fard
ou G est le sous—groupe de G défini par la condition que )(1 XZ 'xl' soit
le caractére multiplicatif principal de K0 .

On déduit sans peine de 13 :

T=21 -8, L x
(8) 2~ (w)r-m?%m‘a) Golx) 1-
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4, La série de Artin-Weil.

Reprenons le corps fini K , et considérons ses diverses extensions K' finies ;
K} désignera 1l'extension finie de degré V . Reprenant le polynome F~ , & coeffi~
cients dans KO s on notera N, et ﬁ; les nombres de systémes de solutions de
1'équation 3‘.'= 0 , dans K", et dans K;? respectivement., Enfin, U étant une

indéterminde, on formera les séries

(9) FU) = S w07
y=1

(10) ) = 3 WY
y=1

dont la premiére est par définition la série de Artin-Weil. Une conjecture de
Weil est que la série F est une fonction rationnelle de U . C'est ce qu'on
vérifie facilement si le polynome 3(’ est & une seule indéterminée : c'est encore
ce que WEIL a démontré dans le cas ou ce polynome contient deux indéterminées,
(cas des courbes)., Ce n'est pas ici lec lieu de parler de cette démonstration,
profonde et difficile [3], [4].

La conjecture de Weil peut encore se vérifier dans d'autres cas, ainsi qu'on
va le voir, et il est possible que la méthode employée ici donne une voie d'accés
a la démonstration générale. On peut d'ailleurs formuler une conjecture voisine :
partons d'un caractére additif non principal sur X ; soit W(r 3 prolongeons-le
aux extensions K' comme il a été dit au paragraphe 2, et notons 8, et -SP
les sommes des valeurs de ‘Y (%) quand les variables décrivent indépendamment

'
K'V et KVO respectivement., Soit encore

(11) RO =3 g0
v=1
(12) = S 3

r=1
On peut aussi conjecturer que ces fonctions sont rationnnelles, et 1'analyse qui

suit en donne une preuve dans certains cas.

Traitons le cas de la série T(U) pour commencer. La formule (8) donne la
valeur des coefficients ‘I\}, . Nous choisirons une fois pour toutes un générateur
w de Ko ; un caractére multiplicatif X de KO sera défini 51 on se donne

un rationnel o« , modulo 1 , tel que (g — 1)=0 , (mod 1) , si 1'on pose
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x (W) = exp 2« , et on notera maintenant ce caractdre Xm . De méme, un caractére

X au groupe multiplicatif Eg sera défini par la donnée de r nombres rationnels
® 5 O 5 ess 5, modulo 1, tels que pour chaque indice, (q - 1)"‘:1 20, (mod 1)
Enfin le groupe G' Qqui figure dans la sommation (8) st défini par s + 1 congru~
ences lindaires, homogénes, prises modulo 1 , que doivent vérifier les r rationnels

oy Ppour que le caractére X appatienne a a* .

Nous désignerons par (C) 1le systéme de ces congruences. Suivant 1'idée de
Weil, partons d'une suite de rationnels o, , (i=1, ... , r),. pris modulo 1 ,
ot satisfaisant seulement au systéme de congruences (C) ; pour cette suite, que

nous noterons (x) , soit = rf(O()) , le plus petit entier tel que

(qf‘-l)oliSO,(modl),pour i=1,2, se0,1r.

Alors les extensions KXY de K telles que @ - l)o&:.L =0 ,(mod 1) sont celles
pour lesquelles #» est un multiple de r‘- , et ce sont celles-1a seulement.
Choisissons dans K?L un élément générateur permettant de définir, comme plus
haut, un caractére multiplicatif par un rationnel modulo 1 , et tout caractére
multiplicatif de 1'anneau produit direct de r corps identiques & Kp , par une
suite () de r rationnels modulo 1 . Soient X(“) un tel caractere, et
QOO((O()) la somme de Gauss correspondante, sur 1'anneau, (relative au prolongement
de ¥, & Kl,.) .

Passons maintenant & 1l'extension finie de degré -Xr sur K ; on la regardera
comme une extension de degré N sur K'V' ; toujours 3 partir de la méme suite
(x) , introduisons le caractére multiplicatif X z ) et la somme de Gauss
correspondante 96(N«)) . La fagon de faire le prolongement du caractére multi-
plicatif a été indiquée en 2 ; d'ailleurs les 8y appartiennent au corps de
base ; on a donc

(13) Voo ) = By @ TN 5

puis, par Hasse-Davenport,

(14) g(")(XZO()) = (- 1)1‘0\-*'1)‘[@0(%\(0())]-}‘» H

Revenons maintenant & la série T(U) . Le terme en -]l;(qy - 1)® dans 1l'expression
(8), donne évidemment une contribution dans TF(U) qui est une fonction rationnelle
de U . Considérons ensuite les termes de cette série provenant de la suite ) ,
solution fixée du systeme de congruences (C) . Ces termes n'interviennent que dans
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les extensions de degré V¥ = A.r, ol ¢ = r(QK)) . Si on tient compte das formules
(13) et (14) ci-deesus, 1'ensemble de ces termes donne une sommation en A qui
s'éerit

>N

U"V‘ >y
(- l)r./\zzl? W ey @ 7T ’@09((«))]

Cette sommation est élémentaire, et donne une fonction rationnelle de U , si
l'on a

(15) s+1-r>0

I1 reste maintenant & faire la somme de ces fonctions rationnelles pour tous les
systémes (*) possibles. Or ces derniers sont les divers systimes de solutions,
en rationnels modulo 1, de s + 1 oongruences lindaires et homogdnes a r
inconnues ; la condition d'inégalité (15) exprime qu'il y a au moins autant de
congruences que d'inconnues ; la matrice rectangulaire des coefficients des
premiers membres de ces congruences n'est autre d'ailleurs que la matrice des
exposants m, . dont sont affectées les variables dans les r monomes constituant
le polynome % » ¢t on peut supposer que le rang de cette matrice est r , sans
quoi, on pourrait rostreindre le nombre des variables dans % . Finalement
1'inégalité (15) permet d'affirmer qu'il n'y a qu'un nombro fini de systémes

() de rationnels modulo 1 , satisfaisant aux congruences (C) . D'ol suit,
sous la condition (1%), le fait que la fonction F(U) est rationnelle.

Passons au cas de la fonction F(U) . Pour calculer les valeurs des entiers Ny,
(ou des nombres Sp), il faut ajouter & 'ﬁp (ou Bp) 1les contributions apportées
par les points de ES qui sont des diviseurs de O dans cet anneau, c'est-a-dire
pour lesquels un certain nombre de coordonnées sont nulles, les autres appartenant
a KO ; annuwlant donc certaines coordonnées, on voit qu'il y a 2° nmanidres
distincts de le faire, ce qui donne autant de termes dans les expressions des
N, (ou S,), chacun de ces termes se calculant par des formules de type (8),

(ou (6)), dans lesquelles il faut seulement remplacer ¥ par le polynome N
obtenu en annulant certaines des variables. Aprés cette annulation, le polynome
37'comportera s' wvariables et r' termes, ces entiers étant respectivement
inférieurs & s et r ; si la condition (15) est vérifide pour ces nouveaux
entiers, la part correspondante dans F(U) est une fonction rationnelle , et
finalament, on pourra affirmer que P(U) est une fonction rationnelle si, pour
chacun des 2° choix de systémes d'x annulés, ona 8' + 1 —r' positif ou nul,
La recharche de toutes les matrices ((mji)) formées d'entiers positifs ou nuls
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satisfaisant 3 toutes ces conditions est un probléme combinatoire assez ennuyeux ;
mais il est certain qu'il en existe, comme on le volt en prenant une matrice
carrdée dont tous les éléments sont nuls, sauf les diagonaux, (cas précisément

traité par Weil dans [2].

On traite de fagon analogue le cas des séries H et T relatives aux sommes

S . La seule différence est que la condition (15) est remplacée par
(16) s -r>0

Les conclusions sont les mémes.
Toutes ces séries deviennent trés complexes lorsque les conditions (15) ou
(16) ne sont plus remplies, et leur étude directe parailt difficile.

REMARQUE, - Les formules énumératives (6) et (8) donnent facilement des majo-
rations intéressantes, en tenant compte de la majoration connue du module d'une
somme de Gauss. (Nous avons rappelé cn 1 que ce module vaubt \/ﬁ pour les sommes
de Gauss non triviales, et 1 pour les sommes triviales). On peut donc adepter la
majoration Yq , ce qui donne la majoration qr/ 2
relatives i 1l'anneau Er . Le nombre de termes de la sommation figurant au second
membre de la formule (6) est 1'ordre du groupe G , & savoir d(q - 1)7°,

reprenant des notations antérieures. On en déduit, par (6), la majoration

pour les sommes de Gauss

en

(17) /Sl <a 72

On trouverait aussi une majoration analogue pour .
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