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QUELQUES VARIÉTÉS USUELLES EN GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE 

par Luc GAUTHIER

Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1950)

N. B. - Pour les notations et définitions, il sera utile de se reporter à
CHEVALLEY [2 ~~ p. 1 et 2, et ~3 ~ p. 1 : courbe algébrique, place, diviseur,
classe de diviseurs, théorème de Riemann-Roch, classe canonique ; variété algébri-
que, cycle, cycle positif, diviseur, équivalence.

1. Variétés de Veronese et Bordiga.

Soient un espace projectif à r dimensions défini sur le corps K, et

(X) un ensemble de r + 1 indéterminées ; soit P n (X) un polynôme homogène en
(X) de degré n, défini à un facteur / 0 près, les rapports de coefficients
étant dans K . La variété Pn(03B6) = 0 du dual S*/K est appelée forme tangen-
tielle de classe n .

L’ensemble des formes tangentielles de classe n constitue un espace projectif
de dimension N = n~ - 1 ~ un point de cet espaoe ayant pour coordonnées

les coefficients de n (X ) .
Dualement, une forme ponctuelle de degré n : =0 de Sr/K est repré-

sentée par un point de c’est-à-dire par un hyperplan de 

Un cycle positif de dimension 0 et de degré n de constitué des

points ~) affectés des coefficients a, , soit ~ ak ~ avec

~ ~ = n est associé dans à la forme tangentielle

i x i ,k)ak = 0 . Cette forme étant représentée dans on obtient

un modèle projectif sur le corps K, de l’ensemble des cycles positifs de S r /K
ayant une signature ( ak ) donnée.

Toutes ces variétés sont des sous-variétés de celle qui correspond à la signature
(1 , 1 , 1 , 1 , ...), dite variété de Bordiga B , qui est aussi un modèle
projectif du produit symétrique [Sr/K]n . Celle qui correspond à la signature
(n) est dite variété de Veronese V .

n,r
Toutes ces variétés sont rationnelles, V n,r est linéaire, B est un modèle

minimum.
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8~ admet un groupe continu G ~ à r(r + 2) paramètres, d’automorphismes
projectifs, qui correspond au groupe projectif de Sr/K . Ce groupe G n’est pas

transitif : il laisse invariantes toutes les sous-variétés correspondant aux
diverses signatures, sous-variétés qui sont singulières sur B nr . G est transi-

tif sur 

Si a est le coefficient d’un point M dans un cycle positif de S , M

admet un transformé M’ sur V auquel on associe l’espace projootif de di-
mension d(a) = (~) - 1 osculateur à (notion indépendante de M~ vu

la transitivité de G). Avec cette convention. les espaces osculateurs à 
aux pointa M~ imagos des points M. d’un oycle ee coupent toujours en un i
point unique, qui appartient à B~ et est l’image du cycle. Cette construction

permet réciproquement, connaissant un point de de construire le cycle dont
il est l’image.

Si W est une variété algébrique de il suffit alors de prendre sa trans-
formée sur V et de lui appliquer la construction ci-dessus pour obtenir une
représentation sur le corps K ~ au moyen d’une sous-variété de 9~ ~ de l’en-
semble des cycles positifs de dimension zéro et de degré n appartenant à W .

2. Variétés de Grassmann.

Soit encore S /K un espace projectif à r dimensions défini sur le corps K f
par la relation d’équivalence classique, à partir de l’espace vectoriel 

privé de son vecteur nul.

Soit .~ P +1 (K ~ Y ~ . ~ . ) une forme alternée~ 
facteur différent de zéro près, les rapports des coefficients étant dans K .

L’équation +1(x ~ y ~ ...) = 0 définit sur un (r - p)-complexo
linéaire.

L’ensemble des complexes linéaires de Sr/k constitue un espace projectif
S-/K de dimension R = r + 1 - 1 ~ un point de cet espace ayant pour coordonnées
les coefficients 

p+1
Un (p + 1 )..vecteur décomposable de /B définit un, sous-espace pro-

jectif S de S ~ qui est ainsi représenté par un point do Sp/K . La variété
qui dans Sp/K représente ainsi d’une manière biunivoque sans exception 1©s
S 
p 
/k de S r /K est dite grassmannienne .

La variété Gr’p a pour dimension (p + 1) (r - p) ; elle est rationnelle et
c’est un modèle minimum. admet un groupe continu transitif, à r(r + 2)
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paramètres, d’automorphismes projectifs qui correspond au groupe projectif de

S r /K . Il en résulte, en particulier, que est dépourvue de points singu-
liers.

KLEIN a démontrée pour r = 3 ~ p = 1 , et SEVERI, dans le cas générale la

propriété importante suivante 1 ne contient comme diviseurs positifs que
ses intersections avec les formes de Sp/K . La démonstration est ainsi conçue t

1° Il est possible de définir sur privée d’une sous-variété non maximale

une fibration F rectiligne rationnelle.

2° Un diviseur positif ~, découpe sur une droite appartenant à G
qu’il ne contient pas, un diviseur de degré strictement positif ; pour F ~ ce

degré ne dépend pas de la fibre choisie : on l’appelle l’ordre de 0

3 ° Si deux diviseurs positifs (~ «- de G r,p ont même ordre, ils sont

équivalents.

Il suffit alors de prendre pour CL un diviseur quelconque et pour 0~
une section hyperplane de G r,p affectée d’un coefficient égal àl’ordre de Q~
pour que le théorème en résulte.

La môme propriété est valable aussi pour la variété de Bordiga 

3. Coordonnées de Chow.

Le théorème de Severi assure la possibilité de représenter un complexe algébri-

que de S /K d’ordre n au moyen d’une forme de S~/K de degré n ~ définie

module G . En appliquant aux formes de degré n de S/ la représentation

de Veroneae, dans les formes contenant Gr,p sont représentées par les

points d’un espace projectif r/K et une forme définie module G est
représentée par un point pris dans S--/K supplémentaire de P/K dans 

Etant donnée une variété algébrique irréductible W de Sr/K de dimension

d et de degré n ~ l’ensemble des S 
P 

où p = r - d - 1 , qui ont avec W

un cycle de dimension zéro commun, est un complexe algébrique d’ordre n ~

représenté dans S-A par une forme irréductible de degré n ~ f = 0 .

Tout cycle positif de dimension donnée d et de degré n de Wk

avec L a’k deg Wk = n , associé dans forme 03A0fakk = 0 (mod 

est ainsi associé à un point de SN/K dont les coordonnées projectives sont

dites coordonnées de Chow du cycle.
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Si le point associé à un cycle de Sr/K décrit dans une variété algé-
brique, on dit que le cycle engendre dans Sr/K un système algébrique.

Soit dans Sr/K une variété algébrique U qui admet une fibration G au

moyen de sous-variétés algébriques de dimension d et de degré n . En considé-

rant ces fibres comme des cycles de on peut associer à chaque fibre d’une

manière biunivoque un point de dont le lieu V ~ dit "variété associée"
est une représentation sur K de la transversalle à la fibration. La correspon~

dance entre un point (x) de U et le point (y) associé à la fibre G(y) qui
passe en (x) est une transformation rationnelle T dite "transformation asso-

ciée" et CHOW démontre dans son mémoire de 1950 que, si G’ est une composante

simple de G(y) ~ et si T est régulière au point (x) générique de Gt J U et

la variété produit V x G’ sont analytiquement équivalentes en et (y , x) 1
c’est-à-dire ont des anneaux locaux complétés isomorphes.

4. Variétés de Jacobi.

Soit une courbe algébrique C définie dans Sr/K par un modèle sans singula-

rité (clôture éventuelle de K).

L’ensemble des diviseurs positifs a de degré d >2g - 2 est représenté

par la sous-variété Cd/K de B dr . D’après le théorème de Riemann-Roch, un
diviseur canonique n’est jamais multiple d’un diviseur i la dimension

(projective) de la classe de «. est donc d - g , et les classes des diviseurs

positifs de degré d définissent sur Cd/K une fibration au moyen de variétés

linéaires L de dimension d - g , et de degré d.

La variété associée J à cette fibration, Cd/K et L étant dépourvues de

singularités~ est elle-même sans singularités. On l’appelle laJacobienne de C .

Si b est un diviseur positif de degré d - g de C , l’ensemble des diviseurs

ç positifs de degré g de C a les propriétés suivantes ;

+ C est un diviseur positif de degré d ~ soit 0-,.

20 La condition nécessaire et suffisante pour que deux diviseurs C soient

équivalents est que les diviseurs b + c le soient.

La variété J représente donc biunivoquement les classes de diviseurs positifs

de degré g ~ ce qui est la définition classique de la jacobienne.

Choisissons d = 2g et fixons une classe ( 0~) : la relation entre classes

( ç 1 ) + (p z ) = (cl) définit un automorphisme birationnel involutif de J .
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En faisant varier (0(,) arbitrairement, on engendre un groupe G abélien continu,

à g paramètres, d’automorphismes de J ~ et la variété du groupe est la variété

des classes (~) c’est-à-dire J elle-même.

Nous avons ainsi donné une construction eur le corps K de la jacobienne J

(modèle sans singularité) d’une courbe algébrique C donnée par un modèle projec-

tif sans singularité. On comparera utilement cette construction avec celle proposée

par W. L, CHCW.
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