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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1950)

EXPOSITION DES THEORIES DE MORSE ET LUSTERNIK-SCHNIRELMANN

par Samuel EILENBERG

1, Niveaux critiques.

Soient Jl un espace topologique et J une fonction réelle définie sur Jf1 ,
telle que - o ¢ J(w) £ + ® pour tout ) € S . Nous définissons les ensembles
(J&£ a), (J<a) par les copditions J(W) & a et J(W) £ a respectivement.

Nous supposerons que l'on s'est donné une théorie de 1l'homologie H dans
laquelle les groupes d'homologie Hq(X , A) (de l'espace X modulo un sous-ensemble
4A) sont des modules sur un anneau d'intégrité fixé D ., Nous entendons par
"nombre de Betti® Rq(X , A) le rang du module Hq(X , A) sur D,

Axiomes portant sur L, J et H.

Axiome H, . - Pour tout erq(ﬁ),x;éo,ilyaunnanbreréel cd{+ @

tel que x est dans 1'image de

Hq(J L) —d Hq(ﬂ)

mais pas dans 1l'image de

Hq(J Lc) —> Hq(_(l) .

Axiome H, . = Pour tout erq(J(,a),x;éO, 8 &+ ® , il y a un nombre
c4 a tel que x est dans 1l'image de

H{@<¢c) —H (Jeg a)
q q
mais pas dans 1'image de

Hq(J( c) — Hq(J {a) .

Axiome H; o - Pour tout x € Hq(J La), x#£0, qui est dans le noyau de

H & a) = H &),
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il y a un nombre ¢ tel que a<d c¢ + s et que x est dans le noyau de

Hq(Jé a) —> Hq(J\< c) ,
mais pas dans le noyau de
Hq(J L a) — Hq(J Ze) .,

Un nombre ¢ est dit niveau-critique si

Hq(J$c, J¢e)#£ 0.

On définit alors les nombres typiques ;

mq(c) = Rq(Jg c, Jcec)

Mq = Z mq(c) .

Sous ces hypothéses, on obtient plusieurs théoremes dont voici des exemples :

.

THEOREME 1, - Si pour tout a ¢ + , il existe seulement un nombre fini de
valeurs g-critiques c ¢ a , alors g

R (L) ¢ M .
q()4q

THEOREME 2. - Supposons que, pour 1 =0, 1, ees , q + 1 , il n'y ait qu'un

nombre fini de valeurs i-critiques. Supposons en outre que les nombres

Moy aeey Mq+1 soient finis, Alors les nombres Ry oaee, Rq sont finis, et
l'on a

+1 q q
Ty 0+ M ey - DT R e Tl

On peut obtenir des théorémes plus précis en introduisant la décomposition
m = €(c n (e
q(c) q( ) + q( )

ou %(c) et nq(c) désignent les rangs des applications

Hq(J < c) —M{q(Jsc , J<c),

Hq(Jéc , JL¢) —)Hq_l(J<c) .
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2. Points stationnaires.

Nous supposons dans toute la suite que J est continue et que (J 4 a) est
compact pour tout a < + @ . Nous supposons en outre que 1'on s'est donné un
ensemble G ¢ fL , appelé ensemble des points stationnaires.

Une déformation D d'un sous-ensemble X de ) est une application continue
D:XxI—30(I=[0,1]) telle que D(x, 0) = x pour tout x € X . Nous
dirons que D est une J-déformation si J(D(x, t))<& J(x) pour tout x € X
et telI.

RAxiomes portant sur S y J et G.

Axiome D, . - Pour tout a ( + @, il y a une J-déformation D de (J & &)

telle que
D(g, t) =g pour tout g €GN (J«a), telI, et

JOD(W, 1)) & J(W) pour tout wE (Jéa)ﬁGG .

Axiome D2 « = L'ensemble G est discret,

Axiome D, . - Pour tout g € G, il y a un voisinage W de g et une J=défor-

3
mation de W telle quse :

D(g, t) =g pour tout t €1
DG, 1) €IV {e]

En ce qui concerne la théorie de 1l'homologie, nous supposerons qu'elle est a

supports compacts, c'est-a-dire que l'axiome suivant est rempli

Axiome SC . = Pour tout x € H (X , A) il y a une patre formée d'ensembles

compacts (X', A') € (X, A) telle que x est dans 1'image de
Hq(X' , AY) — Hq(x , A) .

THEOREME 3. - Si les axiomes D, , D, , D

axiomes H1 » By, H3 le sont aussi.

3 et SC sont vérifiés, alors les

Pour tout point ¢) € fL, on définit N = (J< J(W)) et l'on considére les

nombres typiques
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n (W) =R (AHV {@f, 2p) .

On montre alors mq(u)) # 0 entrafne () € G et que, pour tout niveau c ,
mq(c) =qu(g) , 286G, J(@ =c.

3. Catégories.

Soit £ un espace localement compact. Une fonction ¢ , associant & tout sous=
ensemble compact A de SL un entier ¢(A)> O, est dite une catégorie si les
axiomes suivants sont remplis :

(Ce1) 51 A est réduit & un point, c(A) =1 .

(Ce2) A CB entrafne c(A) < c(B) .

(Ce3e) c(AUB)Ec(A) +c(B)

(Cs4) ANB=g entrafne c(AUB) = sup [c(A) , c(B)].

(C.5) Si D est une déformation de fL , alors c(A) & c(D(a, 1)) «

(C.6) Pour tout A compact, il existe un voisinage compact U de A tel que
c(U) =c(h) «

On définit alors c'({l) par
' () = sup c(4) ’

ou A parcourt tous les sous-ensembles compacts de . .

Premier exemple : la catégorie k . 4 Supposons £ localement contractile. Un

ensemble A C fl sera appelé homotope & zéro s'il existe une déformation D de
fL telle que D(A, 1) soit.un ensemble fini. Définissons k(A) comme le plus
petit entier n tel que A soit la réunion de n ensembles homotopes & zéro.

On peut montrer que k est la plus grande de toutes les catégories possibles

sr SL .

Second exemple : la hauteur h . - Pour un anneau donné R ,considérons l'anneau
de cohomologie de Cech H(X) 2 coefficients dans R , €t notons H'(X) 1'idéal
de tous les éléments de degré strictement positif. Si A est une parti¢ compacte
de L , nous noterons par [A] 1'image de H'({l) —> H'(A) , et nous supposerons
que [A] admet un nombre fini de générateurs., Alors [A] est nilpotent, et nous
noterons h(A) 1le plus petit entier h tel que [A]h = 0 . On moptre alors que

h est une catégorie,
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Nous supposerons maintenant que J est continue, que (J £ a) est compact

s ok . .
et que l'axiome D1 est vérifié. Soit Yo < Y1 L ees & Xn< ese la suite (finie

ou infinie) de tous les Yi tdls que

Ko=min J,c(Jga)(c(ngi) pour a<\6i,i>0.

THﬁORE:NE 4, -~ Les ensembles G1 =G NJ = Xi) ne sont pes vides et

C'(_n.)é Z C(Gi) .

4, Fonctions sur les variétés.

Soit SL une veriété & n dimensions fcompacte ou non) , de classe 02 , et soit
J une fonction réelle de classe ¢® sur SL , telle que (J £a) soit compact
pour tout a . Définissons G comme l'ensemble des points ou la différentielle
de J est nulle. En déformant chaque point suivant le gradient de J (ce qui
a un sens, si l'on a muni la variété d'une structure d'espace de Riemann) , on
démontre 1l'axiome D, . Ainsi, on peut appliquer la théorie de Lusternik=
Schnirelmann,

Si 1'on suppose en outre que G est discret (axiome Dz) , alors on démontre
1'axiome D3 ot les résultats additionnels suivants sur les nombres typiques

mq(g) d'un point stationnaire g 3

(1) mq(g) =0 pour gy n .
Q) mq(g) est fini.
(3) Si g est minimum relatif, alors mo(g) =1 et mq(g) = 0 pour tout

a#0.

(4) Si g est un maximum relatif, alors mn(g) =1 et mq(g) = 0 pour tout
q#n.

(5) Si g n'est pas singulier (c'est-a-dire, si le déterminant
dct(a:2 J/axi dx,) n'est pas nul) et si J a 1l'indice d'inertie k au point g,
alors mk(g) =1 et mq(g) =0 pour q# k.

5. Espaces de chemins,

Soit M une variété de Riemann de classe 03 dans laquelle tout ensemble borné
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est relativement compact, Nous dirons qu'une courbe est gentille si elle est con=
tinfment différentiable et si sa différentielle n'est nulle en aucun point. Nous

”~
désignerons par £) , l'espace des courbes gentilles par morceaux, muni de la
distance

(£, g) = sup(£(t) , glt)) + |3(£) - I,

~
o £ et gs I~—IM sont dans SL , et J(f) désigne la longueur de la
courbe f .

Etant ionnés deux points P et Q de M, nous considérons le sous=-ospace
N ge {1 qui est formé des courbes d'origine P et d'extrémité Q . Alors
J est continue sur L et (J La) e t compact pour tout a L + o o Nous
prendrons pour G 1'ensemble des géodésiques de L . L'axiome D1 est vérifié

par un procédé de régularisation convenable,

L'axiome D2 dit que les géodésiques sont isolées ; on est obligé de le
postuler, Pour toutegéodésique isolée g , on demontre 1'axiome D3 et on établit
la finitude des nombres typiques mq(g) .

A cbté de l'espace L , hous pouvons aussi considérer 1'espace N* de toutes
les courbes f : I—3M commengent en P et finissant en Q , cet espace étant
muni de la topologie de la convergence compacte. On a une application continue
canonique S —)ﬁ* . Si la théorie de l'homologie H vérifie 1'axiome SC ,
on montre que l'homomorphisme induit Hq(ﬂ) -—)Hq(ﬂ") est up iscporphisme sur .
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