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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1948)

I. LES REPRE’SENTATIONS UNITAIRES IRREDUCTIBLES
DU GROUPE COMPLEXE UNIMODULAIRE

par Roger GODEMENT
(d'aprés GELFAND ot NEUMARK ()7 .

On désigne par G le groupe des matrices complexes g = ((gpq)) de déterminant
+ 1 ; la mesure de Haar sur G est notée d[\k(g) (elle est invariante & droite et

& gauche). On pose

- 4 8 4n-4
(1) p(e) = legy " legzl” oo Iyl
1. Sous-groupe K , d'élément générique k = ((kpq)) avec
(2) k =0 pour p<q ; d'od kyy kyy een k=1

Pq

On prend pour paramétres, les kpq(p >q) , les Kyp s eee s ko ot les variables
imaginaires conjuguées ; on désigne par dk le produit (extérieur) des dkpq con-

sidérés. Les mesures de Haar sur X sont

(2) dt, pe) = fy, ™% ... lknnl"zn.dk AT (invariante & gauche)
(3) ah L0 = figsl? b [**.ac AT (tovariente 3 droite)
O a

(4) drr(k) = P(k) dN(k) .

/2. Sous-groupe K' , d'élément générique k' = ((kr')q)\ avec
5 k! =0 pour p>q .
(5) 5 P P>q

On note g -g' 1l'antiautomorphisme de G consistant & permuter lignes et colonnes ;

il échange K et K' , Mesures de Haar sur K' :

(6) b ple) = ficj P ee fe [Ptae ATET

(7) dr\r(k’) = lkézl-4 Ikr'm]'.zn.dk'/\'&'k"'= ﬁ(k')"l.dwl(k') .

(}) GELFAND (I..M.) und NEUMARK (M. A.). - Unitdre Darstellungen der klassischen
Gruppen. - Berlin, Akademie-Verlag, 1957 (Mathematische Lehrbiicher und
Monographien, 2. Abteilung, Band 6).

21



R. GODEMENT

3. Sous—groupe Z de K , d'élément générique z = ((zpq)) avec
(8) 2 =0 =
- pour p<q, z, =1 (lgpgn).

On y prend pour paramétres les =z
sur Z :

(9) dvg(z) = d[ur(z) = d\“(z) =dz/A\dz , ot dz =‘11—>Tq dzpq .

4. Sous-groupe Z' de K' , d'élément générique z' = ((ZI'XI)) avec

1 (1€p<n).

et 3 .
Pa pq(P>CI) I1 y a une mesure de Haar

10 ' =0 ur 'o=
(10) Za powr p>a, z
Résultats analogues & ceux de Z

11 dyg(z') = dy _(2') = dy (a') = dz' ATT, ob dz’ = || dz .
( ) ‘)R( ) }Ar( ) r\( ) z ’ p <q zpq
5, Sous-groupe A =xNx , fermé des matrices diagonales

(12) 3: iél ,32 3 ees s gn]] avec 51.82 ves én'—' 1.

A est abélien maximzl. On prend pour paramétres 52 y see Sn ot les conjugués.
On a

(1) Qu(8) = 16,17 e 15, aSATE b a8 =a N NaG,

6. Relations entre ces sous-groupes.

a. Tout k & K admet des représentations uniques de la forme
(14) k:cg.z:zl.s (avec SeA; z,z1€Z);ona S =

=k .
p rp
b. Tout k' € K' admet des représentations uniques de la forme
(15) K'= .zt =2l S (avec Se ;2" ,21€2);one § =k' .
1 1 P pp
c. Presque tout g €G admet des représentations uniques de la forme
(16) g=2'Xk=k'.z2 (avec k€K, k' €k' , z2€2, z'€ 2",
d. Presque tout k' & K' admet une représentation unique
(17) k! = z'-l.g.z' ; de méme, k = 18 (k €X, z€12) .,
e. Tout g & G admet n! représentations sous la forme

(18) g = 2l ; de méme, g = 2 ket .

f. Presque tout g &G est de la forme
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REPRESENTATIONS UNITAIRES IRREDUCTIBLES

(19) g:x—l.é.x oh x €G, SGA

é peut 8tre choisi de n! fagons différentes.

7. Relations entre mesures de Haar.

a. En identifiant, d'aprés 6a , les espaces K ot Ax Z , on obtient

(20) Sxf(k)dl* (k) =SA fz f(éz)d‘o\( S)dr(z) ;
(20') SKf(k)thr(k) = SAgZ £(28)d P(S)d P(z) .

b. De méme avec K' ot DAz,

c. 6c conduit &
(21) SGf(g)dt«.(g) = Sx'jzf(k'z)dm(k')dr(z) =5Kfz'f(z'k)dlu(z’)dl“r(k)

d. D'aprées 6e , 2 x K! recowre G n: fois ; désignons par )\(g) les valeurs
propres de g , par ké 1'un quelconque des k' de (18), par f et ¢ des fonc-

tions sommables sur G et K'!' respectivement ; on a alors

T <k')B§<k'

, (P)_ /\(Q)l

(zz)j T‘(Z)S £ xr2) k) g ) —j o) = ae)

p<q

ol 1o 21 est étendu aux n! solutions ké de (18).

8. L'espace homogéne K .

Soit G/2' 1'espace homogéne des classes & droite modulo 2' ; d'aprds (16),
presque toute classe est de la forme 2'.k , oi k €K est bien déterminé, et ré-
ciproquement ; on peut représenter G comme groupe de transformations dans G/2' ,

)
g€ G est 1'élément (ef. (16))
k € K tel que

ou encore sur K ; si on le représente sur K le transformé Agk de k€K par

(23) kg = z'.k, avec z'e 2! .

Les Ag sont donc définis presque partout sur K (et partout sur G/2').
La formule (21) prouve que les Ag conservent d f"'r(k) :

2 =

(24) A lbgH) = ape ()
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R. GODEMENT

9. L'espace homogéne 2Z .

8i 1'on considére 1'espace G/K' des classes 2 droite de K! » on peut de méme
1'identifier, & un ensemble négligeable prés, &4 2 : wne classe K'g contient un
seul z €2, et réciproquement (cf. (16)). On peut donc représenter G comme groupe
de transformations sur 2 ; le transformé ng de z€Z par g€ G serale
2y € Z tel que

(25) zg = k'.z; oh k'€K',

d,“(z) n'est pas invariante par les Tg 5 si 1'on pose

(26) T2=2, g=k' 3 = §.z'ezy  (of. (15))
on a

(27) (1) = $7(8)ap(a) = F M (ag)ap(a) -

10. Le représentation unitaire dans %k ; sa décomposition.

Soit %K 1'espace des fonctions de carré sommable sur K pour d I“r(k) .
Si 1l'on pose pour g &G , fe”f@x )

(28) Ugf(k) = £(a k)

on a, en vertu de (24), une représentation unitaire {’56}( H UI;} de G ; celle=ci
se décompose de la fagon suivente. D'aprés (20) et (4) on a

3
2 = 2 2 5 2 our .
@) {1200 40 = an )jAlf(S DA au(8) , pow £ ey

Soit X 1le groupe des caractéres de A ; posons (Fourier sur A )
_ 1/2
(30) £y (2 -SAf(Sz)B (8) (&) ap(d)
pour ﬂe X ; (29), (30) et Plancherel donnent
2 _ 2 = 2 .
(31) L{lf(k)l A = § apa) gx'f)( (2 ap(y) Sxdt‘(i) gzlfﬂ(z)l aa)

Soit alors % 1'espace L2 construit sur Z ; pour presque tout X, f,(z)
. 7 5 pour presque tout

définit wn élément e 2 ot (31) donne, en prenent des produits scalaires’dans
K et :
(32) <f,g>=g<f,g>d();
b S S oV

donc ojg est uno "somme directe continue" d'espaces de Hilbert tous isomorphes & 9%
K P
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REPRESENTATIONS UNITAIRES IRREDUCTIBLES

On va voir que les UI; se décomposent aussi dans ces divers espaces.

Posons f'(k) = U];f(k) = f(Agk) , et soit f! 1la )Q ~composante de f' , donnée

par !

(3) 5 (=) =§§'(§z) BAETRTET a(§) =5Af[Ag(£z)1551/2(8)nf\(8) ap(d) .
Pgsons

(34) Sa=k ; Bk=k ; kg=2'k ; Kk =8, 5 .

On a en vertu des relations du n® 6 :

(35) 2= ng ; Agk =k =Slz1 = 2; 82.21 = Séz.ng = Ag(g z) ;

82 s por z et g donnés, ne dépend pas de 5 , car on a la formule
(36) 2g = Szzizl avec unicité de &2 » 2] » 2, d'aprés 6a et 6b.
Ceci étant (33) devient

(7 £ (2) =\ 2(8,.5.1.2) $YAE)TTET ap($) =
37 f>< jﬂf $20 T, ; K787 dp 1
= $78 (62 Sﬂf(é.ngw?(S)X((S) INEY

ou
1
. L2
(38) £ (2 =b (82>)g(52) £ (1) -

On est donc conduit a poser 1

(39) Uﬁ;gf(z) =P 82)%\( S5,) £(1,2) pour fg%

ol 8 2 est donné en fonction de g et 2z par (36). En utilisant (27), on montre

ue les U, 6 sont unitaires dans ; d'ol wne famille de représentations
3
§UK'E’ ; }é dépend d'un "paramétre" Y\E.X s et (32) se compléte par
; .

(s0) v, g>=3x<u<ﬁ;ef)g » gy > dply) pow £, g, .
La représentation {%( H UK% se décompose donc suivant les % ;3 U

g X g

On peut simplifier (39) ; prolongeons 4 G en posant

(41) (g) = \ﬂ(S) si g= z'Sz (ef. (15) et (16)) ;

(g) est défini presque partout, et vérifie, comme du reste % » les équations

(42) )ﬂ(gk) = ﬁ(g))g(k) ; ﬁ(k’g) = x(k’)%(g) pour g £€G, k€ K, k'€ K
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R. GODEMENT

En posant 1
43 _H?
(43) Gﬁﬁ(g) (g)}\(g)
(39) s'éerit
(44) U ;gf(z) =0, (zg) .f(ng)

On peut écrire explicitement (44) comme suit. Pour é: &51 N 82 5 see ’(Sn}] 9
posons

R FR I YO

(m2 » +es 5 m  entier, f’z s ses 3 ?n réels, caractérisant le caractére )& de A).

Pour g = ((g,,)) » posons

€pp *** Epn
(46) g = J H
P
gnp ** &nn

Alors (44) s'éerit

. m2+i 2 1 m3—m2+i( 3 2)---2 L B _1+i( - _1):-2
Uﬁ;gf(z) - lg2] f lggl f (D ]gnl n f’n Fn

1,78 q,~(m3m)) 1, ~(m=my y)
(47) () (g3 e (&) £(1,2)
ou l'on a posé 2g = gl = (( L )) .
€pa
11. E_aﬁ n=2.
€11 812
Pour n=2, g= , on a
€21 &2
1 0 1 0 1 0
(48) 3 = =
z‘21 1 z 1 x+iy 1

donc 2 est isomorphe & R? ; on a d‘“(z) =dx dy ; pour z & C , il vient

8112 + 8
(49) R
g8 B1p% * B2
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REPRESENTATIONS UNITAIRES IRREDUCTIBLES

et (47) s'éerit

m+if -2 8112 * 821
v f(z) = z + f gt 2l
(50) (2) 1812 gzzl .(glzz + 322) -f(g12z * 8y, ’

f\ig

% étant 1'espace des f(z) = f(x + iy) telles que

(51) SS |£(x + iy|2 ax dy {+ o .
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