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Séminaire BOURBAKI

(Mai 1950)
GROUPES LOCALEMENT COMPACTS
par Armand BOREL.
Notations.
f.c : localement compact
glg : groupe de Lie généralisé
Go , Mb .+» ¢ composante connexe de 1'élément neutre e de G, M ...

Un sous-groupe d'un groupe topologique est toujours un sous-groupe fermé.

I. Groupes de Lie généralisés, L-groupes et limites projectives.

1. Groupes de Lie généralisés de A.M. Gleason.

DEFINITION. ~ Un groupe f.c. est un groupe de Lie généralisé (un glg) si, pour
tout voisinage U de e , il existe un sous-groupe ouvert H et un sous-groupe

compact M C U invariant dans H tel que H/M soit de Lie.

Pour abréger, nous dirons que 2 sous-groupes H , M de G sont associés dans
G si H est ouvert dans G, M est compact invariant dans H et H/M de Lie.

THEOREME 1. - 1°) G est un glg si et seulement s'il posséde une paire de

sous-groupes associés ; 2°) (Gleason) G est un glg si et seulement s'il possé-

de un sous-groupe ouvert qui soit limite projective f.c. de groupes de Lie.

1°) Nécessité : par définition. Suffisance : Soient H ,'M associés dans G ,
H' = H/M , N 1'image réciproque dans H de Hé s N est ouvert dans H ou
G.4A neN correspond un automorphisme Tn de M: m __» nmn"1 s intérieur
si neN ; par passage au quotient, on obtient une représentation de Hé
dans Aut M/Int M qui est totalement discontinu ([5] Théordme 6) ; H! étant con-
nexe, cette application est constante, autrement dit les automorphismes Tn de M
sont intérieurs et les sous-groupes invariants de M sont aussi invariants dans
N . Or M est compact et posséde des sous—groupes arbitrairement petits invariants
Mq formant une base de filtre tels que M/Ma soit de Lie ; mais alors N/MQ
est de Lie car c'est 1'extension du groupe de Lie M/M, par N/M_ (qui est de
Lie comme sous-groupe ouvert de H/M) ([ 5] Théoréme 3). G satisfait 3 la défini-

tion des gLg (en prenant H égal 3 N pour tout U ).

2°) Suffisance : évidente. Nécessité : Le groupe N précédemment construit est

limite projective f.c. des groupes de Lie MM, .
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A. BOREL

THEOREME 2. - Un gLg G invariant dans un groupe connexe a est une limite

projective de groupesde Lie.

Soient H et L associés dans G ; (H/L)o a un sous-—groupe invariant compact
maximum M' : c'est 1l'intersection de ses sous-groupes compacts maximaux, qui sont
conjugués les uns des autres par des automorphismes intérieurs (Malcev, Iwasawa) ;
soient V , M les images réciproques dans H de (I-I/L)o , M' ; M est compact
invariant dans H ; et V est ouvert dans H ou G ; G étant invariant dans ’é,
on peut, pour des raisons de compacité, trouver un voisinage U de e dans 6
tel que gMg"1 cV pour geU ; mais alors gMg-1 se projette dans (H/L)o
suivant un groupe invariant compact donc dans M' , c'est-3-dire que gMg"1 c M
pour gec U, donc aussi pour g ea , qui est connexe. Ainsi M est invariant dans
G et de plus tous ses sous-groupes invariants sont invariants dans ’é (8 con-
nexe, Aut M/Int M totalement discontinu). Soit My 1l'un d'eux et M/Md de Lie;
G/Mo( est localement isomorphe & son sous-groupe ouvert H/M(x qui est de Lie
(extension de M/M_ par H/M= (H/1)/ (ML) , d'oh le théoréme.

2. Les L-groupes de K. Iwasawa.

DEFINITION. - Un groupe f.c. G est un L-groupe s'il posséde un systéme de sous-
groupes invariants N, tels que G/N, soit de Lie et que AN v = {e} .

THHOR EME 3. - Un L-groupe est un gLg ; en particulier (Ivasawa) un L-groupe

connexe est limite projective de groupes de Lie.

Remarquons d'abord que si G/N1 et G/N2 sont de Lie, il en est de méme de
Nl/Nl AN, , qui admet une image continue univalente dans G/N2 et de G/N1 AN,
extension de Nl/Nl N N2 par G/Nl . L'ensemble des sous-groupes Ny de G
(e.c. quelconque) tels que G/Na soit de Lie est donc une base de filtre. S1 G
est un L-groupe, nous allons y trouver une paire de sous-groupes associés. ‘Soit
U un voisinage relativement compact de e dans G ; comme (NN, yaw -v) =4¢ ,
il y a un N, dont 1'intersection avec U -U est vide ; alors Ny < U est
compact ; posons G' = G/No‘ , G' n'est ms forcément de Lie, mais il contient un
sous-groupe invariant totalement discontinu No(/Nu o= N' et G'/N' = G/Ny est
de Lie. La fibration de G' par N' admet alors une section locale P qui est
un sous-groupe local ([6]) , évidemment localement isomorphe & G/Nu ;s P est
connexe et fait donc partie du commutant de N' ; soit maintenant M' un sous-
groupe ouvert compact de N' ; M' est invariant dans le sous—groupe H' engen-

dré par M'P , qui est ouvert et localement isomorphe & M' x P . Alors les images
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GROUPES LOCALEMENT COMPACTS

réciproques H , M de H' , M' =cont associées dans G .

Si G est connexe, la démonstration est plus simple car Nm/N,a,o est invariant
totalement discontinu dans G' connexe et fait partie de son centre ; il est abé-
lien et 1'image réciproque M d'un sous-groupe ouvert compact M' de N' est
compacte invariante dans G . G/M est localement isomorphe au groupe de Lie G/Nu
car c'en est le quotient par le groupe discret q‘/M . On peut appliquer le théo-

réme 1.

REMARQUES. -

1°) Dans le cas général, la notion de glg est plus maniable que celle de L-
groupe et c'est elle que nous utiliserons. Nous avons fait figurer ici les L-grou-
pes, qui sont & la base du mémoire d'lwasawa, surtout pour les situer par rapport
aux glg .

2°) On a les inclusions : limites projectives de groupes de Lie f.c. ¢ L-groupes

¢ glg . Les groupes compacts, abéliens {10. sont des limites projectives. Un
groupe f.c. totalement discontinu contient des sous-groupes ouverts compacts, c'est
donc un gLg , mais pas toujours un L-groupe ; il peut en particulier 8tre simple
et non discret (Exemple : groupes classiques sur un corps p-adique). Je ne sais
pas si un L-groupe est toujours une limite projective de groupes de Lie. Ces 3 no~
tions coIncident dans le cas des sous—groupes invariants d'un groupe connexe
(Théorémes 2 et 3).

THEOREME 4. —

a) Un produit direct de gLg (L-groupes) est un glg (L-groupe).
b) Un sous-groupe d'un gLg (L-groupe) est un gLg (L-groupe).
¢) Un groupe quotient d'un glg est un glg .

d) Un groupe localement isomorphe & un glg est un glg .

e) Un groupe l.c. ayant une représentation fidéle dans un glg est un glg.

Démonstrations faciles ; d) peut &tre faux pour les L-groupes (remarque 2) ; je

ne sais ce qui en est de ¢) pour les L-groupes.

II. Le théoréme d'extension pour les glg .

THEOREME 5 (Gleason). — Soit N invariant dans G .81 N et G/N sont des
glg , G est aussi un gLlg .

G est automatiquement fic. si N et G/N 1le sont, d'aprés VILENKIN. Nous dé-
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A. BOREL

montrons le théoréme 5 tout d'abord dans 2 cas particuliers : N compact (a) et
N delie (b, c, d).

a) N compact. Soient H' , M' associés dans G/N ; leurs images réciproques
sont assocides dans G ; on est ramené au théoreéme 1 .

b) N= R® , G' = G/N compact. G contient un sous-groupe compact K tel que
KN=G, KNN={ec} ([5] Théoréme 4). L'automorphisme T, de R® : x —lck "
(x €R® , keK) est une transformation linéaire ; la correspondance k —> Tk
est un homomorphisme de K sur un groupe linéaire compact, donc de Lie. Le noyau
M de cet homomorphisme est 1'intersection de K avec le commutant C(N) de N
dans G ; il est invariant dans K , donc aussi dans G = KN ; G/M est le pro-
duit croisé de 2 groupes de Lie K/M et N avec une loi de composition de grou-

pe de Lie ; M est compact, G/M de Lie, on est ramené au théoréme 1.

¢) N=R®. Soient H' , P' associés dans G' = G/N, H et P leurs images
réciproques ; on peut appliquer la construction de b) & P . Je prétends que le
sous—groupe M trouvé dans P, égal a C(N) n K , est aussi invariant dans H .
En effet, si heH , les éléments de hMh~! sont dans P » c'est-a-dire sont des
produits k.x (k€K , xeR®) , et k est dans C(N) , puisque et et x y
sont ; alors la projection k.x 3 x de hI"Ih—1 dans N = R® est un homomor-
phisme sur un sous-groupe compact de R® , qui se réduit forcément & e , donc
k.x el entraine x = e , nMt cC(N)NK =M ; H/M est 1'extension du
groupe de Lie P/M par H/P = H'/P' de Lie, donc est de Lie. H et M sont as-

sociés dans G ; on applique le théoréme 1 .

d) N de Lie. Soit R(No) le radical de N (sous-groupe invariant résoluble

connexe maximum). La démonstration se fait par induction sur la dimension de
R(No). Soit d'abord dim R(No) =0 , c'est-3-dire N0 semi-simple. Int No est
un sous-groupe ouvert de Aut NO , donc si g est voisin de e 1'automorphisme
de No : n _%gng—l est intérieur, et g peut se mettre sous la forme c.n
(n €N, ¢ dans le commutant C(No) de N_ , tous deux voisins de e).
No 0N C(No) est discret ; on en déduit aisément que G est localement isomorphe
au produit direct C(NO) x N et, comme N/NO est discret, que C(No) est lo-
calement isomorphe & G/N , qui est un gLg ; G est un glg d'aprés le théoréme
4 ( a)etad)).

Supposons maintenant d) établi pour dim R(No) Lr , et soit N dont le radi-
cal a la dimension r >0 et 2 le premier groupe dérivé abélien de R(No) ; Z

est invariant dans G et 2 = R? x ° (a + ©>0) . Admettons d'abord que b = 0,
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On applique alors 1'hypothése d'induction & G/Ra , ce qui est possible car a0
et dim R(N /R )=r -a; G/R* est un glg , donc aussi G d'aprés c). Si
maintenant b >0, T est aussi invariant dans G , en tant que sous-groupe com-—
pact maximum de Z , on applique 1l'hypothése d'induction a G/Tb et G estun
glg d'aprés a).

e) Le cas général. Supposons que nous ayons trouvé un sous-groupe H ouvert de
G et M CH ON s compact invariant dans H , tel que H NN/M soit de Lie. Alors
H/NAH est un glg (sous—groupe de G/N) , ainsi que H/M qui est 1'extension
du groupe de Lie H NN/M par H/H NN (cas d) ; enfin H est un glg d'a-
prés a) , de méme que G qui lui est localement isomorphe. Tout revient donc 2
construire H et M.

Soient L et P associds dans N . Nous procédons comme au théoréme 2. On
prend 1l'image réciproque M dans L du sous-groupe invariant compact maximum de
(L/P)o et un voisinage U de e dans G tel que gMg_l cM si geU. Mest
alors invariant dans le groupe ouvert H engendré par U.L ; de plus H NN con-
tient L comme sous-groupe ouvert et H NN/M ost localement isomorphe a
L/M = (L/P)/(M/P) qui est de Lie, C.Q.F.D.

COROLLAIRE. -~ G est un glg si et seulement si Gb est un glg .

Il ne semble pas trés probable que l'extension d'un L-groupe par un L-groupe soit
toujours un L-groupe ; c'est en tout cas un glg . En outre les théorémes 2, 3

et 5 donnent le théortme (Iwasawa) :

la
Soient G et N invariants dans un groupe connexe G . Si G/N et N sont
des L-groupes, G est aussi un L-groupe.

III. Groupes localement compacts en général.

l.~ Soit G un groupe topologique. Nous appellerons groupe dérivé topologique de

G 1'adhérence du sous-groupc de G engendré pzr les commutatewrs ; il sera noté
D(G). On définit par induction transfinie la série des groupes dérivés topologi-—
ques de G par : D (@) =G, OH_I(G) = D(D (G)) et si P est un nombre limite,
Dgle) = ﬂ Dy (6) 5 le lor ordinel ~ tel que D, (G) = Dy(G) est la lon-

gueur de la serie des groupes dérivés ou longueur de G ; G est (topologiquement)
résoluble si DQ(G) {e + I1 est immédiat que D(?) est connexe si G 1'est
et que si G' est un sous-groupe partout dense de G , le groupe des commutateurs
de G' (au sens abstrait) est partout dense dans D(G). De 14 suit que si G'

est résoluble au sens de la théorie des groupes abstraits, G est topologiquement
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résoluble. Un sous-groupe, un groupe quotient d'un groupe résoluble sont résolu—
bles ; toute extension d'un groupe résoluble par un groupe résoluble est résoluble.

THEOREME 6 (Iwasava). - La longueur d'un groupe compact connexe est au plus 1 ;

celle d'un groupe connexe f.c. est finie.

Soit G compact connexe, G' = G/D2(G) ; Dl(G') est abélien invariant donc dans
le centre de G' ([5] Théoréme 8) ; 1'adhérence du sous-groupe engendré par g'eG'
et Dl(G') est un sous-groupe abélien invariant car c'est 1l'image réciproque d'un
sous—groupe de G'/Dl(G') s qui est abélien. Toujours d'aprés le théoréme 8 de
[5], g' est dans le centre de G' , d'ol G' est abélien, D (a') = {e} =
= Dz(G') et Dl(G) = DZ(G) .

si G est f.c. connexe, on remarque que dans G' = G/Dw(G) , 1'un des sous~
groupes Dn(G') est compact (car les Dn(G‘) sont connexes et (\Dn((}') = {e});
soit k le ler indice pour lequel Dk(G') est compact, alors Dk+1(G') =
= Dk+2(G') et G est aussi de longueur k+1 au plus.

La longueur d'un groupe compact non connexe n'est pas nécessairement finie,
ainsi le produit direct de tous les groupes finis est de longueur «w ; cependant

on démontre aisément le :

THEOREME 6 (Iwasawa). - Un sous—-groupe invariant f.c. d'un groupe connexe est

de longueur finie {au plus 1 s'il est compact).

COROLLAIRE. - Un sous-groupe invariant résoluble e.c. d'un groupe connexe G

est un glg (et fait partie du centre de G s'il est compact).

2.~ Nous établirons dans ce numéro 1l'existence du sous-groupe invariant résoluble

maximum d'un groupe connexe t’.c. ; remarquons tout d'abord que si N1 et N2

sont invariants résolubles, il en est de méme de N1N2 ; en effet, N1 et I\I2
sont de longueur finie, donc N.N, est résoluble au sens de la théorie des grou-

12
pes abstraits, et N1N2 1l'est au sens topologique.

LEMME 1 (Gleason). - Soit H = {e} cH CH2 C. ... une suite croissante de

sous—groupes connexes d'un groupe f.c., G, 81 Hi/Hi—l est non compact

(1=1,2, ..) la suite est finie et le nombre de ses termes a une borne supé-

rieure finie ne dépendant que de G .

Soit U un voisinage ouvert relativement compact de e dans G, et Un =

=H NU ; UH _, estouvert dans H o, ﬁan—l y est fermé ; si 1'on avait
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U U = = H serait
U &U.H _,,alors UH ,=UH _,=H (H -conexe) ot H/H . serai
compact contrairement & 1'hypothése ; il existe donc— a.ne.Un s an¢ Uan-l
(n=1,2, ...); les a_ étant dans le compact U , on peut trouver 2 indi-
ces s, t (s <t) tels que atagleU (si la suite H, est infinie). Mais

alors ateUth__l , d'ob une contradiction ; la suite Hi est donc finie.

2
Soit V un voisinage symétrique de e dans G tel que VcU. On peut re-
couvrir U par un nombre fini, disons k , d'ensembles Vuj . Alors si a,b eVuj,
on a ab-'le.U s le raisonnement ci-dessus montre que la suite Hi a au plus k

termes # {e} , d'olt 1la 2e partie du lemme.

REMARQUE. -~ Le lemme 1 montre aussi qu'une suite décroissante de groupes’conne-

xes Hi , tels que Hi/Hi ne soit pas compact, n'a qu'un nombre fini de termes.

+1

THEOREME 7 (Iwasawa, Gleason). -~ Un groupe connexe ﬁ.c. posséde un sous-groupe

invariant résoluble maximum.

Montrons d'abord que G posséde un sous-groupe invariant résoluble connexe ma-
ximum. Soient Ny les sous-groupes invariants résolubles connexes de G , N
1'adhérence du sous-groupe qu'ils engendrent ; N est connexe invariant. I1 existe
V tel que _ﬁ:N_'\)/N\) soit compact pour tout o (lemme 1). Soit G' = G/Ny ,
m/}i 5> ¥ est invariant compact résoluble connexe et fait partie de son centre
Z' . L'image réciproque Z de Z' est résoluble et contient N qui est donc

résoluble.

I1 est alors immédiat que 1'image réciproque dans G du centre de G/N est le

sous-groupe cherché,
NOTATION. - R(G) = sous-groupe invariant résoluble meximum de G .

3. THEOREME 8 (Iwasawa). — Un groupe connexe f.c. posséde un sous-groupe invariant

compact connexe maximum,

a) G est un glg . Soient N invariant compact et G/N de Lie, K 1'image
réciproque du sous-groupe invariant compact maximum de G/N R K0 est le sous-—

groupe cherché.

b) R(G) = ie} . Soit K 1'aghérence du sous-groupe engendré par les sous—

groupes invariants compacts connexes K_, de G ; les centres de Ky et de K

o
se réduisent 3 e (R(G) = fe} . Soit C(K,) 1le commutant de K dans K ; on

a K=Ky x C(Ku) et C(K(x) est donc connexe ; (\C(Ku) est le centre de
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K, et se réduit & e ; d'aprés un raisonnement fait plusieurs fois, C(Ka ) est
compact pour un certain * ; alors K = K x C(Kd) est compact.

c) Cas général. Soit G' = G/R(G) ot L 1'image réciproque du sous—groupe in—
variant compact connexe maximum de G' (cf. b) ) ; L est un glg et le sous—
groupe invariant compact connexe maximum de Lo (cf. a) ) est le sous—groupe de-
mandé.

REMARQUE. - On ne sait pas si un groupe connexe l.c. posséde toujours un sous—
groupe invariant compact maximum (connexe ou non) ; c'est vrai pour un glg (on

H
prend le groupe K défini en a) ), ou si R(G) {e} (voir ci-dessous).

11

THEOREME 9 (Gleason). - Soit G connexe f.c. et R(G) ={e}. Alors G est

un produit direct de groupes de Lie simples non abéliens, compacts & 1'exception

d'un nombre fini, et éventuellement d'un facteur P .

P est le produit d'un nombre fini de facteurs indécomposables, est métrisable

et ne contient pas de gLg invariants # {e }.

Soit K dinvariant compact connexe maximum ; son centre se réduit & e et
G= K x C(K) ; que K soit un produit direct de groupes de Lie simples compacts
se déduit facilement de théorémes connus (cf. A. WEIL [7] paragraphe 25). Si S
est invariant dans C(K) , So £ {ej car un sous-groupe invariant totalement dis-
continu serait dans le centre de C(K) , donc dans R(G) jen particulier, comme
Soitl( » S ne peut &tre compact, ce qui montre que K est invariant compact
maximum. S6it N de Lie invariant connexe dans C(K) , N est semi-simple et de
centre égal & {e } (toujours & cause de R(G) = {e} ) ; c'est un produit de
groupes simples non compacts et de plus C(K) = N x C(N) (car (Aut N)o = Int N);
il ne peut y avoir qu'un nombre fini de facteurs de Lie non compacts puisque G
est f.c. 3 soit P le facteur ne contenant pas de sous-groupes invariants com-
pacts ou de Lie connexes. P ne peut &tre produit que d'un nombre fini de facteurs
indécomposables, puisque chaque facteur est non compact. P ne contient pas de
glg invariants # {e} : 81 L enestun, L £ {e} posséde un sous-groupe in-
variant compact maximum N # {e}, puisque Lo n'est pas de Lie, et on a vu que
cela est impossible. Enfin, P métrisable résulte du :

LEMME 2. ~ Un groupe G , f.c. non métrisable, engendré par un voisinage compact

V de e, posséde un sous-groupe invariant compact # {e} .

Les voisinages Vi , wi définis ci-dessous sont symétriques compacts. On peut
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trouver V1 lvérifiant %1 ¢ V , puis, pour des raisons de cgmpacité, wl véri-

fiant vwlv_ c_‘.V1 gi v €V ; on prend ensuite V2 avec V2c wl et Wz avec
vwgv“l CV, si veV , et ainsi de suite. I1 est clair que NV, = NW, est un
sous—groupe compact invariant de G . Il est # ie‘} car si G est non métrisable

1'intersection d'une infinité dénombrable de voisinages compacts de e est # {e}l.

COROLLAIRE AU THIOREME 9 (Iwasawa). - Un groupe connexe l.c. possdde un L-sous-—
groupe invariant maximum L . Le L-sous—groupe invariant maximum de G/L est i_e}.

L est l'image réciproque du produit direct des facteurs de G/R(G) qui sont

de Lie.

THEOREME 10 (Gleason). — Un groupe f.c. posséde une suite de composition finie
dont les groupes quotients sont ou totalement discontinus ou abéliens ou compacts
ou simples.

I1 suffit de traiter le cas o G est connexe. Si G est un gLg , le facteur

P de G/R(G) , (Théoréme 9), est alors un glg , donc est un groupe de Lie semi-
simple sans centre. On combine alors la suite de composition des groupes dérivés

de R(G) avec 1'image réciproque d'une suite de décomposition de G/R(G) qui
vérifie le théoréme.
Soit maintenant G connexe, localement compact, mais par ailleurs quelconque.

Considérons une suite

(1) G:NO’DNID...DNP = e

de sous-groupes connexes, N, étant invariant dans N, i1=1,...,0p) .
D'aprés le lemme 1 , le nombre de quotients Ni/Ni+l non compacts a une borne
supérieure ne dépendant que de G . Supposons-la atteinte par la suite (1) ; les

quotients Ni/Ni+1 ont alors la propriété suivante :

(4) pour toute suite de composition formée de sous-groupes connexes, il y a au
plus 1 groupe quotient non compact. Il suffit de démontrer le théoréme sous cette
hypothése.

a) Si G connexe vérifie (4) , et si son glg invariant maximum se réduit &

(e) , G est 1l'extension d'un groupe simple par un groupe compact.

Si G n'est ni simple ni compact, soit S 1'intersection de ses sous-groupes
invariants # e ; remarquons que si N est invariant # e , alors N, #e (car
R(G) = E) , et est méme non compact (pas de gLg invariant), donc S est connexs.
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Montrons que la supposition S = e méne A une contradiction. Si S = e , on peut
trouver un nombre fini de sous—grouges invariants Nl s eee Nk dont 1'intersec-
tion N ne rencontre pas le bord U~ U d'un voisinage relativement compact de

o ; alors N NU est compact donc = e ainsi que N . De 14 on déduit 1'existen-—
ce de deux sous-groupes M1 , M2 # ¢ invariants connexes, d'intersection = e .

M, admet une représentation fidéle dans G/M2 qui est compact d'aprés (4) . Or
un groupe ayant une représentation fidéle dans un glg est lui-méme un glg,
comme on le voit aisément, d'oh la contradiction. Ainsi S est connexe, £ e , donc
non compact, a la propriété (A) , et son glg invariant maximum est aussi = e ,
car il est invariant aussi dans G . S est simple car 1l'intersection de ses sous-
groupes invariants £ e est # e d'aprés ce qui précéde,est invariante dans G ,
donc contient S par définition de S . S est simple et G/S compact d'aprés

(a) .

b) Soit G ayant la propriété A , L son gLg invariant meximum ; i} suffit
de montrer que G/L = G' a la propriété 4 .

Soit G' = Né :>Ni Deee D N]’{ >N1'<+1 Do N]:) = e une suite de composition
de G formée de groupes connexes. Remarquons que le gLg invariant maximum de
Ni étant invariant dans NJ!.—l se réduit & e comme celui de G' . Il nous faut
montrer que si Nl'c-l/Nllc est non compact, NI’{ est compact (donc = e) . Soit Ni
image réciproque dans G de N:{ s Ni o S8 composante connexe de e . Si N]:[__I/N]'(
est non compact, il en est de méme de G/Nko , donc de 1'un des quotients
N C/Ni+1,o (i = k - 1), par suite N est compact et N est un glg inva-
riant dans N, - On en déduit immédiatement que N est dans L donc que
Nl'c =e, C.Q.F.D.

COROLLAIRE (Iwasawa, Gleason). - La conjecture : Tout groupe connexe f.c. E?E

un glg , est équivalente & la conjecture : Tout groupe connexe {.c. simple est

un groupe de Lie.

REMARQUE, - Si cette conjecture est vraie, il est aussi vrai que tout groupe le-
calement euclidien est de Lie (cf. corollaire au théoréme 13), mais 1'étude de
cette conjecture apparait, dans 1'état actuel de la question, comme beaucoup plus
difficile que celle du 5e probléme de Hilbert. Ainsi ce dernier est résolu depuis
longtemps pour les groupes localement euclidienne de dimensions 1 , 2 ; cependant,
le fait qu'un groupe {.c. connexe métrisable de dimension 1 ou 2 est limite pro-

jective de groupes de Lie n'a été démontré que récemment par D . MONTGOMERY [3].

224



GROUPES LOCALEMENT COMPACTS

IV, Structure des glg connexes.

Rappelons qu'un glLg connexe est en méme temps L-groupe et limite projective
de groupes de Lie connexes ; quant & ces derniéres, nous prenons les notations de
A. WEIL ([7] paragraphe 5) , G est limite projective des groupes G, muni des
homomorphismes £ si le systéme G, G, , fup vérifie les axiomes LPI ,

o«
LP II , LP IIT ; (si les Gy sont de Lie connexes, LP III est du reste consé-

;
quence de LP I , LP II ). On écrira G = lim (Gy 5 folp) + On ne change pas
lim (Gd H fokgs ) si 1'on ne prend que les C& correspondant aux indices d'un
sous-ensemble I' de 1'ensemble des indices I 1lorsque I' est dense (cofinal)
dans I ) , en particulier si I' est formé de tous les indices plus grands qu'un
indice V donné.

Nous démontrerons plus loin le :

LEMME 3. - Soit G un L-groupe, G' = G/N , £ 1'homomorphisme canonique de G
sur G' et g'(t) un sous-groupe & un paramétre de G' . Alors on peut trouver

un_sous-groupe & un paramétre g(t) de G tel que f(g(t) = g'(t) .

1. Sous-groupes compacts maximaux.

Nous admettrons le théoréme (Malcev, Iwasawa) : les sous-~groupes -compacts ma-
ximaux d'un groupe de Lie connexe sont conjugudés les uns des autres (par des auto-
morphismes intérieurs). Si K est 1'un d'eux, on peut trouver dans G , n sous—
groupes i 1 paramétre Hy Z R (fermés) tels que tout geG s'écrive d'une seule
fagon sous la forme kh, ... h (kex , hieHi) » k, hy étant des fonctions

1
continues de g .

THEOREME 11 (Iwasawa). ~Un glg connexe contient des sous-groupes compacts

maximaux ; deux quelconques d'entre eux sont conjugués. Soit K un tel sous-

groupe ; on peut trouver n sous-groupes & 1 paramétre Hi =R s, tels que geG

s'écrive d'une seule fagon sous forme de produit kh1 hn (k €x , hieHi ,

fonctions continues de g).

Soit N invariant compact tel que G/N soit de Lie. Les images réciproques
des sous-groupes compacts maximaux de G' sont les sous—groupes compacts maximaux
de G . Deux tels sous-groupes étant les images réciproques de sous-groupes conju-

gués de G' sont évidemment conjuguds.

Soit K compact maximal de G , K' son image dans G' . On prend dans G' 1les
n sous—groupes a 1 paramétre Hi de 1'énoncé rappelé plus haut. On peut naturel-
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lement considérer G' comme faisant partie du systéme (Gu 3 fa{;) dont la limi-
te est G ; on peut alors appliquer le lemme 3 et trouver les sous-—groupes Hi
appliqués sur les Hi par la projection de G sur G' . I1 est immédiat qu'ils

vérifient toutes les conditions de 1'énoncé.

2. Structure locale d'un gLg connexe.

THIOREME 12. - Soit G = lim (Gy; f,4) connexe fic., les G, Stant de Lic.

Alors il existe un indice v tel que le noyau N,, de f soit compact et

que Gf?’ soit localement isomorphe au produit direct G\) x N"'P toutes les fois
que v < A<P.

Soit U un voisinage relativement compact de e dans G ; pour un certain M,
Gy , donc N, = f;l(e)
qui est ainsi compact, de méme que N, £, (N ) et que Nol\'s c N‘MJJ (W<em< 1’5).

U contient 1'image réciproque d'un voisinage de e dans

est localement isomorphe a un produit T‘wl x SP' o (s semi-simple, T

N ®o P o
est un tore) ; cette décomposition est unique et S‘Lu y T}LU sont invariants
dans Gy , Tpu étant méme dans le centre de G, . De plus on a localement
Gdz Gy * Spu » G' connexe, contient T,y et est univoquement déterminé, par

conséquent u(s( ) = Gy (R < < ]3) et fpux(("'u ) =G v » la composante
connexe de e du noyau de cet homomorphisme étant Tyuo! . Pour obtenir le théo-
réme 12, il nous faut encore établir 1'existence de v tel que G'p soit loca~

lement une existence triviale de G!, ( fiyV).

Les f 9 e induisent des homomorphismes des algébres de Lie AG& des groupes
Gl qui vérifient les axiomes LP I , LP II , Le théoréme 12 étant local, il

suffit de le démontrer pour les algébres de Lie, c'est 1'objet du :

LEMME 4. - Soit (L ; By p

gd?‘ vérifiant LP I , LP II . Si pour tout &> p 1le noyau de g P est dans

) un systéme d'algébres de Lie et d4'homomorphismes

le centre de L, il existe Vv tel que Lp&“ L,® Nv/i’ si p>v.

Nous choisissons une fois pour toutes une base Xl y e0e 5 X de LP"’ les

n
équations de structure étant :

[x; xj]:c°.f. . (1,021, . ,n).

1)
Soit dans Ly> Xo(l s see s Xo(n , Yul y see de une base telle que
g»d(Xd.):X. et gy.o((Y .):O ; alors
o T -
(Xys ¥g3d=ofy Ko® 45 Yur (KXo Yoayd= [¥gs Yoy

226



GROUPES LOCALEMENT COMPACTS

2
Considérons (dql:l y eee dﬁn) comme un vecteur d¥ de R® , et de mdme

¢’ = (c‘l"1 s aee 3 cg'r'l) ; les vecteurs -, aT sous-tendent un sous-espace I&.
Un calcul immédiat montre que Py ne change pas si on prend une nouvelle base
Xqi 2 Yy telle que gP-N<X0(i) =X, qu(Yui) =0.

Si o<, ona BcP,.En effet, gardons dans L, la base Xwi R YO(i

précédente et introduisons dans LF la base X pi? Y@i s Z pi ol

g(xr’(xﬁi)=xqi , gup(yﬁi)=ydi s guﬁ(zw) =0
alors
- 4 v P .
[Xg'si ij] = ¢y X}o-+ dij an_+ ei; z? et P, C,Pﬂ

La relation d'inclusion fait des Py un ensemble ordonné filtrant & droite.
Les P, étant des sous-espaces d'un espace de dimension finie, il en existe un,
disons P, , qui contient tous les autres. I1 reste & voir que L A est une ex-
tension triviale de L \)( p > ) ; nous conservons les notations précédentes,
sauf que nous posons & =V ; comme Pf& = Py , les vecteurs e¥ dépendent 1i-
néairement des vecteurs ¢S , d¥ soit ef= az,c°'+ b,‘;: d%. Un caleul facile

montre que les transformations infinitésimales

— ? T P
XPO‘_XﬂU’+ a(S"ZP et YP-Z_YS;,Z..+ b’Z’ ZP

forment une sous-algébre L!, = Ly , et Lﬁz L,® N\)P .

Revenons & G = lim (Gg ; fd’;) ; pour o »~, Gy contient un sous-groupe
G o localement isomorphe & G, et appliqué par foa localement isomorphique~
ment et homomorphiquement sur G,, . G, est échangeable avec (N, ot) o done
aussi avec N, o * car chaque composante connexe de N, rencontre G Dy puisque
Gy est connexe et que N\)u 0 G, ost discret invariant dans G, ; enfin, si
B>a > v, No(§3 est localement facteur direct de N-oﬁ ce qui démontre compléte-
ment le théoréme. En général G v n'est pas univoquement déterminé. Nous justi-

fierons plus loin le :

LEMME 5. - On peut choisir dans GQ((Q(»)) un_sous-groupe G,o localement iso-
morphe & Gy » appliqué sur G, par f,y , dans le commutant de Now » 88
fagon que fo(ﬁ (Gvﬁ) = G, toutes les fois que V < < f.

/ “~
THEOREME 13 (Iwasawa). — Soit G un L-groupe connexe, U un voisinage arbitrai-

re de e .

U contient un sous-groupe invariant compact N et un groupe de Lie local L
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tels que G soit localement le produit direct de N _e_E L.

Soit G = lim (Gy ; fy V’) ; on peut supposer le théoréme 12 vérifié. Il existe

o~ et un voisinage Uy de e dans G tel que f;_l

(U) ¢ U . On peut appliquer
le lemme 5 aux G (o >g) considérés comme extensions de Gg- et choisir des
sous-groupes C;r o © Gy cohérents, localement iigmorphes a G G_appliqués sur G__
par f_.. On prend comme N 1le noyau N__de fo_ .

Gc- o €5t un revétemont de Gg; on peut donc trouver dans chaque Gy un voi-
sinage Ly de e appliqué isomorphiquement sur un certain voisinage L C’_de e
dans U_; alors f (L,B) = Lysi «< ) et U contient le groupe de Lie lo-
cal L=(Ly); NNL= {ei et L est dans le commutant de

N, = lim (N,; fdp) car L, est dans celui de N, (e« >V) . Enfin, N.L

est ouvert car c'est 1'image réciproque dans G de l'ouvert L _ de G, - C.Q.F.D.

COROLLAIRE (Iwasawa). — Un L-groupe connexe localement euclidien est un groupe
de Lie.

V. Les choix cohérents.

Pour démontrer les lemmes 3 et 5 , nous utiliserons une proposition qui permet
de faire sous certaines conditions dans les G des choix cohérents, c'est-a-dire
compatibles avec les homomorphismes fd@ . Nous donnerons a cette proposition une
forme assez générale, ol les groupes de Lie n'interviennent pas car la démonstra-
tion n'en est pas plus compliquée que dans les cas particuliers dont nous avons
besoin.

Soit I ordonné filtrant & droite, pour o €I , H, un ensemble partielle-
ment ordonné par la relation € , muni d'une opération intersection () , et pour
o< B, py p une application de Hp sur H conservant la relation d'ordre, vé-
rifiant de = pdp ° p).“j y 1 <« <¢f<y . On suppose :
() si o<p et hyeH, , vp;lp (b,) a un élément maximum.
(B) dans chaque Hg une suite strictement décroissante d'éléments n'a qu'un nom-

bre fini de termes.

THEORBE 14. - Soit (Hu ; Py ﬁ) un systéme vérifiant les conditions précéden-
tes et, pour tout d €I , ﬂo( un sous-ensemble non vide de H, tel que :

@) Pyp(p) = O
(b) x,yeQy et x cy entrainent x=y .
() si h, =p°(p(h,$) » Xy € hy (xdeﬂo() et s'il existe yﬁgh/y (yﬁe Qp)
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alors il existe Xq S hy (xﬁe Dﬁ) tol que Po (xp) = Xy e

Sous ces hypothéses on peut choisir dans chaque (2 o n élément x, de sorte

que xd=pap(xr3) toutes les fois que < @ -

Soit F une partie de I ; on appelle F-systéme un ensemble d'éléments xq € f1,

( o parcourant F) vérifiant :
(1) 81 ¥ 2>, ... » & (0(1 y +es » % €F, Yy quelconque €I ), il existe

xXG QX tel que po‘ix(xy)=xo{i (i=1, «e0, n)

Les X d'un F-systéme sont en particulier cohérents ; les F-systémes (F va-
riant) forment de fagon évidente un ensemble ordonné inductivement (et non vide);
il posséde un élément maximal d'aprés le théoréme de Zorn ; il nous faut montrer

que pour ce dernier F = I , c'est une conséquence du :

LEMME 6. - Soit (3 éF . Tout PF-systéme peut &tre prolongé en un {prF-systéme.

Soient 0(1 s eee o\neF 0 O FIFIRTTIPL S désignons par

K( ¥y s eee 5O 5 X) 1'ensemble des éléments x, pour chacun desquels il y a
= 1= G = . K

XXGQY tel que pdix(xx) X44 i=1, ,n) et p x~ ) xg

est non vide (conditions I et a). Soit Mdp(xd) le maximum de pd{;(xu) et

R ) = by (xg ) (kg )

Mo, ..o =p, (M x Nn... M X

1 RAS Py oY oll unx un
Il est immédiat que les K forment une base de filtre pour la relation d'inclu-

sion et que les M en forment une pour < .

si N K(o(1 cee o 5y) (O(i variant dans F , ¥ dans I ) est non vide, le
lemme est démontré car un élément de cette intersection joint au F systéme donné
forme un {ﬁ} U F-systéme par définition des F-systémes et des K ; nous allons

montrer que cette intersection est non vide.
Si xeK(oll s eee

Réciproquement, si x e QF et xgM (o ... U ¥) , alors xe€ K(u(1 ...un;y).
C'est une conséquence immédiate de b) et c).

» O 5Y) , on a évidemment xs.M(o(l P e 5y)

Du fait que les M forment une base de filtre et de la condition minimale (B)
on tire qu'il y a un M, disons M(ot1 °(n 3 5’) plus petit que tous les au~

tres (au sens de € ). Soit alors xPeK( S PERRRL Y) XF est plus petit
que tous les M, donc est contenu dans tous les K .

/
DEMONSTRATION DU LEMME 3. - On peut sans restreindre la généralité, supposer

G' connexe ; c'est donc une limite projective de groupes de Lie (Théorémes 2,3,4),
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soit G' = lim (GO’_, go"(‘) » (-» T€I') . On considére les G'y~ comme faisant
partie du systéme G, (o €I), dont G est limite projective. Un sous-groupe
a 1 paramétre g'(t) de G' détermine alors un I'-systéme de transformations

infinitésimales X, (o-&I') , car la condition (I) des F-systémes est visi-
blement vérifiée. Ce I'-systéme est donc contenu dans un F-systéme meximel, pour
lequel F =1, et qui détermine alors un sous-groupe & 1 paramétre de G s'ap~

pliquant sur le sous-groupe donné de G' ,

DEMONSTRATION DU LEMME 5. = Hg est 1'ensemble des sous-algébres de AG, O‘u
1l'ensemble des sous-algébres do AG_, isomorphes & AG\> appliquées sur AG , par
8,y ©bt échangeables avec AN, . Pour vérifier (c) on remarque que si L @ con-
tient un élément de £ y 11 est facteur direct dans AG p et i1 contient un

. A . . s .
facteur direct LIs = L= guﬁ(LB) » Bap étant la combinaison de la projection
de L)’: sur L"? et d'un isomorphisme de L‘fs sur L, . Les autres conditions

sont trivialement vérifiédes. Le lemme 5 est une application directe du théoréme.

Signalons enfin que 1'on peut également & 1'aide du théoréme 14 étendre au cas
dénombrable certaines démonstrations de PONTRJAGIN [ 4] paragraphe 45, en particu—

lier on a le :

THEOREME 15. - Soit N invariant dans un L-groupe connexe G . Alors
dim G = dim N + dim G/N .

D'ol 1'on déduit la généralisation suivante du corollaire au théoréme 13 :

THEOREME 16. — Un L-groupe connexe, localement connexe, de dimension finie est

un groupe de Lie,
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ADDITIF

On trouvera les démonstrations des résultats traités dans cet exposé dans :

GLEASON (Andrew). — The structure of locally compact groups, Duke math. J.,
t. 18, 1951, p. 85-104.

La conjecture de Iwasawa-Gleason ®Tout groupe connexe localement compact est un
groupe de Lie généralisé", qui contient en particulier une solution affirmative
du 5e probléme de Hilbert "Un groupe topologique localement euclidien est-il un
groupe de Lis"? a été démontréetout d'abord pour un groupe de dimension finie par
juxtaposition de théorémes de Gleason et de Montgomery-Zippin :

GLEASON (Andrew). — Groups without small subgroups, Annals of Math., t. 56,
1952, p. 193-212,

MONTGOMERY (Deane) and ZIPPIN (Leo). — Small subgroups of finite-dimensional
groups, Annals of Math., t. 56, 1952, p. 213-241.

puis, dans le cas général, par :

YAMABE (Hidehiko). - On the conjecture of Iwasawa and Gleason, Annals of Math,,
t. 58, 1953, p. 48-54 ; A generalization of a theorem of Gleason, Annals
of Math., t. 58, 1953, p. 351-365.

Pour un exposé systématique de la question, voir le livre de

MONTGOMERY (Deane) and ZIPPIN (Leo). - Topological transformation groups. -
New York, Interscience publishers, 1955 (Interscience Tracts n° 1).

[Juin 1957]
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