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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1950)

s / ’
LES CF:ODéSIQUES DANS LES VARIETES I\\ COURBURE NEGATIVE
par René THOM
(d'aprés E. HOPF [2])

1. Rappel de généralités.

Soient V une variété indéfiniment différentiable et X un champ de vecteurs

dans V . La résolution du systéme différentiel

ar _
(6) F=dt

associe au champ X un groupe G & un paramétre (t) d'homéomorphismes de V

sur elle-méme. Si ’Ut désigne la transformation correspondant & la valeur t du
paramétre, on écrira P, = T ¢ P+ On suppose, dans tout ce qui suit, que le sys~
téme (6 ) admet un invariant intégral de dimension maximum ; cet invariant définit

sur V une mesure dm qui est G-invariante ; on a ainsi défini ce que nous ap-

pelons un ceurant (Str'o'mung) dans V

Dans le cas ou la mesure totale m(V) est finie, les théorémes classiques

suivants sont valables @

1° Le théoréme de convergence en moyenne de von Neumann.

n
Soit f£(P) une fonction m-mesurable ; il existe alors une moyenne f(P) telle

que :

t
lim S [—15 S f(Pt) dt - '1\'(17)]:2 dm =0
t=wo Jy 0

2° Lo théoréme ergodique individuel de Birkhoff.

Pour tout point P (sauf au plus les points d'un ensemble de mesure nulle)

t
% S £(P,) dt admet pour t =  une limite £(P) .
0

3° Le théoréme de symétrie de E. Hopf.

Si on forme les deux moyennes,

t t
. 1
fi= lm £ | £()dt = > £(p,) dt
t =+c0 0 1t =~ 0
alors, presque partout,

£5(p) = £*(p)
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R. THOM

2., Définitions.

A) Ergodicité. - On dit que le courant (Gt) est ergodique si toute fonction,
m-mesurable et G-invariante, est une constante (i un ensemble de mesure nulle prés).

Comme les moyennes ft et ft sont G-invariantes, ce sont des (presque) constan-

L 1
tes dont la valeur est W 5 fdnm .

I1 résulte immédiatement de cette définition qu'un ensemble mesurable de trajece
toires du champ ne peut avoir comme mesure que O ou m(V) , propriété classique-
ment dénommée transitivité métrique, et équivalente ici & 1'ergodioité.

B) Mélange. - Un courant défini dans V par le groupe G(t) peut 8tre étendu
dans le produit V x V ; il suffit de définir G*'(%t) par :

~' _ ~
Uy (P x Q) = (B, (P) x T, (Q))
sur tout point PxQ de V xV,

On dit que le courant G est du type mélangé, si le courant étendu G' est
ergodique dans V x V ; tout courant mélangé est ergodique, mais la réciproque
n'est pas vraie ; dams un courant mélangé, les images ’Ct A d'un ouvert A
finissent par se diluer et par remplir uniformément tout l'espace. On définit
classiquement la condition de mélange par 1l'égalité :

(1) lim & f(Pt) g(P) dm = 5 £(P) dm ; g(P) dm
t=o )y v v

pour toutes f , g , de carré sommable.

3. Ls courant géodésique.

Soient M une variété de dimension n , et S l'espace des vecteurs unitaires
tangents & M . Soit donnée dans M , une métrique riemannienne, définissant, par
tout élément de contact & de support a , la géodésique G * orientée tangente 2
& « A cet ensemble de géodésiques sur M correspond dens £l un courant ainsi
défini : 1'élément TYSckr\est 1'élément de contact obtenu en prenant pour support
le point b de G tel ab =s , et pour tangente en b , la tangente a Gb( .
L'espace S+ est fibré sur M , la fibre étant la sphére unitaire sht 3 la me-
sure invariante dans £ par le courant géodésique se définit comme le produit
dv AdS, od dv est 1'élément de volume induit dans M par le as? donné, et
dS 1'élément d'aire de la sphére fibre. (Cet invariant n'est autre, aux notations

prés que l'invariant 3 dp; AN dg; de la mécanique ).
T
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GEODESIQUES

4. Les variétés & courburec négative constante.

Toute variété M a courbure négative constanbe peut s'obtenir comme quotient

de l'espace hyperbolique par un groupe L de déplacements.
s ps s 2
Soit B 1l'intérieur de la n~boule définie dans R per ; X < I,mud

de la métrique

2 _ 2 ax

1télement de volume est

2nd.x1/\.../\dx
(1 —Zx

B sera le revB8tement universel M de M ; de méme l'espace tangent -Q a4 B

oat rev8tement de S1 ; on désignera par P 1'app]_1cation canonique p ¢ ol - O
correspondante. Et le courant géodésique dans Q est la projection par p du courant
géodésique dans -Q (3 cause de l'invariance de 1a metriqueApar le groupe L,
groupe d'automorphismes des deux revétements M -~3M ot 2 5 Q).

dv =

-

Toute géodésiqus de M (qui est dans 1l'espace R initial, un cercle orthogonal a
kb sphére de 1'infini Sg Z x2 =1) peut &tre caractérisée par les deux
points ‘Tfl ot ‘n’z ou elle rencontre S ; on peut donner ainsi de Q une
paramétrisation simple : un élément de contact a sera défini par les points
ﬂl

ls milieu de G ; s1 a est le support de X , on posera 8 = K 3 dans ce nou=-

et 'ﬂ'z ot la géodésique G, qu'il détermine rencontre S _ ; soit <O

veau systéme de coordonnées, le courant géodésique s'exprime par :
’Ct(wl s Mo os S)=(ﬂ1 » Ty y s +t)

Géodésiques asymptotiques. = Deux géodésiques G1 s G:2 sont dites positivement

asymptotiques si elles aboutissent au méme point ‘ﬂ’ de S . On démontre

(2 1'aide d'un changernent simple de coordonnées) le 1exnme sulva.nt $ pour que

deux éléments e , o' eD- déterminent 1les géodéaiques asymptotiques, 11 faut et
il suffit qu'il existe un nombre c¢ tel que 3

2) tli_m 0’(81;+c , e} ) =0,

ot 6 désigne la distance induite dans ﬂ par un ds®> de la forme do‘2 = ds2'+d%
.dx élément de distance sur la fibre.

2

Classification des variétés M . = Soit x4 un point de M . On dit que la
géodésique G issue de X, (paramétréepar l'arc A) va a 1l'infini, si
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R. THOM

lim s(xo ’ p;‘) = o ; si une géodésique va & 1l'infini, il en va de mbie de

Ao

toute géodésique + asymptotique ; par suite, si l'ensemble des géodésiques qui
vont éAl'infini, issues de X, s forment un ensemble de mesure nulle (prise ici
dans £ ) ; il en est de mBme en tout autre point de M . On dit que, dans ce
cas, M est de premiére classe.

S'il n'en est pas ainsi, M sera dite de deuxiéme classe.

Rapports de la classification en classes avec le groupe L « = On sait qu'yn

domaine fondamental de L s'obtient en prenant tous les x qui satisfont a
s(x , xo) < s(x, XXO) pour tout Ye€L .

Considérons tous les Ixo dans B ; on appelle point limite de L tout point
adhérent & 1'ensemble des Kxo . L'ensemble /\ des points-limites de L sur
S est Leinvariat et ne dépend pas de Xy e L est dit de premiére espéce, si

A contient tout S ; sinom, L est de deuxiéme espdce.

Toute variété M définie par un groupe L de 26 espéce est de
26 classe ; en effet, le domaine fondamental & en commun avec Soo au moins un
ouvert, d'oh résulte que les géodésiques allant & 1'infini forment un ensemble de

mesure positive, strictement.

Si L admet un systéme fini de générateurs, et est de lre espéce, M est de
lre classe ; dans ce cas, en effet, le domaine fondamental est limité par un
nombre fini de sphéres géodésiques, et n'a alors aucun point commun avec S ; M

est compacte, et donc de lre classe.

Dans le cas général, on ne peut rien dire : il existe, par exemple des M de
26 classe avec un L de lre espéce ; toutefois, si le volume total n(M) est fini,
il en est de méme du volume de £ ; le courant géodésique satisfait alors au

théoréme du retour de Poincaré qui affirme que presque toutes trajectoires revien=-

nent dans un voisinage de leur point de départ, les géodésiques qui vont & 1'in-
fini ne peuvent par suite former qu'un ensemble de mesure 0 , et M est de la

lre classe.
Vol
Lemme sur les mesures. — Soit A un ensemble T -invariant de $2 ; un tel

ensemble est complétement caractérisé par l'ensemble «>, , w, des points I
{1 g 5 + 51 un ensemble T -invariant A de Sl est de mesure m-nulle, la mesure

(euclidienne) jj dw, deo, est mulle.

Si, en efifet, A est de mesure O , il en est de méme de A! = 51 (A) et dans

le nouveau systéme de coordonnées, la mesure dm {invariante) est de la forme
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GEODESIQUES

dm = ‘xd‘n’l d‘ﬁ’z ol \ est strictement positif.

5. Les variétés de deuxiéme classe.

Soit A, 1l'ensemble des polnts de Soo tels que les géodésiques qui y aboutis-
sent vont & 1'infini ; soit K, son complémentaire ; soit de méme A, 1'ensemble
des points é’soo dtol partent les géodésiques qui viennent de 1'infini, Kl son
complémentaire. La mesure Sgdwl deo, de (Al + Il) x A, est >0 car clest
1l'ensemble des géodésiques qui vont & 1'infini. Donc des, > 0 « L'auteur fait
appel alors 2 un théoréme de symétrie énoncé par lui ([1]) : presque toutes les
géodésiques qui vont & 1'infini en viennent (et réciproquement). Donc
mes K, x A, =0 , d'oh mes K| =0 . En permutant les indices 1 et 2, on aureit de

méme mes KQ =0,

Conclusion : Dans une variété de 2e classe, presque toutes les géodésiques vien=-

nent de 1'infini, et y retournent, On dit que le courant est dissipatife

6. Los variétés de lre classe.

Soit f une fonction uniformément continue dans Q. ot sommable 3 supposons
dlabord m(£2) < c© ;si P, P'efl déterminent deux géodésiques + asymptotiqueg
on a, en raison du lemme (2) : &

t
. 1 a1
1;m T f(Pt) dt = lim - j f(Pi'_’) dt

t
t ® 0 0

ou 3
% *
f+(P) = f+(P') .
Soit & une valeur telle que l'ensemble des P qui satisfont & f:(P)>/ ® (1)

soit de mesure » O . Désignons alors par A l'ensemble des points ‘\T2 corres=

pondants, par '31'2 son complémentaire.

Désignons alors par Al 1l'ensemble des points d'ou partent les géodésiques qui
satisfont a fi(P) 20 (2) ; d'aprés le théoréme de symétrie, on a
mes (Al x 7\-2) =0 d'ou, comme précédemment mes IZ =0 .

I1 s'ensuit que presque toues les géodésiques doivent satisfaire (1) et (2) dés
qu'un ensemble de mesure non nulle le fait ; f est par suite une presque contante

et il y a ergodicité.

Soit A un domaine normal de £ , c'est-a-dire un ouvert dont la frontiére est

de mesure nmulle, et soit h la fonction caractéristique de A .
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On peut alors trouver deux fonctions uniformément continues fl ’ f‘2 telles que

1
mj(fz'"fl)dm<8 avec f; € h € f, . Pour presque tout P, en s :
t t t
. 1 . 1 1
lim =+ £.(P,) dt £ limn = h(P,) dt § lim )\ £
1 -~
'l:::oot 0 b t:oot 0 ¥ t=oot02(Pt)dt

t
le ler et le 3e membre difféerent de moins de & . Il s'ensuit que % 5 h(Pt) at
0
a pour limite m(A)/m(S)) , temps moyen de séjour de P dans A ; c'est 13 une
définition des plus usitéesde 1l'ergodicité.

Si m(4l) = o , 1l'auteur montre cependant qu'il existe une sorte d'ergodicité
relative : si f et g sont >0 et m-sommables dans L2, on a @

" 8; £(p,) a6 - §0 £(p) dt \of dn

N - =
t =0 ¥ t = S
S g(P,) at g g(Py) dt ) gdm
0 0

Il suffit d'appliquer le méme raisonnnement aux fonctions

7+ Le courant horicirculaire.

Pour étudier les problémes de mélange, HEDLUND a introduit (dans le cas des sur—
faces) un nouveau courant, celui des horicycles. HOFF a généralisé cette construce—
tion au cas d'une variété & n dimensions. Considérons, au-dessus de M 1'espace
Z des couples de vecteurs unitaires,orthogonaux ; 2 est un espace fibré sur
1l'espace tangent £) , avec pour fibre la sphére Sn-2 décrite par l'extrémité
du 2/3 vecteur ; de mdme 1'espace 2 des couples de vectdéurs orthogonaux au-dessus
de ) est un revétement de 2 , avec le mdme groupe L comme groupe d'automorphis-
mes.

Le courant ergodique se définit de fagon naturelle dans A (et 2) 381 b
est un élement de Z , défini par son support a et 2 vecteurs vy s V, TeC-
tangulaires, on posera ’E:s b =Db' , ou le support a' et le ler vecteur v/ dé=
finissent 1'élement de {1 transformé par ’ts de 1'élément (a , vl) 3 quant au
vecteur v} , il s'obtiendra par transport paralléle du vecteur v, 1le long de

la géodésique reliant a & a' . De fagon plus précise : 1'élément b détermine

une 2-sphére géodésique orthogunale & soo ; cette sphére contient la géodésique
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(aa') , et le vecteur v, demeure tangent & cette sphére géodésique et ortho-
gonal & aa' .
La mesure invariante est ici encore dp = dm A d6 , ou Aa¢ est 1'é18~-

ment d'sire de la sphére fibre.

On appelle horicycles (sur une 2-sphére géodésique) les trajectoires orthogona-
les (au sens euclidien) des géodésiques issues d'un point fixe donné de S ; par
tout b passe un horicycle orienté et un seul. Le courant horicirculaire est
ainsi défini : HX(b) est 1'élément b' dont le support/,\ a" s'obtient en pre-
nant sur l'horicyecle issu de a le point a" tel que aa" =1 ; le vecteur vi'
se déduit de v, par transport paralléle le long de 1'horicycle, et vj est
tangent & 1'horicycle.

Si 1'on désigne par D, la rotation du couple b de l'angle « dans son
plan : on vérifie aisément les formules suivantes, liant les courants géodésique

et horicirculaire :

(3) Hy =Dy D ¥ D,
oil o est une certaine fonction de s , nulle por s =0 .
(4) T, H b= Hset Ty b

obtenue en remarquant que l'arc d‘horicycle compris entre 2 géodésiques est fonc-

tion exponentielle de la variable +t .

1) résulte de (3) que le courant horicirculaire laisse la mesure dm invariante,
Quant aux caractéres d'ergodicitéde cesdeux courants, on a le lemme sulvant : les
courants H et % admettent les mémes fonctions mesurables invariantes.

La démonstration repose sur l'emploi de 1l'identité (3) ; si h est h-invariant

on a
h(b) =h(Dy Dy N _ Dy b) ou h(D_ *'V_S b)o= h(Dy Dy b)
et, pour toute g bornée :
h(D_K "C_s b) g(b) dr\ = jzh(Dm Do b) g(b) dY‘

par substitution :

5 h(D_o\ b) g(’(‘}s b) dp = S h(Dy Dy b) g(b) dp
Z z

Faisant tendre s wvers 1'infini :

1{:: SZ h(b) g('f};b b) th = J h(D,IT b) g(b) dt,\
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L'étoile désignant la moyenne par rapport & T » 11 vient :

*
g(6) h(b) dy = | Ko b) g(b) ap
z z
On utilise alors l'identité, vraie pour toute fonction Y T -invariante @

*
F \e d}; = S F\\) d
Sz z )
pour remplecer le ler membre par :
*
Sh*(b) g (b) drA = S n*(b) g(b) dt\’- Sh(D(w b) g(b) dp
et coome g est arbitraire, il vient 1'identité :

h(D_ b) = h*(b) ou h(b) =h*(D,n b) .

Moyennant 1'identité D . T
la U ~invariance de h .

4= Ty Byp ot la Y ~invariance de h* , on en déduit

Réciproquement, la T —invariance entrafne lea H-invariance.

Désignons par f(P) la moyenne }S f(b) d6 sur la sphére fibre au~dessus de
P; si f est % -invarianbe, il en est de mémede T » et par suite de 1'ergodicité
de ¥ dans , I est une presque constante. De 1a 1'autéur passe sans aucune

démonstration & f , dont il affirme la presque-constance ; d'ou résulte 1'ergodi-

cité dans Z des courante T et H .

8. Le mélangg .

Pour établir que le courant géodésique est du type mélangé, il suffit de montrer
que pour toute fonction f telle que Sf dm= 0, ona

tlizmoog £y _, P) g(p) am =0 .

Cas particulier de la formule (1) qui lui est équivalent.

On substitue & 1'intégrale donnée l'intégrale dans Z

Lim S (% _; ) elb) ap
Z

t =

a laquelle on substitue l'intégrale approchée 3

S [-lg : f('(;_t b) at] g(b) dp (& Y0, ot asses petit)
Z 0

Or, en vertu de l'ergodicité de H dans Z , le théoréme de von Neumann donne
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(associé a f = 0)

1
jlim [% S f(HS b) ds]2 =0
0
ou, par changement de variable de la forme s = s' et :

5
. 1 -
th—_fnoo ZES ‘SO f(Hset(b) ds]2 dpo= 0

L'identité (4), puis 1'inégalité de SCHWARZ achévent alors la démonstration.

lim j [-13 jé £(H,, t b) as' T ap =0,
z

t = 0

Y

9. Surfaces 3 courbure variable.

L'auteur parvient & généraliser ses méthedes lorsque la courbure est variable,

mais dans le cas des surfaces seulement.

Dtaprés un théoréme d'Hadamard, dans toute variété A courbure négative, chaque
classe d'homotopie contient une géodésique et une seule ; ceci permet de donner
une ihterprétation du revétement universel de la surface donnée £ ; soit p un
point de F choisl comme origine ; soient px , py deux semi-géodésiques
orientées issues de p ; si px et py se recoupent en un point a de F, on
peut affirmer quels lacet px et py n'est pas homotope & 0 ; désignons par
1l'arc sur les géodésiques et posons r = ST 5 on définit ainsi 1l'application du
disque ouvert r < I /sur F , et cette application n'est autre que le rev8tement
universel F de F » La métrique se transpose de fagon naturelle dans ﬁ 3 deux
géodésiques dans ? ne peuvent se couper qu'en un point au plus, et entre deux
points p , p! de Foa n'y a qu'une seule liaison géodésique définissant la
distance s(p , p') »

Géodésiques asymptotiques. — Munissons F de coordonnées polaires

Py ® et donnons & ds la forme "géodésique" :

ds:dfz +Y2(g , 8) ae”

ou la fonction Y est la solution de l'équation : Y" + KY = 0 définie par

les conditions initiales (et € est) :

Y'zg—z@ Y(p,e)=o Y(0,0) =1
Supposons alors qu'on ait sur toute la surface @
a® < =K (b
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d

2
alors Yt© -1 =~S Kd(Yz) >a2Y2.Et, come Y 2 p>f,

!
a <L <\ + -
v P
0
Soit G wune géodésique orientée ne passant pas par le pble ; joignoms un point
m de paramétre s sur G au pSle p par la géodésique, et soit l'angle de G
avec la géodésique pm ; l'angle vérifie 1'équation différentielle (GAUSS) @

dx _ ¥' .
Ts"'y sin K .

0

La fonction &(s) est par suite monotone, et croft de 0 & 17 lorsque G
est décrite de - © & + @ .

Deux géodésiques G , G' sont dites positivement asymptotiques, si leurs arcs
t, t' peuvent 8tre liés par une fonction t¥ =\ (t) monotone croissante, telle
qe  lim s(p(t), p'(@(t)) =0 .

t+ o

THE/OR}\SME. - Par un point arbitraire de r < 1 il passe une (et une seule)
géodésique positivement asymptotique & une géodésique donnée G . Il suffit de
faire tendre m vers 1l'infini sur G et montrer l'existence d'une limite' pour

la géodésique de liaison pm . (Cela résulte du caractére monotone de la varia=-
tion de l'azimuth de pm en p).

Champ de géodésiques asymptotiques. — Soit G une géodésique d'arc s ; par

tout point m de G menons la géodésique + asymptotique & une géodésique donnée
G' ; soit & 1lt'angle qu'elles font ; & vérifie 1'équation différentielle
-g-g-( =-3z'sing o z!= 3% , et z est la solution de 1'équation différentislle

z" + Kz = 0 donnée per les conditions aux limites 2z{(0) =I et z(+ ) =0«
(Simple généralisation du cas précédent : envoyer p & l'infini)
I1 en résulte comme précédemment; que la fonction «(s) est monotone croissante

de 0 & qr (z2' vérifie a < -z < b).

/N .
THEOREME., -~ Etant données deux géodésiques G et G' , il existe une et une
seule géodésique — adymptotique & G et + asymptotique a G' .

On construit les deux champs ainsi définis, et une géodésique T transversale
4 ces champs ; en chaque point a de [ , les gdodésiques des champs définissent
deux angles & et ', tous deux fonctions monotones de 8 ; il existe donc sur
[ un point tel que A+ X "= Qv , ce qui donne la géodésique cherchée. Cette

géodésique est unique, car s'il en existait deux, on pourrait les joindre par une
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GEODESIQUES

géodésique transversale, et le raisonnement précédent aboutirait a une contradic-
tion.

On peut ainsi associer A toute géodésique un couple d'angles ( @) *)) « Reste
alors a montrer gque ces angles, introduits comme coordonnées dans l'espace tan=
gent SL, se comportent de fagon assez régulidre pour permettre un théoréme de
mesure analogue & celui pour aTr, dTT2 .

Soit G une géodésique d'arc & ; soient \F,\v les nouvelles coordonnées
de la géodésique qui rencontre G au point s sous l'angle X ; l'auteur parvient
alors a montrer, que moyennant une hypothdse supplémentaire sur la variatkon de
K (qu'on peut exprimer par |grad K| < ), le jacobien g{ig—bifyl est, pour

gy %
X #0 , différent de O et fonction continue de s et X .

On peut alors énoncer le

LEMME. - Un ensemble 7T -~invariant d'éléments de F est de mesure nulle, si et
seulement 8i la mesure corrsspondante d ¢dy =0 . En effet, st un ensemble
de géodésiques est de mes O , il en est’de méme du sous-ensemble qui rencontre
une géodésique fixe GO et réciproquement : on peut en effet définir dans F
un ensemble dénombrable de géodésiques tel que toute géodésjique rencontre au
moins une géodésique de l'ensemble., La propriété énoncée du jacobien ] RS

achéve alors la démonstration du lemme.
Les méthodes employées dans le cas ou K est constante s'applique alors mot
pour mot et conduisent au résultat

Si la surface F est de lre classe, il y a ergodicité
51 la surface F est de 2e classe, 11 y a dissipativité.
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