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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1950)

SUR UN MEMOIRE DE KODAIRA t
VHARMONIC FIELDS IN RIEMANNIAN MANTFOLDS (GENERALIZED POTENTIAL THEORY)", I. ()
par Laurent SCHWARTZ

1. Préliminaires sur la théorie des noyaux.

1, Noyaux distributions.

Soient X" , ' , 2 espaces vectoriels réels de dim m et nj x€X,
y er® . Un noyau K_ v est une distribution sur X° x Y© , Un tel noyau définit
’

a. une forme linéaire continue sur (@)x v 5
y

(1) ox 5 y) = K(p)

b. une forme bilinéaire séparément continue sur (G'a)x x (GD)y ,

(2) (u(x) , v(y)) = K(u(x) v(y))
ce. une application linéaire continue, que nous appellerons S(K) , de (GD)y
dans (63')x , notée

v(y) = £() (v) avec

(3)
[L£EK) (v)] (u(x)) =K(u(x) viy))

d. une application linéaire continue, que nous appelerons t".K.(K) y do (®)x
dans (({a')y s notée par

u(x) = %0 () () avec

(4)
(8 ) ()] (v(y) = K(ux) viy))

Les applications linéaires £,(K) et t L(K) sont alors visiblement transposées
l'une de l'autre. Lorsqu'aucune confusion ne sera & craindre, on pourra, pour
ve ((D)y , remplacer & (K) (v) par K'v ¢ (@ )x « Réciproquement 1

(1) Le présent exposé s'éloigne assez considérablement de KODAIRA, Aussi bien le
mémoire de KODAIRAX&] que l'exposé présenté ici sont aujourd'hui devenus
"archaiques" et n'ont plus intér8t i &tre consultés, sauf pour des points trés
Earticuij.iers. On consultera plutdt, pour des démonstrations récentes : [2], [4],

6] et L7]c
[Juillet 1958]
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L. SCHWARTZ

THEOREME 1 (dit Théoréme des noyaux). - Toute application bilinédaire séparément
continue sur (®)x x (63)_ , et toute application linéaire continue de (@)
dans (Gb')x faible, peuvent 8tre définies par un noyau L

- 9

unique (2) .

v qui est alors

Dens la suite, on supposera m =n et = =8. Lorsqu'une seule variable
interviendra, elle sera notée X ; un noyau sera noté K =K

x,}

e A ce noyau
. S. sos
on peut alors associer son symétrique K , défini par

(5) (¢ (x, §)) =k(¢p(5 , x))
alors visiblement
© b2 (K) = £(%)

Mais pour une distribution T € (3') » hous pouvons noter par [T =JTx dx
le. nombre T(1) .

Alors on pourra aussi écrire, comme Ty € (&)

pa) = | g

De méme si K_ - @st une distritution sur X™ x Y', dont le support ait une

3
projection relativement compacte sur ' , on peut représenter par Kx v dy
’
¥
la distribution X'l , alors on aura
X ¢ = K v d .
xy ¥) j ¥ (y) dy
2+ Exemples.
K =1 avec I[¥ (x )]:g (x, x) dx
65 g TS RIERTTER
(7) I'¢ = ¢ (identité)
s;p =1 (I est un noyau symétrique)
Ce noyau est souvent noté SX'S .
K =A I =A I (avec A e(®)) 4 ou

% g X X, IR

K'Lr = (A (multiplication par A)

¢ =K (K est un noyau symétrique)

2) Nous avons publié la démonstration de ce théoréme dans [5], pe 143,
p y
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HARMONIC FIELDS, 1

Kx5=Ax—'5 , (avec A€ (@)) , Ou
N SIS I T S3 R
@) K* \.f =A % ‘f (composition avec A4)

v
K stobtient en remplagant A par A .

Cas particulier de (9), si A =DPJ& ,polynéme de dérivation
d'indice p « Alors

K'\\J = Dptf7 (dérivation) ; pour p=0, K=1I
(10) <
K = (= 1)Ipl K, K est symétrique ou antisymétrique.

En comprenant (8) et (10), on a les opérateurs différentiels
généraux 3 °K  est alors l'opérateur différentiel "adjoint" de K .

\

er . =XK(x, 3 ) , fonction

” Kx’g ¢x, §)axaf =j

X

fK(x, §)bf(x,§)dxd'§ ’
5

intégrale usuellee.

(11) <
K-Lr - .gK(x ,E ) \f(g) d§ , intégrale usuelle.

L %K, %) =K(% , %)

3. Prolongement de l'application {(K)

Soit g une famille d'espaces vectoriels topologiques W, B , C , «oo ,
ayant les propriétés suivantes @

a. (®)C oL C () 3 les applications identiques de (Gd) dans @ et de @
dans (d) faible sont continues ;

be los duals faibles X sont dans O H

ce dans l'intersection de 2 espaces de la famille F s avec la topologie borne
supérieure, ((0) est dense. & est la famille de tous les bons espaces de
fonctions ou de distributions remcontrés dans la pratique (LOO et les analo~

gues ayant la topologie faible).

I1 se peut alors que l'application &£ (K) se prolonge par continuité en une
application linéaire continue de (A dans B . Le prolongement est alors uniques
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L. SCHWARTZ

Réciproquement toute application linéaire continue de (ldans () est le prolon—
gement d'une £ (K) , qui est unique.On dira dans ce cas que K est un noyau
(@ — @) . Alors K est un noyau (@B — @) (@ et 03 ayant la topologie
faible). Ainsi, dans (7), I est un noyau (@ —> @) quel que soit (L, etc.

Exemple de la transformation de Fourier 3
K(x, §)=exp(-21Tx.§), *K=K.

K est un noyau ((S8) —» (8)) comme le montrent les résultats classiques ;
alors K est aussi un noyau ((§') — (§)) , d'oh la transformation de Fourier
des distributions tempérées.

4, Produit de composition de Volterra.

Hx et Kx sont dits composables dans l'ordre indiqué, s'il existe 3 espaces
’ ’

., y C ée la famille J¢ , tels que K soit (@ — @), et que H soit
(B~ ).

On définit alors le composé H o K par
(12) £ (HokK)= £(H) of(K)
ot
HoK est (a—C).

L'existence de H o K suppose l'existence de 1la séquence @, B, € , mais
le composé H o K est indépendant de cette séquence. On peut toujours prendre

@=(®), C=(0) faible.
Si HoK existe, K o °H existe et
(13) *(H oK) = %k o °H

Si H et K sont deux fonctions assez réguliéres, H o K est défini s'il
existe par

(14) (H:»K)(x,g):S‘H(x,fc)K(«:,;mf

Dans (8) on aura ainsi la multiplication des distributions, dans (9) leur com-
position (quand elles existent).

De méme un produit H oK o L se définit directement, avec une séquience
d'espaces U, (B , € , 60 » S'il existe, HoK et K oL existent, et lo

produit est associatife.
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HARMONIC FIELDS, 1

5+ Noyaux compacts, réguliers, etce

On a les équivalences suivantes 3

1° X = ((®@) = (¥)) & 1'intersection du support de K avec toute bande

Ten (A compact) est un compact dans P xR,
. (6 = (§)
DEFINITION, - K = noyau compact, si K = ,
(&) = (60)
Alors K est compact

20 K= ((&) = (¢)) &> support de K est compact dans PBxB.

DéFINITION. - K = noyau compactifiant, stil est ((%) == (%)) .
Alors %K est compactifiant.

30 K= (() = (&)) &> 1l existe une distribution [K(x)]. de la variable
'5 , dépendant de manidre indéfiniment différentiable du parametre x , telle
que

SIKX,Ef(x,g)dxdg =5[J(K(x))§ Plx, T)ax]ax

(15)
XKx’gf(g) dg = S (K(x))g Y(B)dg
DEFINITION, - K sgulior & K (@) = (&)
« = K = noyau régulier =
’ () — ()

Alors % est régulier. S1 K est régulier compact, alors
K= ((®) = (@), (&) =>(&), (& = (&), (@)= ().
REMARQUE. - Si K est régulier,

S[K(x)] v(g) dg = fonction de x et v , indéfinement dérivable
en x , linéaire continue en v .
(16)
SKx(g ) u(x) dx = fonction de u et ¥ , lintaire continue en u , indé-
finiment dérivable en g 3

mais en général il n'y a pas de fonction K(x 53 ) .

Ce "principe d'incertitude" s'étend i d'autres propriétés des noyaux (3).

(3) Toutes ces propriétés de régularité et de compacité, ainsi que la composi-
tion de Volterra, sont abondamment développées dans [8].

181



L. SCHWARTZ

EXEMPLES, = Ix, (7) est régulier compact, ainsi que tout opérateur différen-
tiel (10) & coefficients dans (g) . Alors (I(x)) est la masse + 1 , un point
x ,considérée comme distribution en ¥ o A §9) est régulier (compact

x—-
si le support de Ax est compact). 5

4° On appelle ensemble des singularités d'une distribution T 1'ensemble fermé

complémentaire du plus grend ouvert ot T est une fonction indéfiniment dérivables
Le produit multiplicatif ST a toujours un sens si l'ensemble des singularités de

S et l'ensemble des singularités de T sont sans point commune

DEFINITION, - K = noyau trés régulier <K est régulier et pour T € (%),
K'T a son ensmmble de singularités contenu dans celui de T .

Condition nécessaire et suffisante :

a. K est régulier ;

bs K est, dans 1l'ouvert x:# 5 , une fonction indéfiniment dérivable en x
et §o

EXEMPLE, - I et les opérateurs différentiels réguliers sont trés réguliers.

50 K = ((&) =» (¢)) & K est une fonction indéfiniment dérivable en x et

DEFINITION. K = noyau régularisant, s'il est ((®&) —> (&)) « Alors °K aest
régularisant.

6° K = ((63) = (®) $» X ost une fonction K(x, § ) indéfiniment @érivable
a support compact sur xR .

DEFINITION. - K = parfait, si régularisant compactifiant.

Alore °K est parfaite.

/
THEOREME 2+ = Un produit de composition H oK oL ... a toujours un sens,

si tous les noyaux sauf un au plus sont compacts et tous sauf un au plus réguliers.

Si on outre tous sont compacts, (resp. réguliers ou trés réguliers) il en est

de méme du produit. Si, encore en outre, l'un au moins est compactifiant (resp.

régularisant), il en est de méme du produit.

Si tous les facteurs sont réguliers compacts, l'un au moins compactifiant et

1'un au moins régularisant, le produit est parfait.
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HARMONIC FIELDS, 1

Si H ot L sont parfaits, K guelconque, H o K o L est parfait. (Voir [8]
proposition 35, p. 120),

2, Les distributions sur un espace de Riemann.

Les paragraphes 6, 7, 8, sont donnés pour mémoire, mals inutiles dans la suite.

6+ Définition des distributions sur une variété.

kY

V" st une variété indéfiniment différentiable 3 m dimensions, orientés.
Une forme différentiells usuelle de degré p , ev est une fonction c(x) , sa
valeur en x ost une forme extérieure tangente ; c'est donc aussi une fonction
w(X) d'un p~vecteur }\ tangent.

L'espace () des distributions-forme différentielles (de degré p ou courants
de degré p) est le dual de l'espace ((]) des formes différentielles (de degré
n - p) indéfiniment différentiables & support compact. De mbme il y a dualité

entre (%) , (&) (4)'

EXEMPLES ,

19 Une forme différentielle ordinaire w» , de degré p , localement sommable,
est dans (®) , avec

(17) w(\f): Svnw/\tf

2° Une chalnc singuliére (finie ou infinie), f , de dimension n - p , une
fois différentiable, est dans () , avec

(18) T (yg) = Sr €
3°Un n-~p vecteur X, en un point a , est dans (®) , avec

(19) X(¢) = <X, ¢ @D

(1°) est une forme-fonction, (2°) et (3°) sont des formes-mesures (3°) est une

sorte de mesure de Dirace.

7. Multiplication, différentiation extérieure.

1° Pour « € (%) , on posera

(4) On trouvera sur les courants comme sur toute la théorie des formes harmoniques,
développées dans la suite, des exposés modernes et complets dans les ouvrages

signalés plus haut [2],(4],(6],(7].
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L. SCHWARTZ

(20) (2AX) (+p) = TG A'p)

Alors si T€(¥) est de degré n , on peut noter ),T la valeur de T(1) ,
de sorte que, dans tous les oas

(21) T(p) = {(Tng)
Pour T =, on retrouve par (20) le produit extérieur usuel .
2° Nous définirons la différentiation extérieure par

(22) ar(¢) = (- 1P 1@@p)

Alors pour T = w (17), on trouve dT =dew , pour T =1 (18), on trouve
(STOKES) 4T = (= 1)®* br (bord). On a

(23) A(TA *) = dTAo + (- 1)P T Ady
3° 54 6 est une transformation infinitésimele, on posera

(24) @ T)(¢) =-T(0 ¢)

ce qui, pour T =, donne © T = 6co au sens usuel.

On a

d(é T) =0 dr
(25)
O(TA) = (8 TIN  + TA(BX )

8, Homologie, théorémes de de Rhame.

Une forme T est fermée si dT =0, ~O si T=4dS .

THEOREME 3 (de RHAM). = L'homologie définie par l'opération d est isomorphe
3 1'homologie usuelle de la variété (& support quelconque pour (GJ) , compact
pour (%)) ()e

Le produit Ta Q donne d'ailleurs l'annesu d'homologie, et ST/\ ¥ donne la
dualité entre homologies de degrés complémentaires.

CONSﬁQUENCE. - Dans toute classse d'homologie existe au moins une forme fermée
ordinaire, indéfiniment différentiable, et aussi un cycle singulier, indéfiniment
différentiable.

(5) Ce théoréme est un cas particulier du théordme général de de RHAM en théorie
des faisceaux. L'homologie mentionnée ici doit en réalité s'appeler cohomologiee
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HARMONIC FIELDS, 1

9. Distributions sur un espace de Riemanne

7V sera desoma:.s un "espace de Riemann", variété indéfiniment différentiable

munie d'un ds indéfiniment différentiable.

Nous remplacerons alors les notions des paragraphes 6, 7, 8, par des notlons
toutes différentes, utilisant des isomorphismes canonlques définis par le ds

Nous supposerons toutes les quantités réelles. v n'est plus nécessairement

orientable.

I1 existe sur V' une mesure 0 s le volume, défini par le as® « Tous les

.

signes j soront des intégrales relabives i cette mesure.

En chaque point existe un produit scalaire <X , X> entre un p-vecteur et une
p-forme, mais aussi un produit scalaire euclidien (X , Y) entre 2 p=-vecteurs
ou («® , A) entre 2 p-formes, défini par le as® ; X,x)20, (K, «)30
Six et p sont deux formes différentielles de degré p, (x , ) est une
.fonction numérique, et 5 (x, B), s'il est défini, sera noté ((x , 8)) .
On appellera "Xb 1tespace de Hilbert (réel) des formes différentielles de degré
P, , pour lesquelles ((e, ev)) < + o , avec le produit scalaire ((a , p))3
% a les propriétés des espaces de la famille ¢ (paragraphe 3).

Une distribution-forme différentielle de degré p sera une forme linéaire
continue T( ‘f) sur les formes différentielles de deg;'é p appartenant a
(Go) . T(cf) sera aussi noté J(T ’ ‘\9) ou ((T, ¢ )) .

EXEMPLES ,

1° Une forme différentielle de degré p , > , localement sommable, avec
(26) (e, ¢ ) = intégrale usuells.

Toutes les fois que nous définirons une opération sur les distributions, nous

ferons en sorte que pour T =eo, on retrouve les opérations usuelles correspon=

dantes.

2° Une chafne différentiable ' de dimension p , avec

(27) [craor= ¢

3° Un p-vecteur tangent X en un point a , avec

(28) S(X ’ «T) =X, \f) s produit scalaire au point a ,

ot une quantité d'autres obtenues par des isomorphismes cenoniques.
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10. L'opération x locale (6).

Si en un point a on oriente la variété , on peut alors & chaque p=-forme tangen=—
te o faire correspondre une (n = p)=forme %o ou ot 3 X et % A ont le
méme volume et XA X >0.

(29) = (e 1PEP) o 1gpEe)

Cette opération possible sur un ouvert orienté fait correspondre 3 toute forme
différentielle X de degré p , une forme différentielle * ox de degré n =p .

En changeant l'orientation locale, on change * o4 en son opposé.
%
Dans une carte locale orientée, on définira T ou #% T par

-1
(30) (T, 4))=WT, * ¢))

Si maintenant & et B sont deux formes différentielles usuelles, * (aA /g)
ost indépendant de toute orientation. Si % et 2 sont de méme degré, cette quantité
vaut (X , ) , de sorte que, si V' est orientde,

(31) (( ,ﬂ))=_S«AE ,

intégrale d'une forme différentielle de degré n sur une variété orientée ; mais
le résultat est indépendant de l'orientation.

Gette formule permet, pour.une variété orientée, de relier les définitions du
paragraphe 9 & celles du paragraphe 6. De méme, la multiplication sera définie
par

-1
(32) ((TAX , ) = (2, * (Kn )
formule indépendante de toute orientation.

11, Différentiations, laplacieh.

La différentiation adjointe O , qui transforme une forme différentielle usuelle
de degré p différentiable en forme de degré p - 1 , est définie par

-l
deo=(=1P 2 d xco ou formules indépendantes
*xdw=(=1)Pdx w;ona de toute orientation
(33) dd=0, 00 =0 + Ona aussi

-1
daws= (-1)"P 43w

R §
jawaplwpa*w

(6) Voir les ouvrages de KODAIRA et de RHAM [2] et [4] .
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HARMONIC FIELDS, 1

Leg opérations d et O sont alors adjointes dans %o , et si x et b sont

une fois différentiables ¢

(@, p) =L ,3 A )

(34)
(o, £)) = (A, ap))

Nous définirons alors, pour des distributions T , les opérations d et o0 par

(T, 0¢))
(T, dg))

((ar , ¢))
((ot , v<))

On voit que si T est.une chatne I (27) , OT est son bord bl (STOKES).

(35)

On a évidement pour T quelconque les mémes relations (33) que pour T = coe

Le laplacien est un opérateur différentiel du 2e ordre conservant les degrés des

formes, défini par
(36) b=ad+0a ()
I1 est formellement self-adjoint et commute avec d et O , et
(o1, ¢)) =T, 8¢)
(37) Ad=dld =d404d
HO=0D =349

12,Homologle et #-homologie.

cst formée &y dT =0

est V0 & T=4dS

(38)
est #-formée4= O T =0

H B 13 3

est A 0¢&> T=038

THEOREME 3 bis (de RHAM). - L' w-homologie de degré p , définie per
l'opérateur O est canoniquement isomorphe & 1'homologie singuliére pour la
dimension n = p « L'homologie de degré p et et 1' <mehomologie de degré p
sont mises en dualité par le produit scalaire ((T , tf) R

(7) Pour une fonction sur R , on trouve ainsi 1'opposé du laplacien usuel.
C'est pourquoi nous avons pris depuis lfhabitude de poser plutét - D= dd + dd .
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13, Noysux _sur un espace de Riemann,

La théorie des noyaux est analogue & celle de la lre partie, mais les noyaux
sont dci des dlStI‘lbuulonS fornes dlffercntlelles. Le produit 7V x V™ estun
e6spacc de Riemann (ds = somme des ds ) donc on peut y définir des distributions.

Si Kx’f est un noyau de degré q en x , de degré p en § , nous noterons par

(39) v—=K'yg= JE(KX’§ » v(g))

la transformation lindaire qui & v ¢ (62) , de degré p , fait correspondre la
ditribution K'v, € (0J) , de degré q , définie par

(40) (K*v , u)) = (K, ulx)A v(%)))

Le noyau adjoint (au sens hilbertien) de K est alors son symétrique sK défini
par

(41) ((x

On a en effet

-

\f(x y§ ))) = ((K ’ Y(E » X)))

(K*v,uw)=(C*u, v)

(&, ulx) Av(E)))

Nous noterons por I ,d, 0, A , les noyaux définis par les transformgtions

(42)

correspondantes. Ils sont trés séguliers, compacts. d et O sont symétriques
1'un ds 1l'autre, {\ ost symétrique.

On peut alors compléter le théoréme de de Rham 3 bis, et montrer l'existence d'un
noyau J pégulier ((&) — (&) et (@) = () tel que, si t?e(‘f,) ou
Te (@) est ~O s J° ¢ ou J°T en soit primitive extérieurs 3

() {d(J’L‘;) = ¢ si g0 dans (g)

a(I*T) =T si TN O dans ()
ce que 1l'on peut écrire
(43 bis) doJod=4d
I1 existe un autre noyau régulier J& ((®) => (®) ot (&) = (8)) qui

vérifie les mémesrelations pour l'homologie 2 support compact. Lsurs adjoints

n® =8 , J'=9%J%®), sont alors attachés a la différentiation adjointe.

(43 ter) d0% o0d=2d
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HARMONIC FIELDS, 1

3. Les formes différentielles harmoniques

sur un espace de Riemenn compact.

14. La décomposition fondamentale de % .

T est harmonique si AT = 0 . Toute distribution fermée et x~-fermée est har-
moniquse.

Soient, dans ¥’ , les 3 sous-espaces suivants :

ae "Jﬂl = espace des formes o 3 la fois fermées et x*-fermées : d& = dw=20

(au sens distributions ; nous ne le répéterons plus)e

b. %2 = adhérence de 1'image de (Gd) par 4,

orthogonal de l'espace des formes #%-fermées.

c. %6

5 adhérence de l'image de (®) par ©

orthogonal de l'espace des formes fermées.

1

%oy » "8{,2 ’ ‘563 sont fermés. Par définitions ’861 est orthogonal & (3‘62 et
=36 3 3 ceux—ci sont aussi orthogonaux, comme adhérences de sous-espaces orthogo-
naux, en vertu de
(44) ((dex , 04)) = ((ddx , B)) =0

On a la décomposition de 1l'espace

(45) %=1 0%t

car si une forme est orthogonale a '5@ et 5663 y elle est formée et %~fermée
donc dans %1 .

espace des formes fermées

%, = %, 0 %,
'5613 = ‘661 @ %3

Soient H, , H, , H3 les noyaux définissant les projections orthogonales sur
?Kl , ’3’62 R 65(,3 ; ils sont (46 —%%) et ont en outre les propriétés suivantes s

(46)

espace des formes *-fermées.

a. ils sont symétriques, puisque les projecteurs sont auto-adjoints.
b. ils sont deux & deux composables et
S H1 + H2 + H3 =1

(47
LHion_:Hi ; Hionzo (i?é.])
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c. On & les formules de composition

d0H1=Hlod=aoHl=Hloa= AoHl
(48)
=H10A=0
d0H2=H20<3=0; H20d=d;
(49)
aonza ; A0H2=H20A=doa
60H3—_-H3°d-_:0; Haoaza;
(50)

d°H3=d3 A°H3=H30A=aod

On voit que les Hi permutent entre eux et avec A . On a eussi

Hl 0*:*0Hl

Hzoat::toHB
H30*=*0H2

15, Noyau élémentaire du laplacien & .

Un noyau élémentaire E est un inverse a droite de A
44

(51) AoE=1

Ce noyau n'est a priori supposé défini que localement, dans un voisinage d'un

point de la diagenale x = 5 « KODAIRA le détermine explicitement par la méthode
des majorantes de Hadamard, lorsque la variété 7 oot le d52 sont analytiques.
Par une modification de la méthode (8) on peut montrer son existence dans le cas
indéfiniment (ou suffisamment) différentiable. On peut aussi obtenir tous les

résultats sans la noyau élémentaire; c'estce qu'on fait dans les exposés modernes

déja signalés.

PN
THEOREME 4. — Le noyau élémentaire est une forme différentielle usuelle E(x , g )

de la forme

(8) Le principe de la méthode est dl & Eugenio Elia LEVI. On le trouve exposé dans
de RHAM [4], page 152, paragraphe 30.
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E(x , §)=;-n—:r(l-——)-U(x,§) pour n impair j

Xy ¥
(52) X X
E(x,§)=mu(x,§ ) +1og-1:-(-]?§-)-V(x, E)pour n pair;

U(x , g ) et V(x, g ) sont des formes différentielles indéfiniment différentia=—
bles (analytiques dans le cas ou V& et le ds® sont analytiques) ; r est la
distance géodésique.

I1 y a une infinité de noyaux élémentaires possibles. Il y en a un privilégié pour
n impair,et par 14 m8me il peut &tre défini dans tout un voisinage de la diagonale
X = g e VxV .1 ne _semble pas y en avoir pour n pair. Je ne sais pas

s

s'il y on a de symétrique (’) mais de toute fagon °E est un inverse 2 gauche &
(53) EoA =1 .

16. Paramétrix.

Comme le noyau élémentaire n'est pas partout défini, on introduit des paramétrix.
Soit &(x , 3 ) une fonction numérique indéfiniment dérivable, de support conte=
nu dans le voisinage de la diagonale ot E est défini, et égale 3 1 au voisinagede
la diagonale. Alors

Wx,§)=ak,¥)EE,x)
est une paramétrix t elle est partout définie (10). D'aprés la formule de dériva-

tion d'un produit, on a

(9) Cotte question est, depuis, résolue par l'affirmative,dans le cas analytique
grice & un théoréme de Melgrange ([3] ¥oir les énoncés des pages 349-351) qui

affirme que si v est connexe, non compacte, analytique & ds” analytique, il
existe un noyau élémentaire bilatére E . Ona donc Ao E =E o O =1, et par

- s s 8

sulte aussi 4 o g = E oA =1, done AOTE+SE=—TE+E0A =1, et —2-—E+SE
est symétrique. Si V est compact, ce n'est vrai que localement, dans un voisi=-
nage d'un point de la diagonale.

(10) Ce reaisonnement nfest valable que si le noyau élémentaire E est dé-
fini dans tout un voisinmage de la diagonale ; c'est ce qu'on peut m’fﬁéoser pour
n impair. Pour n pair, on a seulement trouvé un noyau élémentaire dans un
voisinage d'un point de la diagonale. Autrement on raisonnera seulement dens des

gzver’cg Q de VB assez petits pour que le noyau élémentaire existe dans
x )

191



L. SCHWARTZ

(54) AO&_)'-: o&(AOE)+L=I+L

ou L est un opérateur qui dépend linéairement des dériwées premiéres et secondes
de A , donc qui est nul au voisinage de la diagonale x = 3 s par suhbte les
singularités de E ont disparu dans L , qui est une forme indéfiniment dériva-

ble® x et T ¢ L est un noyau régularisant compacte

On a aussi
(55) T oA=1+5

e Y
THEOREME 5. = Une paramétrix est yn noyau trés régulier compact.

En vertu de sa forme et des critéres du paragraphe 5, il suffit pour le voir

de montrer que la fonction —nﬁ'(—l—'_) s en tant que distribution de degré 0O en
r X,
x , est une fonction indéfiniment différentiable de ¥ .« Or on peut la ramener,

par une transformation qui dépend indéfiniment différentiablement de § (cells
qui améne S sur 0 , les géodésiques issues de § sur les droites issues de O
avec conservation de leurs angles, et conservation des distances sur ces géodési~
. . 1 s
ques) sur une fonction fixe -z dans l'espace euclidiene
r

CONSEQUENCE .

THIiORﬁME 6. - Toute distribution harmonique dans un ouvert est une forme diffé-

renticllec indéfiniment différentiable, et si des formes harmoniques convergent
dans (6)) elles convergent dans (&) ; toute distribution T , solution de
AT =5 estune forme indéfiniment différentiable 1a ot S 1l'est elle-méme.

Ce théoréme sst purement local, on peut utiliser une paramétrixe

Cela revient a dire que l'ensemble des singularités de T est identique 3 celui
do (T s il le contient évidemment, et est contenu dans lui en vertu de (55)
puisque &S est trés régulier 3

S o

(56) =95 °*s "

L*T
Les méthodcs précédentes, modifiées convenablement (en utilisant E de préfé-

rence & & ) montrent que, dans le cas analytique, T est analytique 1a ou S

est analytiquee.

Cas trivial : si AT=0, T=- 5L * T ost une forme indéfiniment différen-

tiable (au sens usuel).
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17 o Prolongement de la décomposition fondamentale.
! ]
Désormais V° sera compacte. Alors (G) = (&) , (Gd) = (&) et tous les
noyaux sont compagtifisnts.

4 \
THEOREME 7. - H; est parfait, H, et H3 sont trés réguliers. Ces trois
noyaux sont des projecteurs sur 3 sous-espaces fermés indépendants,
&i ’ ‘(,'2 , *8'3 de (') , dont la somme directe est (g) .

Le fait que H; est parfait résulte trivialement du théoréme 6. Le falt que
4. et H, sont trés réguliers en résulte aussi, mais de maniére plus compliquée.

2 3
La fin du théoreme résulte alors immédiatement des formules (47).

Toute distribution T admet donc une décomposition unique en somme
)
(56) T=T +T, + Ty, e &)
De méme dans (%) , les mémes noyaux Hi définissent ¥ comme somme directe
do &y s &3 €4 ot toute forme ¢ indéfiniment différentiable admet une

décomposition unique en somme

(57) $= %1+ %2 %3, ¥3€8y
Le systéme des ‘f,'l et celui de ‘&, sont orthogonaux :
(58) (T, ¢))=WT, ¢q)) + (7, , k?g)) + ((T3 ’ \73))

€ =8 =% Go# &, &,=8;
g ot 2% &= 6 -

D'aprés les théorémes de de Rham, élz , espace des distributions orthogonales
A toutes les formes x~fermées de ((d) , est l'espace des courants ~nO o De
méme ‘&'3 est l'espace des distributions & 0 . Enfin &'1 est 1'espace des
formes harmoniques, car toute distribution de 8'1 est harmonique et réciproque=-
ment toute distribution harmonique est une forme indéfiniment différentiable
¥ , alors

(59) (D¢, 9)) = (\(fljfgodf)j) +((6\g>,ob\e))

donc dy =0¢ =0 et L?e‘&l .

18,Les théorémes de Hodge, etc. (v compact).

1° Dans toute classe d'homologie (resp. a! *-homologie) il y & une forme
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harmonique et une seule.

Car si T est fermée, T=H T+H, * T, Hy * Tr~vO, done H *TerT,
0 3 ’ ' ' !
Unicité, car Tru O , Té&l = Te “@.1(\ 82 donec = 0

i° Touke distribution ~ 0 (resp. & 0) peut st'éerire dT (respe OT avec
Tary O (resp. W 0); T est unique.

Car si 8 =dU, on a S:d(HBU),et T=H3U est 4o O,

Unicité car dT =0, T & 0=y T¢ Bl gy, done =0,

D'ailleurs si J est le noyau de (43), on a

doJoH, =H, = (a oH3)0J0H2 ot aussi

(60)
i

H30Jod

donc le noyau H3 oJ donne lo passage de S & T y 8l S~oO,

3° Pour qu'il existe une distribution T telle que AT =85, il faut et il
suffit que S € 853 (S orthogonale aux formes harmoniques). T est unique si

elle est elle-mdme dans 3»'23 .

si 8= AT =a(dT) +3(dT) , on a bien sei";'23 .
Réciproquement, soit S € ¢, « Alors S=dU, Ueg, ; d'oh U=203T, Teg, ,
et
$=doT=Ar, Te¢, .
De méme si Se‘@,'3 » S= AOrT, Tegs .
Unicité dans $:23 y car TE %'23 s, OT=0= Te‘é; {'\‘&'23 donc =0,

Le noyeu qui conduit de S & T, si se\é,'23 et qui amne (%)) sur O,
est

G=H2°SJ0H3°J0H2

(61) s
-i-H3 oJoHZo JOHB

19, Ie noyau de Green.

G est donc un noyau symétrique , qui bien entendu vérifie
(62) I-H =Q0G=GoA
G , noyau de Groen, est une paramétrix symétrique, qui permute avec les Hi s d,
o, 4.

Le r8le de paramétrix résulte de (62) et de ce que H, est parfait.
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On voit sans peine que G est trés régulier.

——

G remplacera avantageusement la paramétrix initiale <o
de symétrie et de permutation avec tous les opérateurs, et son caractére intrinse-

a cause de sa propriété

que et global. Et 1l'on a, d'aprés (62)

(63) H1=I-Aoe,n2=doaoe,}13=aodoa
J et °J seront alars avantageusement remplacés par

- 8. _
(64) Jo—aoG ot “J =dog

qui sont trés réguliers, et satisfont aux conditions du paragraphe 18, (2°).

Si mainpenant K est un noyau gquelconque nul au voisinage de la diagonale
[ “ )
x = § et colncidant avec 1'identité dans &, , alors I -X améne @ sur

&3 d'od

(65)

I-X

(5, + Hy) o (I -K)

= Do (G o (I -K))
de sorte que le noyau E = G o (I - K) vérifie
(66) AoE:i-K:I

au voisinage de la diagonale de x = 5 ot c'est un noyau élémentaire. La connais—

sanzs ds G redonne donc des noyaux élémentaires.
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