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Séninaire BOURBAKI
(Mars 1950)

IES CONNEXIONS INFINITESIMALES
/
DANS UN ESPACE FIBRE DIFFERENTIABLE

par Charles EHRESMANN,

Je me propose de préciser et de généraliser la notion d'espace A connexion de

Cartan.

1, La notion d'espace fibré différentiable.

Etant données deux variétés différentiables B et F , considérons les variétés
différentiables B xF et U xF , oo U est un ensemble ouvert quelconque de
B . Soit T 1le pseudogroupe de transformations formé par 1l'ensemble des auto-
morphismes différentiables des produits U x F , définis par (x, y)—>{x| t(x, y}),
oh x €U, y€eF, t ©&tant une application différentiable de U x F dans
F telle que le rang do l'application s, » définie par y —> t(x, y) , soit
partout égal 2 dim F .

!

DEFINITION. - Une structure fibrée différentiable sur l'ensemble E , de base
B et de fibres isomorphes & F , est définie par une famille (i‘i) d'applica-
tions biunivoques d'ensembles Ui x F dans E satisfaisant aux conditions sui-
vantes ¢

1° A tout couple d'indices (1 , j) correspond ¢ iér tel qus
fi(x » ¥) =£,(x', y*) soit équivalent & (x', y') = \f’ji(x » ¥) » c'est-a-dire
x*=x, y'= tji(x » ¥) o Nous supposons que £, et fj ne sont identiques que
si 1= j .

2° Les ensembles fi (U:l x F) recouvrent E 3 les ensembles Ui recouvrent B .

3° La famille (fi) est compléte, c'est-a-dire identique & toute famille qui
la contient et qui vérifie {1°) et (2°). E , muni de cette structure, est appelé
espace fibré différentiable et désigné par E(B , F) .

Remarquons qu'une famille incompldte, vérifiant seulement (1°) et (2°) , déter—
mine une famille compléte uhique et par suite une structure fibrée différentiabls.

la réunion de la famille (fi) est une application f de l'espace somme
Z (Ui x F) sur E, qu'on peut identifier a l'espacs quotient associé & f .
Cet espace quotient est séparé puisque B est séparée Comme At i est un
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C. EHRESMANN

homéomorphisme différentiable, la famille (fi), détermine aussi sur E une
structure de variété différentiable, telle que f; soit un homéomorphisme différen-
tiable. La projection p de E sur B, définie par p(f (x, y)) -—x , o8t

alors differentiable, de rang partout égal & dim B . L'application 1& définie
par h (y) = £ (x , y) est un homéomorphisme différentiable de F sur une sous—
variete Fx de B , appelés fibre.

On définit de méme la notion de structure fibrée p fois différentiable ou
analytique. Le pseudogroupe [~ peut aussi &tre restreint en imposant la condition
que 8, appartiemne & un groupe G d'automorphismes de F . Si G est un grou-

pe topologique d'sutomorphismes, on peut imposer la condition supplémentaire que
8, solt fonction continue de x . On a ainsi la notion d'espace fibré différen-

tiable 3 groupe structural G .

FROPOSITION. - Soient E et B deux variétés deux fois différentiables, B
étant connexe, et soit p wune application deux fois différentiable de E sur B,
en tout point de rang égal & dim B o, Si E est compact on bien si p-l (x) est
compact connexe quel que soit x € B , les ensembles p"1 (x) sont les fibres
d'une structure fibrée deux fois différentiable.

Les ensembles p-l (x) sont des variétés deux fois différentiables plongées dans
E , qui est ainsi munie d'une structure feuilletée. Il existe sur E un champ
différentiable transversal C d'éléments de contact de dimension n = dim B,

1'élément do C en zle p-'1 (x) étant supplémentaire de 1'élément tangent a
p'-1 (x) en 2z . La proposition résulte alors du lemme suivant :

IEMME, - Si E est compact ou si p'-1 (x) est compact connexe quel que soit
x €B , tout chemin différentiable a de B , d'origine x et d'extrémité x',
est la projection par p d'une courbe intégrale de C , d'origine 3z € p-l (x)
ot dlextrémité 32! ¢ p-l (x') o Le point z &tant arbitraire dans p"'l (x) .
L'application z —> z' est un homéomorphisme deux fois différentiable de
P () sur pT(xr) .

A

2. Les espaces fibrés différentiables 4 groupe structural de Lie.

Soit G wun groupe d'automorphismes de F et supposons qu'il soit muni d'une
structure deux fois différentiable telle que l'application (s , y) => sy soit
deux fois différentiable, sy désignant le transformé de y € F par 8 € G .

Le groupe G est ainsi muni d'une structure de groups de lLie. Restreignons I au
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CONNEXIONS INFINITESIMALES

pseudogroupe I (G) des automorphismes tels que S, € G . Une structure fibrée &
groupe structural de Lie G sera par définition une structure fibrée associéde &
r(G) . L'application x —> s, est alors deux fois différentiable 3 réciproquement
toute application deux fois différentiable de U dans G détermine un automor-

phisme de U x F appartenant & [I(G) .

Soit H 1l1'ensemble des homéomorphismes h; de F sur Fx , correspondant & la
famille (fi) qui définit sur E wune structure fibrée & groupe structural de Lie

un point x donné

-

G.Ona hi‘ = h‘}c sil « Le sous-ensemble de H correspondant

(7S

de B est Hx = h)ic G . Soit £ ltapplication (x , s) —> h_ s de Ui x G dans

™

H. h; s =h;]c’ s' équivaut & x' =x, s!' = s;]ci s « Donc 1la famille (i_‘i) défi-

2

nit sur H une structure fibrée différentiable 3 groupe structural GJ , groupe
des translations & gauche de G . L'espace fibré E & groupe structural G sera
désigné par E(B ,F , G , H) . L'ensemble H muni de sa structure fibrée a groupe
structural Gy est appelé espace fibré principal associé 8 E(B , F , G, H) ; son
symbole est H(B , G, Gl ,H) . A heH correspond 1l'application he¢ H de G

sur la fibre H =hG , définie par s —> hs .

Ltapplication (h , s) —> hs est une application deux fois différentiable de
HxG sur H. L'application partielle h —> hs , que nous appellerons transla-
tion par s , est un automorphisme deux fois différentiable de H , qui laisse
invariante chaque fibre Hx , mais qui, en général, n'est pas un automorphisme de
la structure H(B , G, Gy, ®) .51 h€H ot heH ,ona h™ h' =s€G.
L'application (h , h') —> h"1 h* est aussi deux fois différentiable. L'applica-
tion (h, y) —> hy est une application deux fois différentisble de H x F swr
E . La relation d'équivalence associée i cette application est (hs , s-ly) ~ (h,y) .
Ltespace quotient de H x F par cette relation d'équivalence peut étre identifié

canoniquement avec E .

On peut considérer sur F une structure admettant G comme groupe d'automor-
phismes. Par un homéomorphisme quelconque h appartenant a Hx s cette struc-
ture se transporte sur Fx « Chague fibre Fx est alors munie d'une structure
additionnelle bien déterminée. Tout isomorphisme d'une fibre de E(B , F , G , H)
sur une fibre de E'(B’ , F , G, H!') est de la forme n'h~! . Liensemble H'H™
de ces isomorphismes est un espace fibré de base B x B! , de fibre G, le
groupe structural étant le groupe des similitudes de G , définies par
8 —» asb . Il s'identifie & l'espace quotient de H x H' par la relation d'équi-
valence (h , h') ~(hs , h's) . L'application (h , h!) > hh? est deux
fois différentiable. En particulier, H est l'espace des isomorphismes de F sur
les fibres d¢ E(B, F , G, H) .
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Un isomorphisme de E(B , F , G, H) sur E'(B' , F, G, H!') est un homdo~
morphisme t de E sur E' , deux fois différentiable et tel que h=> th
soit une application ¥ de H sur H' (ou tel que la restriction de t & une
fibre soit un isomorphisme sur une fibre). Cette application T est caractérisée
par les propriétés suivantes i elle est deux fois différentiable,
T(hs) = F(n)s , elle se projette sur un homéomorphisme deux fois différentiable de
B sur B' . Plus généralement, une (F , G)-représentation de E(B , F , G, H)
dans E'(B',F, G, H') est une application t de¢ E dans E' , deux fois
différentiable et telle que h =—>th soit une application de H dans H' .

Espaces fibrés associds et structures subordonnées. - Ces notions se précisent

d'une maniére naturelle lorsque le groupe structural est un groupe de Lie G .

Etant donné un homomorphisme ¢ de G sur un groupe de Lie G!' , considéré comme
groupe d'automorphismes d'une variété deux fois différentiable F' , & 1l'espace

fibré E(®B , F , G, H) est associé canoniquement un espace fibré E'(B , F', G!',H').
On a un homomorphisme ¢ de H sur H' , c'est-i-dire une application deux fois
différentiable, se projetant sur ltapplication identique de B et tel que

¢ (hs) = @ (h) ¢(s) . H' s'identifie & l'espace des classes hG' , oi G' est le
noyau de 1'homomorphisme ¢ « E' est l'espace quotient de H x F' par la rela-
tion d'équivalence (h , y') ~ (hs , (8)7! y') .

Si Gl est un sous-groupe fermé de G , l'espace H/G des classes h Gl est
un espace fibré de base B , de fibre G/G1 «+ Les structures subordonnées &
EB,F, G, H) , de groupe structural G, , correspondent aux sections deux

fois différentiables de l'espace fibré H/G1 ainsi défini.

Segtions différentiables.

PROPOSITION, -~ Toute section d'un espace fibré p fois différentiable peut
8tre approchée par une section p fois différentiable de méme classe (c'est=a-
dire homotope par une déformation qui maintient chaque point dans une fibre fixe)e

La démonstration utilise l'existence de subdivisions simpliciales assez fines
de la variété différentiable B ainsi que les lemmes 3a et 4a de
S. EILENBERG [9] .

Dans le cas différentiable, le théoréme du relévement des homotopies peut

s'énoncer ainsi s

TFROPOSITION, - Si ltapplication différentiable £ de A dans B est projection
d'une application différentiable f!' de A dans E(B, F) , toute déformation
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différentiable de f est projection d'une déformation différentiable de f* .
Etant donné 1l'espace fibré E(B , F , G, H),a groupe structural de Lie, et
une application detx fois différentiable f de A dans B , 1'espace fibré
f*(E) , sous-espace de A x E se projetant sur l'ensemble représentatif de f
dans A x B, est un espace fibré de base A et de groupe structural- G .

PROPCSITION. - 51 f est homotope & f; , £'(E) et f](E) sont isomorphes.

3. La notions de connexion infinitésimale dans un espace fibré différentiabls.

Soit E(B , F) un espace fibré deux fois différentiable, la dimension de B
étant n o Il existe sur E un champ transversal différentiable C de
n-$1éments, c'est-j-dire un champ de n-éléments supplémentaires aux éléments de

contact tangents aux fibres.

DEFINITION, - Une connexion infinitésimele dans E(B, F) est définie par un
champ transversal différentiable O wvérifiant la condition suivante 3

(¢c) Tout chemin différentiable a de B , d'origine x et d'extrémité x!
est la projection d'une courbe intégrale a' du champ C , d'origine 3z eFx
ot d'extrémité z' €F , , le point z étant arbitraire dans F,_ .

REMARQUE. - Plus généralement, le chemp de n-éléments pourraif 8tre remplacé

par un champ de cbnes &lémentaires.

PROPOSITION. - S1 F est compact, tout champ transversal différentiable
C vérifie la condition (c).

Cette proposition se raméne au lemme énoncé plus haut, en remarquant que l'ensem=
ble des composantes connexes des fibres de E détermine sur E une structure
fibrée différentiable ayant pour base un revétement de B .

Etant donnée une connexion infinitésimale C dans E(B , F) , 1l'application
z' —> z , associde d'aprés la condition (c) au chemin a de B , est un homéo-
morphisme différentiable fq de Fx‘ sur Fx . Si aa; désigne le composé

. _ - 1
des deux chemins a ot a , ona 'faal = ¢, ?al « Le groupoids ()

des chemins différentiables de B est ainsi représenté sur un groupoide
d'homéomorphismes différentiables d'une fibre sur une autre. En particulier, le

1 - .

(") Lo groupoide des chemins d'un espace B est en réalité le quotient de
1'ensemble des chemins de B par une certaine relation d'équivalence compatible
avec la multiplication.

157



C. EHRESMANN

groupe des chemins fermés en x est représenté sur un groupe ¢x d'automor-
phismes de Fx » appelé groupe d'holonomie de la comnexion € en x . L'arc
a détermine un isomorphisme du groupe ¢x sur ¢x ;.

PROPOSITION. -~ L'espace fibré E(B , F) admet une structure fibrée subordonnée
3 groupse structural ¢x .

t
DEFINITION. - La connexion infinitésimale C est dite intdégratle lorsque le
champ C est complétement intégrable.

Soit C une connexion intégrable.Elle détermine un homomorphisme du groupe de

Poincaré TTx de B en x sur le groupe d'holonomie ¢x . L'espace fibré
E(B , F) admet par suite une structure fibrée subordonnée i groupe structural
discret ¢x o La projection p de E sur B définit chaque variété intégrale
compléte de C comme un revétement de B . Soit T le noyau de 1l'homomorphisme
de TTx sur ¢x « Soit B! 1le revétement de B correspondant 3 TT:: les points
de B' sont les classes de chemins Ti'a , o a est un chemin d'origine x e
Si f est la projection de B! sur B, c'est-a-dire l'application qui fait
correspondre & la classe T'a llextrémité de a , 1l'espace fibré £* () s de
base B' et de fibre F , est un rev8tement de E dont la projection canonique
sur E est une PF-représentation f'!' se projetant sur f .

E <5 £°(E)

pl i‘P‘ (pf* = fp')

1
B éf— B
£*(E) est munis d'une connexion infinitésimale intégrable, image réciproque
par f' de C , dont le groupe d'holonomie est réduit a l'identité. Donc f*(E)
est isomorphe & B! x F . lLes variétés intégrales complétes de C sont les
images par f' des variétés B' x {y} .

Lrespace E , muni de sa structure fibrée et de la structure feuilletée définie
par C , est déterminé & un isomorphisme prés par la donnée de B, F et de 1a
représentation de 'ﬁ'x sur le groupe d'holonomie ¢x « A chaque chemin a , fermé
en X correspond un automorphisme. ‘f, € ¢x et un automorphisme ta du
revétement B' de B : t (T £) = 1'ad , ot £ est un chemin d'origine X .
Ltapplication ta — \?a est un isomorphisme \y du groupe des automorphismes
du rev8tement B' sur le groupe § < * E se déduit de B' x F on identifiant
les couples (u, y) et (tu, y(t)y) ,oh u€B', y eF,
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t = automorphisme du révétement B' .

APPLICATION, - Etant donnée une structure feuilletée deux fois différentiable sur
une variété V , soit B une feuille stable. Alors B admet un voisinage tubu-
laire E ; c'est un voisinage qui est réunion de feuilles et qui admet une structure
fibrée différentiable, transversale par rapport aux feuilles, de base B , la
fibre étant une boule. La structure feuilletée sur E définit une connexion infi-
nitésimale intégrable relativement & la structure fibrée. Donc ells ne dépend que de
la représentation du groupe de Poincaré de B sur le groupe d'holonomie.

81 le groupe de Poincaré d'une feuills compacte B est fini, B est toujours
stable (théoréme de Reeb) ; la structure du voisinage tubulaire feuilleté de B

psut alors &tre précisée en remarquant que le groupe d'holonomie est dans ce cas
équivalent 3 un groupe fini de rotations euclidiennes d'une boule autour de son

centre.

PROPOSITION. ~ Pour qu'une variété différentiable B plongée dans une variété
V admette un voisinage feuilleté ayant B comme feuille, il faut et il suffit
que l'espace fibré des vecteurs normaux & B admette un groupe structural discret.

4. La notion de connexion infinitésimale dans un espace fibré & groupe structural

de Lie.

DEFINITION. - Soit E(B s F, G, H) un espace fibré 3 groupe structural de
Lie G . Une connexion infinitésimale dans E(B , F , G, H) sera définie par
un champ transversal C vérifiant la condition (c) et tel que 1l'homéomorphisme
Pa associé au chemin a de B soit um isomorphisme de Fa sur F_.

Soit (yi) une famille de points de F telle qus le sous-groupe de G qui la
laisse invariante soit réduit & la transformation identique. Soit Rs la famille
(syi) , transformée de (yi) par s €G, et soit Rh la famille (hyi) , trans-
formée de (yi) par h e H . Nous dirons que RS et Rh forment deux ensembles
de repéres dans F et E respectivement. L'ensemble des repéres Rh est un
Sous-espace du produit d'une famille d'espaces identiques 3 E . On psut identifier
H 3 ce sous-espace par l'application h ——+-Rh s qui est un homéomorphisme.
D'ailleurs si (yi) est la famille de tous les points de F , chaque point étant
confondu avec son indice, Rh est identique & h par définition.

On peut toujours prendre dans F un repire initial formé par une famille finie
de points ¥4 + Une connexion infinitésimals C dans E(B , F , G, H) falt
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alors correspondre au chemin a de B un chemin différentiable de l'espace des
repéres (identifié & H), d'origine R = (hyi) » o h est un élément arbitraire
de H, + On voit ainsi qu'au champ C correspond dans H(B, G, Gy, H) un
champ différentiable transversal © , qui sera évidemment invariaht par les trans—

lations h —> hs .

PROPOSITION, - Dans l'espace H(B , G, Gy » H) il existe toujours un chemp
différentiable transversal C , invariant par toute translation h —> hs . Un
tel chemp vérifie toujours la condition (c) et définit donc une comnexion infini-
tésimale dans H(B , G, Gy » H) , Par 1l'application (h, y) —>hy , ob h eH,
y €F , on en déduit une connexion infinitésimale dans E(B , F , G, H) et,

d'une maniére analogus, dans tout espace fibré associé.

s o R . e s st 2 .
Deuxiéme définition d'une connexion infinitésimale (*). — Faisons correspondre

au vecteur h + dh , tangent en h & la fibre h(F) de H, le vecteur

nt (h + dh) , tangent en e & G . La relation h (h + dh) = h'l'1 (h1 +dh ) défi-
nit une relation d'équipollence (ou parallélisme) dans l'ensemble des vecteurs
tangents aux fibres de H . Remarquons qu'au vecteur h(s + ds) correspond ls
vecteur s (s + ds) et qu'au vecteur (h + dh)s correspond le vecteur

st pt (h + dh)s , qui se déduit de pt (h + dh) par une transformation du groupe
adjoint linéaire.

Considérons dans H(B , G, Gy » H) un champ transversal différentiable C ,
invariant par les translations h —- hs . Soit h + dh 1a projection du vecteur
h +dh, tengent en h & H, par l'application linéaire projetant l'sspace tan-
gent en h & H sur l'espace tangent en h 2 la fibre h(F) de telle fagon
que 1'élément du champ C en h soit projeté sur le point h . Faisons corres—

pondre au vecteur h + dh 1le vecteur :

w(h + dh) =h’1(h +dh) .

(2) Remarque sur les notations.

Un vecteur tangent en =x & une variété différentiable E est noté x + dx 3
le symbole dx désigne un vecteur libre de l'espace affine tangent en Xx «
Si f eost une application différentiable de E dans E!' , le prolongemeht de
f aux vectours tangents est encore désigné par f . Soit (x+ax,y + dy)
un vecteur tangent & la variété produit E x F et soit f ume application
différentiable d¢ E x F « On a

flx +dx , y+dy) =f(x +dx, y) + £(x, y +dy) .
En particulier si f(x , y) se note Xy , ona @
(x + ax)(y + &) = x(y + dy) + (x + ax)y
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L'application h + dh —> w(h + dh) posséde les propriétés suivantes :
1. Elle est lindaire pour h fixe.

(c') 24 w(n(s +ds)) =8 (s + ds)
3. w((h + dh)s) = 8™ w(h + da)s «

Réciproquement toute application h + dh —> w(h + dh) de l'ensemble des vecteurs
tangents &4 H sur 1l'espace tangent & G en e , qui posséde les trois propriétés
(c'), détermine une connexion infinitésimale dans H , le champ C étant défini

par w(h + dh) =0 .

s

5. Espaces & connexion de Cartan.

Considérons le cas particulier suivant

(cl) G est transitif dams F , c'est-a-dire F est l'espace homogéne G/G!' ,
ot G' est le sous-groupe fermé du groupe de Lie G laissant invariant un point
0 eF ,

(c;) dimF=3dimB=n .
(c3) L'espace fibré E(B , F, G, H) admet une section deux fois différentiable
que nous identifions & B .

Soit H' le sous—espace de H formé par l'ensemble des isomorphismes de F sur
Fx appliquant O sur x , oi x € B (considéré comme section). H' est un
espace fibré H'(B , G!' , G'y H') ; c'est l'espace fibré principal associé 3 une
structure fibrée E(B , F , G' , H') , subordonnée 3 E(B , F , G, H) « La donnée
d'une structure fibrée E(B , F , G' , H') entratne inversement celle d'une
structure E(B , F , G, H) telle que H'& H ; celle—ci vérifie (03), la sec=-
tion a laquelle sera identifié B étant définie par l'application x ~= h'(0) ,
h' ¢ H}L .

L'espace Fx sera dit tangent & B en x lorsque les vecteurs tangents & Fx
en x peuvent &tre identifiés aux vecteurs tangents 3 B en x , dans le sens
précis suivant ¢ Soit T(B) l'espace des vacteurs tangents & B ; c'est un es-
pace fibré T(B , B , Ln ’ Hl) , Ou Ln est le groupe lindaire homogéne de
l'espace mumérique R° o Soit T'(B) 1l'espace des vecteurs tangents a F  en
x € B . C'est 1l'espace fibré associé & E(B , F, G' , H') , quotient de H' x RI;
par la relation d'équivalence associée a l'application (h' , O + dy) = h'(0 + dy)
ou h' €H' ot O +dy € Rz (espace tangent 3 F en 0). C'est donc un espace
fibré de symbols T'(B , R", L, Hl') s LY étant le "groupe linéaire d'isotropie
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de l'espace homogéne F au point O . Lorsqu'on peut identifier T!'(B) a T(B)
par un isomorphisme se projetant sur la transformation identique de B , Fx sera
dit tangent & B en x . Powrque cette identification soit possible, 1l faut quse
l'espace fibré T(B , R® » Lo Hl) admette une structure subordonnée & groupe
structural LI'1 + On est ainsi conduit & un probléme de classes caractéristiques.

Une connexion infinitésimale définie dans H par une fonction w(h + dh) vé=
rifiant les conditions (c') sera déja déterminde, on vertu de ces conditions, par

la restriction w(h' + dh') & 1'ensembls des vecteurs tangents & H! ,

DEFINITION, - Une connexion de Cartan sur B est définie par la donnds d‘un
espace fibré E(B , F, G' , H') satisfaisant aux conditions (c;), (c,) et d'une
application h' + dh' —> w(h' + dh') de l'ensemble des vecteurs tangents & H!
sur l'espace tangent & G en e , cette application vérifiant les conditions
(') , o h est remplacé par h! s 4insi que la condition suivante
w(h' + dh') = 0 entratne dm' =0 .

PROPOSITION. - Une comnexion de Cartan sur B détermine un isomorphisme de
T(B) sur T'(B) .

B est supposé identifié & la section définie par x —» h'(0) , h! €H! .

Au vecteur h' + dh' tangent & H' correspond w(h' + dh') , qui se projette
par la projection de G sur F , sur un vecteur O + dy tangent & F . D'autre
part h' + dh' se projette sur un vecteur x + dx tangent & B . L'application
X + dx —> h'(0 + dy) , qui ne change pas en remplagant h' + dh' par
(bt + dh')s + h'(s + ds) , est l'isomorphisme cherché.

PROPOSITION. ~ Etant donné E(B , F, G' , H') tel que T(B) soit isomorphe
3 T'(B) , 11 existe une connexion de Cartan sur B coprespondant a
E(BB,F, G', H') .

REMARQUE. - Une connexion de Cartgn correspond & un parallélisme global d'un
type particulier dans H' . Ainsi le transport par perellélisme de Levi-Civita sur
un espace de Riemann B correspond & un parallélisme dans l'espace des repéres
formés par les suites de n vecteurs orthonormés.

L'espace homogéne F = G/G' admet une connexion de Cartan naturelle. F x F est
un espace fibré & groupe structural G , les fibres étant les ensembles {x} <F ,
Soit B 1la diagonale de F x F et considérons-la comme espace de base de F x F .

Chaque fibré admet alors une identification naturelle & B par l'application
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(x,y)—>(y,y) . H est llensemble des isomorphismes (0 , y) —> (x , sy)

de F_ sur los fibres. H' est 1'ensemble des isomorphismes (0 , y) =¥ (s(0),sy).
H' peut &tre identifié cenoniquement & G , en faisant correspondre cet isomor-
phisme 3 s €G . Dans F x F , espace des couples (xy) , on & la connexion
intégrable naturelle déterminée par le champ de n=6éléments défini par dx =0 .
Cotte connexion est aussi déterminde par la fonction w(s + ds) = gL (s +4ds),

G étent supposé identifié a H' .

Développement d'un espace & connexion de Cartan sur l'espace homogéne F .
L'équation ot (s + ds) = w(h' + dh') fait correspondre & tout chemin différen-
tiable de H' , d'origine hc', , un chemin de G , d'origine C Par projection

sur B et F respectivement, nous faisons correspondre ainsi 3 un chemin a de
B un chemin a' de F .Si hl et s sont donnés, le chemin @' ne dépend
que du chemin a ot s'appelle le développement de a sur l'espace homogéne F .

Si 1a fonction w(h' + dh') est plusieurs fois différentiable par rapport & z',
le développement permet de faire correspondre 3 un élément de contact de dimension
quelconque et d'ordre supérieur un élément analogue (mais non holonome en général)
de F . Ia connexion détermine un isomorphisme canonique de l'espace des éléments
de contact (non holonomes) d'ordre supérieur de B en x sur l'espace des
éléments analogues de Fx en x o Les espaces homogénes Fx peuvent 8tre dit
tangents d'ordre supérieur & B en x . Si l'espace fibré H' est k fois diffé-
rentiable, une connexion de Cartan sur B peut &tre approchée par une connexion
de Cartan k =1 fois différentiable. L'existence d'une telle connexion est donc
simplement équivalente & l'existence d'un isomorphisme de T(B) sur T!(B) , se
projetant sur l'application identique de B .

Les invariants différentiels de l'espace B A& connexion de Cartan sont les
invariants différentiels relativement 3 G des éléments de contact développés

dans F .

Définition du développement 3 partir des champs C et C .

La connexion de Cartan, donnée par la fonction h' + dh' —>» w(h' + dnt) ,

correspond 3 une commexion infinitésimale dans l'espace fibré E(B , F , G, H) ,
définie par un champ transversal C de 1l'espace fibré principal H . On a
H=HG . Posons h=h's ou hs =h' .

(h + dh)s + h(s + ds) =k + dn? '
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s w(n + db)s + s (s + ds) = w(ht +dn').
Le prolongement de w aux vecteurs tangents 3 H est donc défini par
w(h + dh) = s w(h' + dh')s"'1 - (s + ds)s"1
Lo champ C est défini par 1'équation w(h + dh) = 0 , c'est-a-dire @
(1) s_l(s +ds) =w(' +dnh')

Considérons un chemin b dans H' , défini par t ~—> h! « Il lui correspond

un chemin b' dans G, défini par t —— s, tel que t -t—) (st , h't';) soit
une courbe intégrale de (1) dans G x H' , le point R pouvant 8tre choisi
arbitrairement. Chacun des deux chemins b et b! est dit le développement de
l'autre. Les projections respectives dans B et F sont deux chemins a et a!

dont chacun est dit le développement de l'autre.

Les lignes intégrales de C qui se projettent sur a déterminent un isomorphisme

de la fibre h,:_‘ G sur la fibre h(‘)G « Dans -0et isomorphisme h{'-, S;I correspond
-1 -1 - -1
' ' . .
a h(') s, et par suite ht a ho So Sy Ie chemin b décrit par hc‘) So 8¢

est le développement dans la fibre h! G du chemin b .

L'application canonique de H sur E , définie par h —~h(0) , fait corres—
pondre & H' 1la sectionde E(B, F, G, H) qu'onaidentifide & B . Au

champ C correspond le champ transversal C dans E . Au chemin b correspond

dans la fibre F_  un chemin a , développement du chemin a dans cette fibre.
[¢]
Ce chemin a est décrit par le point Et , origine de la ligne intégrale du

champ C qui se projette sur a et qui passe par le point Xy s projection sur

B de h% + Par ce développement dans la fibre Fx des chemins de B d'origine
]

x, on retrouve l'isomorphisme canonique de l'espace tangent en x, a B sur

l'espace tangent en x, a Fx s ainsi que, dans le cas d'une connexion plusieurs

fois différentiable, 1l'isomorphisme canonique de l'espace des éléments de contact
d'ordre supérieur de B en x, sur 1l'espace des éléments analogues de Fx en

o]

X o
[e]

Ia notion de développement se précise encore par les remarques suivantes ¢

Soit E(B , F, G, H) un espace fibré muni d'une connexion infinitésimale C
et soit f une epplication différentiable régulidre d‘une variété V dans B .
Appelons f*(B) 1ltespace représentatif de f dans V x B . L'espace fibré
£*(E) , dont la base peut 8tre identifide avec £*(B) ouavec V , est muni d‘une
connexion £*(C) , image réciproque de la connexion G . Si C définit sur B
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une connexion de Cartan, f*(C) définit sur f*(B) ou sur V unhe connexion de
Carten dans un scns généralisé : l'espace homogéne tangent attaché & un point
de V est isomorphe & F , mais dim F > dim V ; c'est-a-dire la condition (02)
n'est plus vérifide,

Supposons de nouveau que la comnexion de Cartan C sur B soit définie par la
forme différentielle vecterislle w(h!+dh!) sur H' .Soit f une application
de V dans H' se projetant sur f . Soit ?1 une application de V dans G
telle que (f , f ) définisse une variété intégrale de (1) dans l'espace H' x G »
L'application fl admet une projection f, , application de V dans F = G/Gt .
On dira que fl est le développement de f . Les espaces fibrés f (H') et
] *c) , qui sont des espaces fibrés principaux de base f *(B) ot f*(F) et de
fibre G' , se correspondent par l'isomorphisme (v , f(v)s!) —>- (v , l(V)S ),
v €V . Cet isomorphisme se projette sur 1ltapplication (v , £(v)) —> (v, £, (v))
do £*(B) sur £] *®) , ou sur l'application identique de V . Il correspond
4 1a variété intégrale de (1), définie par les applications (v , £(v)s') —> F(v)s!
et (v, F(v)s') —> T, (v)s' , qui plongent £*(H) dans H' x G o Cette variété
intégrale peut &tre appelée variété intégrale saturée déduite de la variété
intégrale donnée. L'isomorphisme de f (H') sur f] (G) établit un isomorphisme
pour les deux connexions de Cartan définies sur f (B) ot f) (F) come images
réciproques des connexions de Cartan sur B et F . Sans supposer que f soit
projection d'une application f , nous pouvons donner la définition suivante @

Une application ) de V dans F est appelée developpement de 1‘'application
f de V dans B lorsqu'il existe un isomorphisme de f (B) sur fl(F) , muni
des connexions de Cartan images réciproques de C par f et fl s cet isomor-
phisme appliquant (v, f(v)) sur (v J £, (v)) « Un tel isomorphisme sera défini
par un isomorphisme de f (H’ sur f (G) correspondant 3 une solution de (1).

Cas d'une connexion de Cartan intégrable. — Le champ C ou 1l'équation (1) sont
alors complétement intégrablese. L'espace B est localement développabls sur F ¢
c'est un espace localement homogéne de ILie, localement isomorphe & F .

Si le groupe d'holonomie est réduit & 1'identité, les variétés intégrales du
champ complétement intégrable 0 dans E définissent une projection de la
section B de E sur une fibre Fxo « Cette projection, qui définit le dévelop-

pement de B dans Fx s est un homéomorphisme local étalant B sur Fx .
) o)
Dans le cas général, en remplagant B par un revétement vonvenable B' (voir

paragraphe 3 p. 6), on obtient de la méme fagon le développement de B! dans F ’
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défini par un homéomcrphisme local étalant B! sur F .

Rappelons que 1a condition d'intégrabilité de la connexion de Cartan peut s'ex—
primer de la fagon suivante : prenons une base dans l'espace vectoriel tangent
& G en o . Soient w;(h' +dh'), oh 4=1, su., r, les coordonndes de
w(h' + dh') parrapport & cette base. Si cui(s + ds) désignent les coordonmnées
do (s + ds) yonat

Nous pouvons poser $

dw, = Coiy WA W +W
i %;;; jKk k 1
ou les Wi s'appellent les formes de courbure de la connexion. L'équation (1)
est alors équivalente am systéme de Pfaff

(1) 6%1(5 +ds) = wi(h' +dh') .

Pour que celui-ci soit complétement intégrable, 11 faut et il suffit que les

formes de courbure wi soient nulles.

REMARQUE. - La recherche du groupe d'holonomie d'une connexion non intégrable
revient & la recherche de certaines solutions du systéme de Pfaff qu'on obtient
en écrivant que w(h + dh) , o h ¢ H, appartient & une sous-algébre de l'al-
gébre de Lie de G .

2

6. Espaces & connexion de Cartan complets.

Soit B un espace muni d'une connexion de Cartan correspondant & l'espace
homogéne F = G/G' . Tout chemin de B admet un développement sur F , & cause
de 1l'homogénéité de F o L'espace B sera dit complet si inversement tout chemin
de F admet un développement sur B , correspondant & un choix arbitraire du
repére initial H! (ctest-a—dire si tout chemin dans G admet un développement
sur H! Q'origine h!).

Pour certains types de connexions de Cartan (par exemple pour les connexions
euclidiennes ou affines), cette condition est équivalente & des conditions en

apparence plus simples.
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PROPOSITION. - Si 1l'espace B est complet, & connexion de Cartan intégrable, son

rev8tement universel est isomorphe au rev8tement universel de F

Coette proposition admet la généralisation suivante

PROPOSITION, - Soient B et B deux espaces 3 connexion de Cartan analytiques.
Si B et B sont complets et simplement connexes, tout isomorphisme d'un voisina-
ge de x ¢B sur un voisinage do X € B admet un prolongement définissant un
isomorphisme global de B sur B .

I1 est clair qu'un isomorphisme de B sur B est un homéomorphisme de H' sur
H' vérifiant 1'équation w(h' + dh') = w(H' + di') , les notations étant les
mémes que précédemment, les symboles se rapportant & B étant marqués d'une
barre.

7+ Etude particuliére de certaines connexions de Cartan.

Espaces 4 connexion d'éléments de contact. Discussion du probliéme d'existence
d'une connexion de Cartan d'espéce donnée sur une variété donnée B .
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