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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1949)

COMPTE-RENDU DE TRAVAUX DE M. HEINS SUR DIVERSES MAJORATIONS
DE LA CROISSANCE DES FONCTIONS ANALYTIQUES OU SOUS-HARMONIQUES

par Mme M.-H. SCHWARTZ

NOTATIONS. - Soit u(z) une fonction sous~harmonique & valeurs réelles dans
J- @, + @], définie dans un domaine L1 du plan complexe z =X + iy
(en particulier, log|f(z)| si £(z) est analytique).
Soit o(r) = max u(r ele) (en particulier 1log M(r)). Sauf indication contraire

les limites seront prises pour r —» @ .

1. On the Phragmen-LindelSf Principle [4]7.

HYPOTHESES
u(z) est défini pour x> 0 et tel que

lim sup u(z) £ 0
z —> iy

THEOREME de Phragmen-Lindelsf. - Si u(z) n'est pas partout négatif, on a :

lim infi‘—(:-)-=o<>o
r —»o

si, de plus, *<+ o, ona u(z) s%d-\x .

Principaux résultats de HEINS. -
10 Ia limite de "L(;l » Soit o , existe toujours et est positive :

(0 € x g+ )
20 5i, de plus, 0<* <+ o, ona

u(z) =ox + @(2)
L()(z) étant une fonction sous-harmonique négative qui, quel que soit ¢ >0,
est supérieure 3 - & r sur tout le demi-cercle de rayon r sauf peut-ftre
sur un ensemble de mesure angulaire qui tend vers O .
La démonstration de HEINS repose sur le méme principe de majoration que celle
du théoréme de Phragmen-Lindeldf, mais il est appliqué une seconde fois de ma-

niére i obtenir des bornes inférieures.
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Les résultats sont valables dans l'espace & n dimensions.
3° Conséquences.
+T7/2

Le quotient -117 f u'(r eie)de tend vers —%ro (AHLFORS [17] avait montré
2

qu'il était une fonction croissante de r) (1).

+ /2 2 /2

R 1
Le quotient -117[ u(r ele) ae] tend vers ok 2 .
2

Résultats récents de Mme J. IELONG [9], [10] .

Il existe une constante Y telle que X= y* (\(+ = sup(y, 0) et telle
que Q(M)/x —> Y lorsque z tend vers 1'infini radialement, sauf peut-8tre
pour un ensemble J de rayons dont la capacité extérieure, comptée sur la sphére
unité, est nulle,

La borne supérieure de L{;(M)/x , pour OM=r , tend vers Y .

Ces résultats sont exprimés R® ; les résultats de HEINS, exprimés pour
zZ € R2 , sont aussi valables pour z € R® . Il n'en sera pas de méme pour ses
résultats ultérieurs.

2. Entire functions with bounded minimum modulus ; subharmonic functions

analogues [7] .

HYPOTHESES :
u(z) est défini dans tout le plan complexe et non constant inf }J.(z) 40 quel

que soit r .

Résultat antérieur, comportant comme cas particulier le théoréme de Denjoy-

Ahlfors pour n=1 :
lim inf 6(r)/ \/T >0
Résultat principal de HEINS.

La limite de o(r)/ \/T, soit o , existe, et est >0 .
Conséquence : Si £l est un domaine dont la frontidre coupe tous les cercles

|z| = r et si, lorsque ® tend vers un point frontiére, lim sup u(z)< O,
alors, ou bien u(z) £ 0 dans Q) oubien limo(r)/ VT =x , 0<&gK+ .

(1) Voir [6], l'auteur y reprend la méthode d'AHLFORS [17] : inégalités
différentielles et convexité par rapport aux fonctions exponentielles qui réalisent
1'égalité,
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Des exemples sont dopnés relativement au cas ot u(z) € O dans £ 3
s(r)/ \/T ou 4(r)/rT (v 70) peuvent ne pas tendre vers O mais osciller

entre 0 et - o ou tendre vers - ® .

La démonstration de HEINS, pour s'appliquer & toutes les fonctions sous-harmoni-
ques, nécessite la généralisation de la formule de Blaschke pour les fonctions
d'ordre < 1 . Pour lim sup o(r)/r® < + o il établit donc & partir
du théoréme de F. Riesz (en supposant u(z) harmonique & l'origine) la formule

suivante

u(z) = u(0) + 1lim J|€|< log|1 --g-l a2
r

r —>» ®

p  étamt une mesure positive telle que

pre) =pllg) < 2] = o@f) .

Ltauteur introduit alors la fonction U(z) obtenue en "rabattant" 1le long
des cercles |z| =r , toute la masse p- sur 1'axe réel négatif, D'une part
'U(z) permet de retrouver avec M. BREIOT [2] 1'indgalité de Millioux=Schmitt
d'oh HEINS déduit rapidement que 1l'ordre est au moins 1/2 ; d'autre part U(z)
permet de déduire l'existence de la limite de & (r)/ \/T dans le cas considéré
de 1l'existence de la limite de &(r)/r dans les conditions du théoréme de
Phragmen=Lindeldf. Dans ses majorations, l'auteur utilise également un raffine-
ment de ce théoréme relatif aux grandes valeurs de - u(z) sur l'axe des y .

On congoit que cette méthode fournisse une démonstration simple du théoréme de
G. Valiron sur les zéros d'une fonction d'ordre inférieurs & 1 , & zéros réels

négatifs,

3. The Denjoy-Ahlfors-Carleman Theorem [ 87].

HYPOTHESES :

u(z) sous-harmonique dans le plan et non constant ;

u(z) € 0 en tous les points de n chemins Yl , \[2 s see Xn tendant vers
1'infini (et ayant 2 & 2 1l'origine pour seul point d'intersection)

u(z) atteint une valeur strictement positive dans chacun des domaines 'Qk

ayant pour frontiéres 2 courbes X consécutives,soit )ﬁ( et qu .
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Réaultat d'AHLFORS (2) dans le cas des fonctions entidres

1lim inf r(r)/rn/z za 50

Résultat de HEINS :

si x<+ o, u(z) est d'ordre n/2 :

. log 6(r) _n
o toes =7
L'existence d'une limite pour o’(r)/rn/ 2 st prégumée dans le cas général,
et démontrée dans le cas od n =1 (mémoire[7]) et dans le cas étudié par
DENJOY ou les Yk sont des droites : c'est une conséquence immé@iate du mémoire
[4] 5 on a alors angls Y Yeuqp = 2/

La démonstration de HEINS utilise essentiellement, comme celle d'AHLFORS :

1° le Vorzerrungssatz d'Ahlfors (2) sur la représentation conforme d'un domaine
tel que Q sur 1a bande |y| < 2, b(r) é4tant un arc convenablement défini
intercepté par L2 sur |z| = r , 8t O8(r) sa mesure angulaire ; p et r
étant deux rayons de rapport assez grand : la distance des images de b(p) et

b(r) est supérieure a

aﬁ%&) - 4a
2° les majorations i 1l'aide des mesures harmoniques. Mais alors que AHLFORS
utilise simplement le théoréme de Phragmen-Lindeldf, HEINS utilise la représen-
tation des domaines Q-k non plus sur le demi-plan mais sur des demi-bandes
variables :+ x< 0, 2|yk <ak(P , T) e O‘R(Q) et d‘k(r) étant les maxima
de u(z) sur des arcs convenablement définis, interceptés par ‘O‘k sur les cercles
| | =p et lz| =, et Fk(r , P) étant le maximum de la mesure harmonique

dans _()k des seconds par rapport aux premiers, on a
<
%P < o () K lp, 7)o

C'est en fonction de My due sera choisi & , et une phase essentielle de la

démonstration consistera & démontrer que 1lim ak(f) , T)=2r/n,
T =>®

(2) Voir par exemple NEVANLINNA [117 .
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L'auteur utilise également une minoration de  u( P r) en fonction de
p/r due & BEURLING ).
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(%) Ces trois mémoires ont &té précédés par divers autres, en particuiéer[BJ et

[5]. L'autewr y étudie le comportement de mw*(r, f) = sup minlf(fe )| .
rpel

Si £(z) est analytique et |f(z)| <1 pour [z]<1 : lim(l-r) log o (r, £)

existe, les limites O et =~ correspondant respectivement au produit de

Blaschke et & la constante O .
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