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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1948)
LE THEOREME DE MINKOWSKI~HLAWKA

par Claude CHABAUTY

G réseau dans ”%n = sous-groupe discret du groupe additif ’&n de dimension

linéaire n , m(G) = mesure du parallélotope défini par les n vecteurs d'une

base de G .
Pour un ensemble mesurable A cgn , on pose o(A) = inf m(G) pour les G tels
que
G na c {o} ot £(a) -_-3:%# ;

V() = EZ (ensemble des z =x -y , tels que x€A, ye€A) ,

mes (4)
A (A)

A =38vw) , 7@ =

Un ensemble S est dit étoilé si p€ S —=> Ap €S pour tout A , O0gAgl ;

il est dit symétrique si p€S = -pe€S .

Un ensemble mesurable K est dit jauge s'il est compact convexe symétrique et
m) >0 . 0na S(K =2"1%K .

Si f(x) est une fonction positive homogéne de degré d , (£(Ax) = ad £(x)
pour tout A , O € A) , l'ensemble S = 6x(f(x) £1) est l'ensemble étoilé
f est une norme sur NI}\n » S est une jauge.

_ - ME_, G)
Posons M(f , G) = inf f(x) et )(f) = SEPW yona

xXE€G,x£0

agsocié & f ; si

n
¥@€) =1/(a (S))d/ % . on note ¥n) = ¥( E xi) (constante d'Hermite)

H

(son évaluation importante pour la théorie des formes quadratiques, est & 1'origine
de la géométrie des nombres de Minkowski). Soit B, la sphére unité dans R" ,

7‘(n/2
mes(Bn) :W y On a done
em))2m  ieE))

Pour tout ensemble A , on a trivialement %(A) €1, donc ¥(n) < 'r%

(MINKOWSKI) . En tenant compte des "trous" dans les empilements de sphéres,

BLICHFELD a démontré par uncalcul ingénieux et simple :
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n+2

18 ¢ =T
done ¥(n) 4 ’)‘(_ne' . En sens inverse MINKOWSKI ([7], tome 2, p. 94-95) a démontré

par des ealculs compliqués que é(Bn) >2%(m) , done J(n) > -é-%-é- s et a conjec-

turé ([7], tome 1, p. 265, 270 et 277) & plusieurs reprises quion a

E(8) 2 2 %(n) pour tout ensemble étoilé symétrique de E‘n . Cette conjecture a
été démontrée seulement récemment par HLAWKA [2] en 1943, qui montre plus généra-
lement que £(A) > 1 pour tout ensemble de Nl}‘n « Depuis on a montré que 2§ (n)
n'étalt pas la meilleure constante pour les jauges et que pour les sphéres

E(Bn)>923+0(n) oi ¢ est défini par log e =2(1 - 1/¢) , ¢ =4,92...

(MAHLER 3], [4], ROGERS [9] , DAVENPORT [1]). D'autre pert, SIEGEL[10]a
donné du résultat de HLAWKA une démonstration montrant mieux son rapport avec la
théorie de la réduction arithmétique du groupe modulaire & n variables (ou des
formes quadratiques définies positives) comme MINKOWSKI 1'avait suggéré.

En effet HLAWKA procéde ainsi : si f(x) est une fonction bornée mulle en
dehors d'un compact et intégrable-Riemann, il construit un réseau G avee

n(G) =1 , tel que
Zf(x) < f(x) dx + ¢ pour tout ¢ >0 .
x€G,x£0 xeR®

SIEGEL obtient ce résultat en démontrant que

S (:f(x)) 4G = g £(x) dx
Ger X€Gx~0 xeR®

en intégrant sur l'espace I des réseaux muni de sa mesure naturelle (comme espa-
ce homogéne). WEIL [ 11 ] a bourbakisé la démonstration de SIEGEL en obtenant les
résultats comme cas perticulier d'une formule d'intégrations répétées dans des
espaces homogénes associés & un groupe localement compact. En outre il donne une
é1égante démonstration, par récurrence, du résultat de Minkowski, que [ a un

volume fini, indépendante de la théorie de la réduction des formes quadratiques.

Enfin, MAHIER [ 5], [6] a précisé les résultats de Minkowski sur les réseaux
eritiques des ensembles étoilés et particulidrement des jauges ( G est critique
pour A si m(G) = §(A) et si G ={0}) . Il s'en est servi pour démontrer
que pour toute jauge dans R? , €K 23V2=3,46... et que sa valeur minima
n'est pas obtenue pour les ellipses ( € = 27%/\/3 = 3,627...) contrairement 2 une
conjecture de COURANT (résultat obtenu antérieurement par K. REINHARDT [8]), et
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il a fabriqué une jauge plane pour laquelle
g= (32 -16VZ - 4 log 2)/(2V2 - 1) = 3,609 ... valeur qu'il croit la plus

petite possible.
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