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LE THÉORÈME DE MINKOWSKI-HLAWKA

par Claude CHABAUTY

Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1948)

G réseau dans Rn = sous-groupe discret du groupe additif Rn de dimension

linéaire n ~ m(G) = mesure du parallélotope défini par les n vecteurs d’une

base de G.

Pour un ensemble mesurable A C Rn , on pose ~ (A) _ inf m(G) pour les G tels

Un ensemble S est dit étoile si 2014~ pour tout /1 , 3

il est dit symétrique si ~ - p E S .

Un ensemble mesurable K est dit j auge s’il est compact convexe symétrique et

m(K) ::> 0. On a S (K) = 2n 

Si f (x) est une fonction positive homogène de degré d ~ (f ( ?~ x) _ ~1 d f (x)
pour tout A , 0 ~ ?~ ) ~ l’ensemble S = ~X (f (x)  1) est l’ensemble étoilé

associé à f ; 3 si f est une norme sur Rn , S est une jauge.

(son évaluation importante pour la théorie des formes quadratiques, est à l’origine
de la géométrie des nombres de Minkowski). Soit B la sphère unité dans Rn ,

="r((i + n)/2) on a donc 
n

Pour tout ensemble A , on a trivialement ~(A)  1 , 
(MINKOWSKI). En tenant c ompte de s "trous" dans le s empilements de sphères,
BLICHFEID a démontré par un calcul ingénieux et simple :



C. CHABAUTY

donc (n)  =- . En sens inverse MINKOWSKI ( [ 7 ~ , tome 2, p. 94-95) a démontré

par des calculs compliqués que ~(Bn)  2 03B6 (n) donc 03B3(n) > n 203C0e , et a conjec-
turé ([7] , tome 1, p. 265, 270 et 277) à plusieurs reprises qu’on a

2 ~(n) pour tout ensemble étoilé symétrique de Rn. ’Cette conjecture a
été démontrée seulement récemment par HLAWKA [2] en 1943, qui montre plus généra-
lement 1 pour tout ensemble de Depuis on a montré que z ~ (n)
n’était pas la meilleure constante pour les jauges et que pour les sphères

où c est défini par 1og c = 2 (1 - 1/c) ~ c = 4,9z...

(MAHLER[3] , [ 4 ~ ~ ~ ROGERS [9] , DAVENPORT [ 1 ~ ) . D’autre part, SIEGEL [ 10 ~ a
donné du résultat de HLAWKA une démonstration montrant mieux son rapport avec la
théorie de la réduction arithmétique du groupe modulaire à n variables (ou des
f ormes quadratiques définies positives) comme MINKOWSKI l’avait suggéré.

En effet HLAWKA procède ainsi : si f (x) est une fonction bornée nulle en

dehors d’un compact et intégrable-Riemann, il construit un réseau G avec

m(G) = 1 , tel que

SIEGEL obtient ce résultat en démontrant que

en intégrait sur l’espace r des réseaux muni de sa mesure naturelle (comme espa-
ce homogène). WEIL [ 11 ] a bourbakisé la démonstration de SIEGEL en obtenant les
résultats comme cas particulier d’une formule d’intégrations répétées dans des
espaces homogènes associés à un groupe localement compact. En outre il donne une

élégante démonstration, par récurrence, du résultat de Minkowski, que r a un

volume fini, indépendante de la théorie de la réduction des formes quadratiques.

Enfin, MAHLER [ 5 ~ , [6] a précisé les résultats de Minkowski sur les réseaux
critiques des ensembles étoilés et particulièrement des jauges ( G est critique

pour A si m(G) _ ~ (A) et si G n Â = ~0~ ) . Il s’en est servi pour démontrer
que pour toute jauge dans Rz , ~ (K) ~ 3 ~2’ = 3 ~4~.. ~ et que sa valeur minima

n’est pas obtenue pour les ellipses ( F = 2 n/ ~ ~. 3 ~ 62~... ) contrairement à une

conjecture de COURANT (résultat obtenu antérieurement par K. REINHAR,DT ~ 8 ~ ) , et
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il a f abr iqué une j auge plane pour laquelle

g = (32 - 16 f - 4 log 2) / (z ~ - 1) = 3 , 609 ... valeur qu’il croit la plus

petite possible.
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