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SEMI-GROUPES DE FELLER INVARIANTS SUR LES ESPACES HYPERBOLIQUES

Jacques FARAUT

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du potentiel)
14e année, 1970-1972, n° 29, 17 po 25 mai 1972

Récemment C. BERG a démontré que, si X est un espace riemannien symétrique
de type non compact et de rang 1 , à toute forme de Dirichlet sur X , invariante

et non nulle, est associé un espace de Dirichlet régulier. Rappelons que cette pro-

priété n’a pas lieu dans le cas des espaces euclidiens. Pour qu’à une forme de Di-
richlet invariante sur un espace euclidien corresponde un espace de Dirichlet, il

faut et il suffit que l’inverse de la fonction définie négative qui lui correspond
soit localement intégrable. C. BERG a démontré que dans le cas des espaces rieman-

niens symétriques de type non compact et de rang 1 , cette condition est toujours

vérifiée.

Nous allons présenter une autre forme de ce résultat, et pour simplifier l’exposé,
nous nous placerons dans un cadre moins général, ce qui nous permettra de donner

des démonstrations complètes qui n’exigent du lecteur aucune connaissance relative
aux espaces riemanniens symétriques.

I. Introduction, énoncé du résultat

L’espace hyperbolique réel de dimension n est l’espace homogène X = G/K , où
G est le groupe de Lorentz S0..(l , n) (n 1 2) et K le groupe Le

groupe n) est la composante connexe de l’identité du groupe n)
des transformations linéaires de de déterminant 1 laissant invariante la

forme quadratique

Le groupe K = S0(n) est identifié au sous-groupe de G des transformations

laissant 0x0 fixe. L’espace X peut être identifié à l’ensemble des points

x==(x~ , x y ... , ~ ~ vérifiant

c’est la nappe supérieure d’un hyperboloide à deux nappes de révolution autour de

Si f est une fonction définie sur X , et g est un élément de G, nous posons
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Nous noterons C 0 (X) l’espace des fonctions continues sur X tendant vers 0 à

l’infini. Muni de la norme uniforme, c’est un espace de Banach.

Un opérateur A sur est dit invariant s’il commute avec les transforma-

tions T : 
.

g

Un semi-groupe de Feller invariant sur X est une famille (P~~~n d’opérateurs
u u~U

invariants positifs sur C (x) vérifiant

Dans cet exposé, nous nous proposons de démontrer le théorème suivant.

THÉORÈME 1.1. - Soit un semi-groupe de Feller invariant sur X . Si P

n’est pas identiquement égal à l’identité, le semi-groupe de Feller {Pt}t0 est

intégrable, c’est-à-dire que, pour toute fonction f continue à support compact et

positive, la fonction Vf , définie par

est continue et tend vers 0 à l’infini.

Remarque. - L’espace euclidien considéré comme espace homogène du groupe des dé-

placements ne possède pas cette propriété. En particulier, en dimension 2, le

semi-groupe de Gauss n’est pas intégrable.

Pour démontrer le théorème 1, nous utiliserons quelques propriétés d’analyse har-

monique. Nous identifierons les fonctions sur X aux fonctions définies sur G

invariantes à droite par K . Avec cette convention, tout opérateur borné invariant

A , sur est de la forme

est une mesure bornée sur G bi-invariante par K. Nous verrons qu’une
telle mesure est symétrique. Nous pouvons considérer ~ comme une mesure sur X

invariante par K . L’opérateur A prend alors la forme suivante

où a est le point a = (1 , y 0 , 0 , ... , 0) .

Si est un semi-groupe de Feller invariant sur X ,
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où est un semi-groupe de mesures positives sur G bi-invariantes par K,
c’est-à-dire une famille de mesures positives sur G, y bi-invariantes par K , vé-

rifiant

où m~. désigne la mesure de Haar normalisée de K, considérée comme mesure sur

G . Et nous avons

II. Fonctions pro res de 1 t o érateur de La lace

Si x et y sont deux points de nous notons
N

La métrique riemannienne, définie sur X par ds2 = - [dx , dx] , est invariante

par G . La distance géodésique r(x , y) de deux points x et y de X est

donnée par ch r(x, y) = [x , y] . .

L’ opérateur de Laplace-Beltrami, associé à cette métrique riemannienne, peut être
défini de la façon suivante (chap. X, ~ 5) : Soit f une fonction déf inie sur

X , de classe C2, et soit F la fonction définie sur le c8ne ouvert Y de 

homogène de degré 0, et dont la trace sur X est égale à f. Le laplacien ~f

de f est la trace sur X de la fonction

l’opérateur 0394 est invariant, c’est-à-dire qu’il commute avec les transformations

T .g
Soit F une fonction de classe C2, définie sur le cône ouvert Y , homogène de

degré - s (s est un nombre complexe), et solution de l’équation a F = 0 ; la

trace f sur X de la fonction F est une fonction propre de l’opérateur A :

(cette relation s’obtient en calculant F) ).
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1. Fonctions sphériques.
Soit u un p oint de Rn+1 , tel que

c’est-à-dire un point de la sphère S de dimension n - 1 , de centre a et de ra-

yon 1 , située dans l’hyperplan x 0 = 1 . Soit F la fonction définie sur le cône

ouvert Y par F(x) = ~x , u=rs (d’après l’inégalité de Schwarz nous avons

[x , ). 
’

La fonction F est homogène de degré - s , et est solution de l’équation aF==0 ,

il en résulte que

par la suite, la fonction 03C6n , définie sur X par
s

( du est la mesure sur S , invariante par K et de masse totale 1 ), est solu-

tion de

et est invariante par K, de plus ~ (a) = 1 .s

Les fonctions 03C6n sont appelées fonctions sphériques (relativement au groupe G
s
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et au sous-groupe K ). Posons

PROPOSITION 11.1. - Les solutions de ~f + X f = 0 , qui sont invariantes par
K , sont proportionnelles à 03C6s .

Une fonction f sur X , invariante par K , ne dépend que de la distance

r = r(a , x) de a à x . Pour une telle fonction, l’opérateur ~ s’écrit

Le théorème de Fuchs ([~10~ p. 203) donne le comportement en 0 des solutions de

l’équation différentielle

toute solution slécrit f = A fi + A2 f2 avec, quand r tend vers 0

Ainsi les solutions de cette équation différentielle, qui admettent une limite en

0 , constituent un espace vectoriel de dimension 1 .

Il s’en suit, puisque À s = À s-n- 1, 

2. Propriété de noyenne des fonctions ro res de l’o érateur àe Laplace.

PROPOSITION II.2. - Soit f une solution de Af + À f = 0 , alors f vérifie

Remarquons que, quand k décrit K , le point xky décrit la sphère de centre

x et de rayon r(0 , y) . Si m 
r 
f(x) désigne la moyenne de la fonction f sur

la sphère de centre x et de rayon r, la relation ci-dessus s’écrit

Démontrons la proposition. Soit f une solution de âf + À s f = 0 , pour R

~ ~ .’ ~.~ ~. n ~i’-/1’Y1/1~ ~ 1 . ~1Y!

( dk désigne la mesure de Haar normalisée de K ). La fonction F vérifie
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et est invariante par K , elle est donc proportionnelle à la fonction sphérique

~ :
s

en prenant y = a , nous obtenons f(;) = C , d’où le résultat annonce.

COROLLAIRE II.3. - En particulier si f = w , nous obtenons la relation fonc-
tionnelle des fonctions sphériques

3e Propriétés des fonctions s 

PROPOSITION II.4. - Si 0 K Re s $ n - 1 , nous avons Îtp (x) ) 1 1 .
- 8

Puisque |03C6s(x)|  S [x , du , il suffit de considérer le cas où s est

réel, 0 s n - 1 . Sur ~ R, l’application

est convexe et vérifie = ç 0 (x) = 1 , d’où le résultat annoncé.

. Remarque. - On peut montrer que la fonction sphérique ~s n’est bornée que si

o .~ Re s ;~ n- 1 [9], p . 345 ) .

PROPOSITION II.5. - Si 0  Re s n-1 nous avons lim x-ta&#x3E; = 0 .

Soit r = r(a , x) la distance géodésique de x à a. En calculant l’ ïntéale

en coordonnées sphériques, nous obtenons

Puisque cp s (x)|  03C603C3(x) , 03C3 = Re s , il suffit de montrer la proposition pour

s réel, 0  s  n - 1 . En utilisant la majoration

nous obtenons, pour 0  s  (n - l)/2 , cp (r) ~ C e" , avec
~/ /~B 

~ 
_ 

la proposition est donc démontrée pour 0  s  (n - 1 )/2 . Comme

la proposition est également démontrée pour (n - 1)/2 cause de la
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convexité de l’ application s (x) , nous avons
s

la proposition est donc aussi démontrée pour s = (n - 1)/2 .

PROPOSITION II.6. - Soit s = o + iv , nous avons, si x # a ,

Faisons , dans le changement de variable défini par,

nous obtenons

Comme fonction de 03BD , 03C603C3+i03BD. (r) se présente comme la transformée de Fourier (au
sens ordinaire) d’une fonction intégrable sur R , c’est donc une fonction qui tend
vers 0 quand v tend vers l’infini.

III. Transformation de Fourier s hériq ue

des mesures bornées bi-invariantes

1. L’algèbre de convolution M (c) .
Notons l’algèbre de convolution des mesures sur G bornées et bi-inva-

riantes par K. Nous allons voir que cette algèbre est commutative.

Si f est une fonction définie sur G, nous notons = 1(ê~) , et si
est une mesure sur G,  est la mesure définie par

PROPOSITION Si f est une fonction, définie sur G, bi-invariante par
, 

K , alors f est symétrique, c’est-à-dire f = f .

De même, si  est une mesure sur G bi-invariante par 1£ , p est symétrique,

w = 1Jt .

Posons :
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nous avons = a_t - k 0 
Tout élément g de G peut s’écrire g = k St k et k2 sont deux

éléments de K . Si f est une fonction définie sur G y bi-invariante par K,

nous avons

COROLLAIRE III.2. - L’algèbre de convolution des mesures sur G , bi-

invariantes par K et bornées, est commutative.

Si 1 et 2 sont deux mesures bornées sur G , nous avons

en effet,

Si, de et ~ sont bi-invariantes par K , il en est de même de

t~*)~ , d’où
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2. Transformation de Fourier des mesures bornées bi-invariantes (1).
La transformée de Fourier sphérique d’une mesure, bornée sur G , bi-invariante

par K ~ est la fonction (1 , définie sur

par ~(s) == j ~p (x) La fonction ~ est continue et bornée, holomorphe danss

-

et puisque tpn~,1-s -- elle vérifie

PROPOSITION III.3. - La transformation de Fourier sphérique transforme le produit
de convolution en produit simple : sont deux mesures de 

En effet,

à cause de l’invariance par K f pour tout k de K ~
~....... n n

et par suite

en utilisant la relation fonctionnelle des fonctions sphériques (corollaire II.3),
nous obtenons

3. Quelques propriétés des transformées de Fourier sphériques de mesures.

PROPOSITION III.4. - Soit ~ une mesure sur G bornée et bi-invariante par K.

Si 

En effet, d’après la proposition II.6, si x n’appartient pas à K ,

(1) Pour un exposé général de la transformation de Fourier sphérique, voir Itex-
posé de GANGOLLI p. 41.
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le résultat annoncé est alors une conséquence du théorème de convergence dominée.

PROPOSITION III.5 . - Soit ~ une mesure sur G bornée et bi-invariante par K ,

de plus, ~ est positive, Si 0jn"-l ~

Si 0  Re s  n - 1 , (x ) ç (x) = 1) = K .
- s

Pour un tel s , d’après la proposition II.5,

donc l’ensemble H = {x 1 03C6s (x) = 1} est compact. D’après la relation fonction-
s

nelle (corollaire II.3),

et d’après l’inégalité (proposition II.4), )cp (x)) ~ 1 ; 9 si deux points x et y

sont dans H , leur produit xy est également dans H . De plus, la fonction cp ,
étant bi-invariante par K , est symétrique 03C6s (x) (x-l) , donc H est un sous-

s s

groupe compact de G contenant K . Or K est un sous-groupe compact maximal de

G,donc H = K .

Démontrons maintenant la proposition. Supposons qu’il existe s~ == o + iv~ tel

= 1 , c’est-à-dire  03C6s0 (x) d (x) = 1 , on aurait alors

et puisque la mesure ~ est bi-invariante par K , on aurait ~ == m~ .

La proposition est donc démontrée puisque, d’après la proposition III.2,

IV. Formule de Plancherel

Soit f une fonction continue sur G, à support compact et bi-invariante par

K . Nous pouvons la considérer comme une fonction sur X , invariante par K . La

transformée de Fourier sphérique de f est la fonction ~ , définie par

où dx désigne la mesure sur X invariante par G , définie par la forme diffé-

rentielle -1 dx I1 dx2 ^ ... ^ dx .Xc dx A dx2 ^ ... A dx .

PROPOSITION IV. 1. - Il existe sur (0 ,oo( une mesure positive m telle ue,
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pour toute fonction f continue à support compact sur G , bi-invariante par K ,

La me sure m est appelée mesure de Plancherel.

De plus, si nous posons

ï’ a pP lication f &#x3E;-a f se prolonge en un isomorphisme de L2~(G) sur 

où L21’G) désigne l’espace des f onctions de carré intégrable sur G , bi-invarian-

tes par K . C’est la transformation de Fourier-Plancherel sphérique ([9], p. 331) .

(a) Dans une première étape, nous montrerons qu’il existe une mesure m sur

(0 , oo( , telle que si f est une fonction de classe C sur G , à support com-

pact, et bi-invariante par K ,

La fonction f peut être considérée comme une fonction définie sur X ne dépen-
dant que de En utilisant la formule

nous obtenons

Cette intégrale étant indépendante de u, nous pouvons choisir u = ( 1,1 ,0 ,...0 ) .
Pour le calcul de cette intégrale, posons x = Xo - est nous avons

d’où

d’autre part, ... + x ) , d’où finalement

-t/2et en posant Yk = e ~, 2~k~n ,

Si nous posons
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nous obtenons

Ainsi la transformation de Fourier sphérique se présente comme la composée de

deux transformations, la deuxième étant la transformation de Fourier classique.

Nous allons terminer la démonstration dans les cas particuliers n = 2 et n = .3 .

Pour n = 2 , nous avons

00

C’est l’équation d’Abel. Si nous supposons que f est de classa C , noue

avons

La fonction t ~--~G(ch t) est une fonction paire de classe C~ à support com-

pact dans la transformée de Fourier classique est la fonction v- f ( ~ + iv) ,
d’où

et par suite,

Or

d’où finalement

Pour n = 3 , nous avons

et si nous supposons que f est de classe f(l) ==--:2014 or

d’ ~ù finalement
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(b) Démontrons maintenant la proposition IV.1. Soit f une fonction de classe

C~ sur G ~ à support compact, et bi-invariante par K. Posons

nous avons

et

en utilisant le résultat démontré en (a), nous obtenons

D’autre part, on peut montrer que l’application est un isomorphisme de

l’espace des fonctions de classe C sur G , à support compact, et bi-invariantes
00

par K sur l’espace des fonctions de classe C sur R à support compact et pai-
res. Notons

Il résulte de ce qui précède que l’ application f se prolonge en un iso-

morphismede L29(G) sur L ((0 

V. Semi-groupes de mesures et fonctions définies négatives

Soit un semi-groupe de mesures positives sur G, bi-invariantes par

K , c’est-à-dire une f amille de mesures sur G , bi-invariantes par K , vérifiant

Soit Jl. la transformée de Fourier sphérique de la mesure ~.. Pour

v réel, la fonction cps est réelle, et tend vers 0 à l’infini. Par suite, la

fonction f , définie sur (0 , oo( par f(t) = ~.(((n - 1)/2) + iv) , est réelle,
continue en 0 , et vérifie

il en résulte qu’il existe un nombre q(v) , positif ou nul, tel que
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la fonction q est continue sur R , positive ou nulle, et paire.

DÉFINITION V.l ([1], p. 13). - Une fonction q associée de cette façon à un semi-

groupe de mesures positives sur C~ , bi-invariantes par K , est appelée fonction

définie négative.

PROPOSITION V.l (~l], p. 22 ) . ’ - S i q est une fonction définie négative, non

identiquement nulle, alors inf03BD~R q(v) &#x3E;0 .

La fonction q est associée à un semi-groupe de mesures { t}t0 . Par hypothèse,
il existe t &#x3E; 0 tel 1n~ -L , et, d’après la proposition III.5, nous avons

pour un tel t

et 1 ) /2 ) + iv) = le résultat annoncé s’en déduit.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème énoncé au début de cet exposé :

THÉORÈME 1.1. -Soit un semi-groupe de Feller invariant sur X . Si Pt
n’est pas identiquement égal à l’identité, le semi-groupe de Feller est

intégrable, c’est-à-dire que, pour toute fonction f continue, à support compact

et positive, la fonction Vf définie par Vf(x) = JO Pt est continue, et
tend vers 0 à 1~ infini.

Nous avons P~ f = f ~ ~. , où est un semi-groupe de mesures positives sur

G il bi-invariantes par K . Soit q la fonction définie négative qui lui est asso-

ciée, d’après la proposition V.l, il existe une constante positive c~ telle que

q(v) 4 Qf &#x3E; 0 .

Soit f une fonction continue sur G, à support compact, bi-invariante par K ,

et positive. Il résulte de la formule de Plancherel que nous avons

et par suite

cela montre qu’il existe une mesure de Radon positive K sur G, bi-invariante

par K , telle que
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Si f est une fonction continue sur G ; à support compact, et bi-invariante par

K , posons h(y) = f(~) ; la fonction h appartient à L2«(0, m( , m) , il
existe donc, d’après la proposition une fonction F de L2~(G) telle que

h(v) =?(B)) . Pour toute fonction g , continue sur G, à support compact, et bi-

invariante par K, d’après la formule de Plancherel,

donc et

Si f et g sont deux fonctions continues sur G , à supports compacts et bi-

invariantes par K, la fonction f * est une fonction continue sur G qui

tend vers 0 à l’infini, comme produit de convolution de deux fonctions de carré

intégrable.

Soit f une fonction continue positive sur X à support compact, elle peut être

majorée par une fonction de la forme fl * f~ , où fi et f 2 sont deux fonctions

continues positives sur X à support compact , invariantes par K , ainsi f * K

tend vers 0 à l’infini, d’où le résultat annoncé, car Vf = f ~ 1~; .

Remarques.

1° Il est possible de donner la forme explicite du générateur infinitésimal d’un

semi-groupe de Feller invariant. Soit ~ ~ , A) un tel générateur, son domaine DA
contient l’espace des fonctions de classe C à support compact. Pour une telle
fonction f , nous avons

où a et c sont deux constantes positives ou nulles, 03C3 est une mesure positive

sur )0, 0153( , telle que
h

ù est l’opérateur de Laplace, et M f(x) est la moyenne de la fonction f sur
r

la sphère de rayon r et de centre x . C’est un cas particulier d’un théorème de

([5J, p. 290).

De cette formule se déduit la représentation des fonctions définies négatives:

q(v) = a[«n - 1)/2)2 + v2] + c + [1 - ~«n-1)/2)+iv(r)J 
c’est un cas particulier de la formule de Lévy-Khinin, démontrée par GANGOLLI ([21

p. 235) .
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20 Soit V Une application linéaire positive de l’espace CK(X) des fonctions

continues à support compact dans C0(X) . Si li est invariante, et vérifie le prin-

cipe complet du maximum, on peut montrer que ’V est un noyau àe Hunt, c’est-à-dire

qu’il existe un semi-groupe de Feller invariant {Pt}t0 tel que, pour toute fonc-

de 
_ 

. 

’

La démonstration utilise le théorème de Hunt-Lion (voir ~7~, p. 403, et [4J p. 137)
et le f ait que K est un sous-groupe compact maximal de G .

3° Un noyau de Hunt invariant V se prolonge en un opérateur borné sur L2(x) .
Soit {Pt}t0 le semi-groupe de Feller invariant associé à V , nous avons

est un semi-groupe de mesures positives, bi-invariantes par K y soit
K la mesure de Radon positive, bi-invariante par K , définie par K == j.. t dt ,
nous avons o

Soit q la fonction définie négative associée à 

posons a = inf 
~ER q(~) ~ nous avons 0 (proposition ’ V.l) et la norme de V

opérant sur L2(xT est égale à 1/of .

Il est remarquable que, bien que la mesure X ne soit pas bornée en général,

l’opérateur V se prolonge en un opérateur borné sur L2(X) . Ce résultat doit
être rapproché du phénomène de Kunze-Stein ([6J, p. 52, voir aussi [3~).

Exemples. - L’ opérateur de Laplace ~ est le générateur inf initésimal d’ un semi-

groupe de Feller invariant qui, d’ après le théorème I. ~ , est intégrable pour tout

n ~ 2. Le noyau de Hunt associé est de la forme

pour n = 2 , nous avons

et pour n = 3 ,

La mesure K , qui lui est associée, n’est pas bornée. Nous avons en effet, pour

n = 2 ,
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La fonction définie négative associée à ce semi-groupe est

nous avons a = inf q(v) = ((n - 1),/?)2 , et la norme de l’opérateur V opérant
sur L2(X) est égalera 1/03B1 = ((n - 1)/2)-2 .
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