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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 2901
(Théorie du potentiel)
14e année, 1970-1972, n°® 29, 17 p. 25 mai 1972

SEMI~GROUPES DE FELLER INVARIANTS SUR LES ESPACES HYPERBOLIQUES

par Jacques FARAUT

Récemment C. BERG [1] a démontré que, si X est un espace riemannien symétrique
de type non compact et de rang 1 , & toute forme de Dirichlet sur X , invariante
et non nulle, est associé un espace de Dirichlet régulier. Rappelons que cette pro-
priété n'a pas lieu dans le cas des espaces euclidiens. Pour qu'a une forme de Di=-
richlet invariante sur un espace euclidien corresponde un espace de Dirichlet, il
faut et il suffit que 1l'inverse de la fonction définie négative qui lui correspond
soit localement intégrable. C. BERG a démontré que dans le cas des espaces rieman-
niens symétriques de type non compact et de rang 1 , cette condition est toujours
vérifiée,

Nous allons présenter une autre forme de ce résultat, et pour simplifier 1'exposé,
nous nous placerons dans un cadre moins général, ce qui nous permettra de donner
des démonstrations compldtes qui n'exigent du lecteur aucune connaissance relative

aux espaces riemanniens symétriques.

I. Introduction, énoncé du résultat

L'espace hyperbolique réel de dimension n est 1'espace homogéne X = G/K , ol
G est le groupe de Lorentz SOO(l , n) (n 2z 2) et K 1le groupe SO(n) . Le
groupe SOO(l , n) est la composante connexe de 1'identité du groupe 80(1 , n)

1 4e déterminant 1 laissant invariante la

. 3 r . n
des transformations linéaires de ’E +
forme quadratique

x2 - x2 - x2 - - x2
O 1 2 oo n L ]

Le groupe K = S0(n) est identifié au sous-groupe de G des transformations
laissant Oxo fixe. L'espace X peut &tre identifié & l'ensemble des points
X = (xo » Xy g ey xn) vérifiant

2 2 2 2 _
XO—XI-XZ—...-Xn—l, XO

ctest la nappe supérieure d'un hyperboloide & deux nappes de révolution autour de

>0,

Oxo .

Si f est une fonction définie sur X , et g est un élément de G , nous posans

Ty f(x) = f(g’l z) .
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Nous noterons CO(X) 1'espace des fonctions continues sur X tendant vers 0 a

1'infini. Muni de la norme uniforme, c'est un espace de Banach.

Un opérateur A sur CO(X) est dit invariant s'il commute avec les transforma-
tions T_ @
g

v € G T A=AT .
g ’ g g

Un semi-groupe de Feller invariant sur X est une famille {Pt}t>0 dtopérateurs

invariants positifs sur C.(X) vérifiant

0

Po=T» Py Po=Py ol <

v fecy(x), lim P, -1 =0,

Dans cet exposé, nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant.

THﬁORﬁME I.1. - Soit {Pt}t>0 un semi-groupe de Feller invariant sur X . Si Pt

n'est pas identiquement égal & 1l'identité, le semi-groupe de Feller {Pt}t>0 egt
e

intégrable, c'est-a~-dire que, pour toute fonction f continue & support compact et

positive, la fonction Vf , définie par

Vf(x) = f: P, f(x) dt ,

est continue et tend vers 0 a l1l'infini.

Remarque. = L'espace euclidien considéré comme espace homogéne du groupe des dé-
placements ne posstde pas cette propriété. En particulier, en dimension 2 , le

semi-groupe de Gauss n'est pas intégrable.

Pour démontrer le théoréme 1, nous utiliserons quelques propriétés d'analyse har-
monique. Nous identifierons les fonctions sur X aux fonctions définies sur G
invariantes & droite par K . Avec cette convention, tout opérateur borné invariant

A, sur CO(X) , est de la forme
Af = f %,

oi p est une mesure bornée sur G bi-invariante par K . Nous verrons qu'une
telle mesure est symétrique. Nous pouvons considérer u comme une mesure sur X

invariante par K . L'opérateur A prend alors la forme suivante
a(ga) = [ £(gx) au(x) ,
o a estlepoint a=(1,0, 0, eeo , O) &
Si {Pt}t;o est un semi-groupe de Feller invariant sur X ,

Ptf=f*p,t,
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ou [“t}t>0 est un semi~-groupe de mesures positives sur G bi-invariantes par X,
‘s
c'est-d-dire une famille de mesures positives sur G , bi-invariantes par XK , vé-

rifiant
[aw, <1,
Mg * Mg T Hiig 0
limg oWy = mp (vaguement ),

ol me désigne la mesure de Haar normalisée de K , considérée comme mesure sur

G « Bt nous avons

p, £(ea) = [ £(ex) au (x) .

II. Fonctions propres de l'oEérateur de Laplace

n+1

Si x et y sont deux points de R , nous notons

[X’YJ=XOY0"X1Y1'—-..-Xnyn.
La métrique riemannienne, définie sur X par d52 = - [dx , dx] , est invariante

par G . La distance géodésique r(x ’ y) de deux points x et y de X est

donnée par ch r(x , y) =[x, yv] .

L'opérateur de Laplace-Beltrami, associé & cette métrique riemannienne, peut 8tre
défini de la facon suivente [11] (chap. X, § 5) : Soit f une fonction définie sur

X , de classe 02 , et soit F 1la fonction définie sur le cBne ouvert Y de RF+1,

Y=1{xeR | [x,x]>0, x, > 0}

homogéne de degré O , et dont la trace sur X est égale & f , Le laplacien Af

de f est la trace sur X de la fonction

2 2 2
3 F o F F
-0 F = = +—_—'+.oo+a .
2 2 2
ox ox ox
0 1 n

1topérateur A est invariant, c'est-a-dire qu'il commute avec les transformations

T o
g

Soit F une fonction de classe c? y définie sur le cBne ouvert Y , homogdne de
la

degré - s ( s est un nombre complexe), et solution de 1'équation O F =0 3
trace f sur X de la fonction F est une fonction propre de 1l'opérateur A :

M +s(n=-1=-8)f=0

(cette relation s'obtient en calculant oO([x , x]s/2 F) ).
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bd

%2
1+ Fonctions sEhérigues.
Soit u un point de Rp+1 , tel que
n 2
ug =1, g up =1,

c'est-a-dire un point de la sphdre S de dimension n - 1 , de centre a et de re
yon 1 , située dans 1l'hyperplan Xy =1 Soit F 1la fonction définie sur le c8ne
owert Y par F(z) =[x , u]® (d'aprés 1'inégalité de Schwarz nous avons

[x ,ul>0). '

La fonction F est homogéne de degré - s , et est solution de 1'équation OF=0 ,

il en résulte que
Alx , uT®) +s(n=-1-8)x,u]" =0,
par la suite, la fonction P définie sur X par
o (x) = IS [x , u]™® du,

( du est la mesure sur S , invariante par K et de masse totale 1 ), est solu-

tion de
b + s(n-1-28) 9, =0,
et est invariante par K , de plus ¢s(a) =1 e

Les fonctions P sont appelées fonctions sphériques (relativement au groupe G
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et au sous-groupe K ). Posons

A = s(n-1-38).

PROPOSITION II.1. = Les solutions de Af + Xs f =0, qui sont invariantes par

K , sont proportionnelles & w_ .

Une fonction f sur X , invariante par K , ne dépend que de la distance

r=r(a, x) de a & x . Pour une telle fonction, l'opérateur A s'éerit

- 1=n d n-1 4af
af = (shor) ™ L(sh )7 F] .
Le théortme de Fuchs ([10], p. 203) donne le comportement en O des solutions de

1'équation différentielle

(sh )™ a‘%—, [(sh r)*1 %] + Af

0,

toute solution s'éerit f = A1 fl + A2 f2 avec, quand r tend vers O
f1<r) ~ 1,
fz(r)tv 2D g on>2 ,
f2(r) ~logr si n=2.,

Ainsi les solutions de cette équation différentielle, qui admettent une limite en-

0 , constituent un espace vectoriel de dimension 1 .

' . . pu—y —3
I1 s'en suit, puisque A  =A ., que @ =@ . o .

2 Progriété de moyenne des fonctions propres de 1'opérateur de Laplace.

PROPOSITION II.2. - Soit f wume solution de Af + Xs f =0, alors f wvérifie

JK f(xky) ak = £(x) o (y) .

Remarquons que, quand k décrit K , le point xky décrit la sphdre de centre
x et de rayon r(0 , y) . Si m% f(x) désigne la moyenne de la fonction f sur

la sphére de centre x et de rayon r , la relation ci-dessus stéerit
mr f(x) = f(x) ¢s(r) o

Démontrons la proposition. Soit f wune solution de Af + Xs f =0, pour x

fixé dans G , considérons la fonction
P(y) = I £(xy) ax
( dk désigne la mesure de Haar normalisée de K ). La fonction F vérifie

AF +A_ F=0,
S
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et est invariante par K , elle est donc proportionnelle A la fonction sphérique

Py 2

F(Y) CQPS(Y) ’

en prenant y = a , nous obtenons f(x) = ¢C , d'ou le résultat annoncé.

COROLLAIRE II.3. - En particulier si

tionnelle des fonctions sphériques

[}
1

Py » DOUS obtenons la relation fonc-

[ o (m) ax =0 (=) 0,(5) .

3. Propriétés des fonctions sEhérigues.

PROPOSTIION II.4. - Si O < Re s €£n - 1 , nous avons st(x)l <1 .

Puisque l(ps(x)l < J,S [x, uTRe ® du , il suffit de considérer le cas ou s est

réel, 0<s<g<n-=-1,.,8ur R, 1'application

S =3 cps(x) = JS [x, ul® au

est convexe et vérifie cpn_l(x) = cpo(x) 1, d'ou le résultat annoncé.

- 3 7z - ' ’ 3
Remarque. On peut montrer que la fonction sphérique P, n est bornée que si
0.& Re s sn=1 (@) p. 345).

PROPOSITION II.5. = 3i O < Re s <n~] nous avons limx__m cps(x) =0 .

Soit r = r(a , x) 1la distance géodésique de x & a . En calculant 1l'intégrale
v_(x) = [x, ul® du
s S
en coordonnées sphériques, nous obtenons

i
(1) cps(r) =m%—n% IO (ch r - cos 6 sh r)-s s:mmm2 8 46 .

Puisquse lcps(x)l < cpc(x) , 0 =Re s, il suffit de montrer la proposition pour

s réel, 0<s<ne=1,En utilisant la majoration
ch r - cos © shr>%(1 - cos 0) et ’

nous obtenons, pour 0 < s < (n - 1)/2 , cps(r) <cg e 7%, avec

¢ = Tn/2)
s ~w~vm I({n =~ 1)/2)

la proposition est donc démontréepour O < s < (n - 1)/2 . Comme

s 4 -8 N2
2% [ (1 - cos 0)™ sin®% 0 a0 ,

cpn--l-s

(x) = o (x) ,

la proposition est également démontrée pour (n-1)/2<s<n-1 .4 cause de la
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convexité de l'application s =3 ws(x) , nous avons
1
Pn-1)/2(F) € 5 [o(x) + o, ()],

la proposition est donc aussi démontrée pour s = (n=-1)/2.

PROPOSITION II.6. - Soit s =0 + iv , nous avons, si x # a ,

lim ¢b+iv(x) =0 .

Faisons, dans 1'intégrale (1), le changement de variable défini par,
chr-cos§gshrs= et R
nous obtenons

i = ey (oh )20 [ [P (e S22 (100t ot g

Comme fonction de v , ?3+iv(r) se présente comme la transformée de Fourier (au

sens ordinaire) d'une fonction intégrable sur R , c'est donc une fonction qui tend

vers O quand v tend vers l'infini.

III. Transformetion de Fourier sEhérigue

des mesures bornées bi-invariantes
P e e e ay a e T e e e  a a a  a a ad

ie L'algdbre de convolution ML(G) .

Notons M%(G) 1'algebre de convolution des mesures sur G bornées et bi-inva-

riantes par X . Nous allons voir que cette algdbre est commutative.

Si f est une fonction définie sur G , nous notons ¥(g) = f(g‘l) , et si w

est une mesure sur G , ; est la mesure définie par
Ifd‘:-’-’-,j‘%d}ho

PROPOSITION IIT.l. -~ Si f est une fonetion, définie sur G , bi-invariante par

K , alors f est symétrique, c'est-d-dire f = ¥,

De m&me, si w est une mesure sur G Dbi-invariante par X , u est symétrigue,

v
=R

Posons



29-08

gt sht 0lo... o0,
isht cht O o...o\
I L[]
o) 0 1]0...0

a_t=§-—.-—-.—.-.---—-l
0 o ol1 o}
R /
\ . /
) 0 0 ¢t0 1
1 0 0]0...0
O -1 0*000-0\;
O 0 “'1'0.000!

k=-—‘-—o—-¢—-o—o—-o

0 |
i 0 o o] 1 0
Vo S
‘o 0o 00 1

nous avons a.l=a, =k a
t -t 0t O ¢
Tout élément g de G peut s'éerire g = k1 at 50 ou k1 et k2 sont deux

éléments de K ., Si f est une fonction définie sur G , bi~invariante par X ,
nous avons

£(g™h)

fla_y) = £(x, a, k) = £(a,) = £(g) .

1]

¥g)

]

-1 -1
£(k;" a_y X]7)

1]

h
COROLLAIRE III.2. - L'algdbre de convolution M'(G) des mesures sur G , bi-

invariantes par K et bornées, est commutative.

Si Wy et o sont deux mesures bornées sur G , nous avons

-

(P‘I*H‘Z) =H“2*‘I1 H
en effet,
Ie Aw, # Wy = I ) au(x) auly)
=5 Y A () auy(y)
Si, de plus, My et Mo sont bi-invariantes par K , il en est de méme de
By * Ho oy d'ol
- L 4
T o e PR T PR T
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2+ Transformation de Fourier sghérigue des mesures bornées bi-invariantes (1).
lan aa a aV Vo)

La transformée de Fourier sphérique d'une mesure, bornée sur G , bi-invariante

par K , est la fonction f , définie sur
{se€c| 0<Resgn -1}
~ J‘ . - . z
par h(s) = ¢s(x) du(x) « La fonction @ est continue et bornée, holomorphe dans
{sec| 0O<Res<n-1},
et puisque Qn—l-s =9 elle vérifie

ﬁ(n -1-8)= ﬁ(s) .

PROPOSITION III.3. - La transformation de Fourier sphérique transforme le produit

de convolution en produit simple : si My et Mo sont deux mesures de M%(G) ’

i () =0, (s) fiy(s)
En effet,
Wy mup(s) = I o (xv) apy () auy(e)
a cause de 1l'invariance de W, par K, pour tout k de X,
67 W y(s) = I o () @ (x) awy(3)
et par suite
0 Rugs) = Iy Iy L o o) axd s (0) au()

en utilisant la relation fonctionnelle des fonctions sphériques (corollaire II.3),

nous obtenouns

500 = I o0 @ () [} e (v) auy(3)

= (e B,0s)

3. Quelques grogriétés des transformées de Fourier sghérigues de mesures.

PROPOSITION III.4. = Soit u wune mesure sur G bornée et bi=-invariante par K .

§_i_ OSO'sn-I.
. -~ . =
lim plo + iv) = u(K) .
En effet, d'aprés la proposition IT.6, si x n'appartient pas & K ,

lim o, @ +iV(x) =0

(1) Pour un exposé général de la transformation de Fourier sphérique, voir l'ex-
posé de GANGOLLI dans [8], p. 41.
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le résultat annoncé est alors une conséquence du théordme de convergence dominée.

PROPOSITION III.5. = Soit @ wune mesure sur G bornée et bi-invariante par X ,

de plus, wm est pogitive, I dw<l, p# M «S8i 0<og<n-1,

sup_ .o alo +iv) <1 .

LEMME, - Si C<Res<n-1, {x| ¢S(x) =1}

il
=~
.

Pour un tel s , d'aprds la proposition II.5,
limx__«o ¢%(x) =0,

donc 1l'ensemble H = {x | ¢S(x) =1} est compact. D'aprds la relation fonction-

nelle (corollaire II.3),

FK o (xky) ax = o (x) o (y) ,

et d'aprés 1l'inégalité (proposition I1.4), ‘¢s(x)l £ 1 ; si deux points x et ¥y
sont dans H , leur produit xy est également dans H . De plus, la fonction Qg s
étant bi-invariante par X , est symétrique @S(x) = ¢S(x'1) , donc H est un sous-
groupe compact de G contenant K . Or K est un sous-groupe compact maximal de

¢ ,donc H=K .

Démontrons maintenant la proposition. Supposons qu'il existe 8g =0 + ivo tel
que ﬁ(so) =1, c'est-d~dire f ?q (x) dp(x) =1 , on aurait alors
0

supp(u) © {x | o  (x) =1} =k,
9]
et puisque la mesure w est bi-invariante par K , on aurait p = Dy o
La proposition est donc démontrée puisque, d'aprés la proposition III.2,

lm alo +iv) =u(®) <1 .

IV. Formule de Plancherel

Soit f une fonction continue sur G , & support compact et bi-invariante par
K . Nous pouvons la considérer comme une fonction sur X , invariante par K . La

transformée de Fourier sphérique de f est la fonction £ y définie par
#(s) = XX ws(x) f(x) ax ,

ou dx désigne la mesure sur X invariante par G , définie par la forme diffé-

Lax. A ax Aees Adx_

rentielle xo 1 >

PROPOSITION IV. 1. — Il existe sur (0 , »( une mesure positive m telle que,
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pour toute fonction f continue & support compact sur G , bi-invariante par X ,
Do) 12 ax = Ly ¢ 18 = 1)/2) + 19)12 an(s)

La mesure m est appelée mesure de Plancherel.

De plus, si nous posons

F(v) = #(((n - 1)/2) + iv) ,

1'application f h—afF se prolonge en un isomorphisme de LZH(G) sur L2((O,w(,m),

e z . s e L2 s 2 .
ou L21(G) désigne l'espace des fonctions de carré intégrable sur G , bi-invarian-

tes par K . ('est la transformation de Fourier-Plancherel sphérique ([9], p. 331).

(a) Dans une premiére étape, nous montrerons qu'il existe une mesure m sur
(o, w( s, telle que si f est une fonction de classe ¢ sur @ s & support com-

pact, et bi-invariante par K ,
£(e) = J g ¢ B((n = 1)/2) + 13) an(s) .

La fonction f peut &tre considérée comme une fonction définie sur X ne dépen—

En utilisant la formule

CPS(X) = J‘S [x,ul™® au,

dant que de Xy o

nous obtenons

(s) = f f(xo)[x , ul’® xal dx, A eee A dx .

1

Cette intégrale $tant indépendante de wu , nous pouvons choisir u = (1,1,0,...0).

Pour le calcul de cette intégrale, posons xl =Xy - et » nOus avons
t
dx1 = dxo - e dt
_ o=l t
= XO (Xl dx1 + x, dx2 + eee + xn dxn) - e dt
-t
=e (x2 AX, + ees + X dxn) - x, dt
d'ou
-] _ .
X dx1 A dx2 A eoe A dxn == dt A dx2 A eee A dxn H
' 1 =t/ 2 2 -
d'autre part, xo =ch t +-§ e (x2 + eee + xn) s d'ou finalement
A f 1 =t/ 2 2 -3t
f(s) = J f[cht-+-§ e (x2 + ees + xn)] e dZ, eee dxn dt
et en posant Ve = e"t/2 X 2<kgn,
vt

a oy o 1.2 24 i
f(((n = 1)/2) + iv) = f flcht + 2(y2 Yoot yh)] e dy, eee dy 4t .
Si nous posons

! 1.2 2
Ff(t) = J f[cht-rzﬁyé dooot yn)] dy, eee Ay,
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nous obtenons
H((n - 1)/2) + 1) = pye) ™ at .

Ainsi la transformation de Fourier sphérique se présente comme la composée de

deux transformations, la deuxidme étant la transformation de Fourier classique.
Nous allons terminer la démonstration dans les cas particuliers n =2 et n =3,
Pour n = 2 , nous avons
Fo(t) = e(ch§ = 2 f: £(cht + 53°) dy .

C'est 1'équation d'Abel. Si nous supposons que f est de classe ¢ , nous

avons

_if e'(1 + L9 ar
m-0

£(1) 5

2

La fonction ¢t -3 G(ch t) est une fonction paire de classe C & support com-

oo
1 ' (o :
-ﬂfOG(cnﬁ ch = dt

pact dans la transformée de Fourier classique est la fonction v == f(-12- + iv) ,

d'ou
1 0% a1
G(eh t) = -ﬂ-J f(-é- + iv) cos vt dy
er(ent) = =10 3+ 1y) st 4
™m0 T\2 v AV

et par suite,

[+ -] 0
1 arl . sin vt
e(1) =0 [ 2L+ 1) v dy dt .
2n2 070 2 sh t72

Or

‘f sin vt

O-mdt=ﬂthﬂ'\),

d'ol finalement
(e°]

£(1) =-2-§_[-fo ?(-12-+ iv) vy th v dy &
Pour n = 3 , nous avons
xQ
F(t) = G(ch t) = 2n fo £(ch t +-1- %) r ar
et si nous supposons que f est de classe C , f(1) =- -—- G'(1) , or
G(ch t) “—J\ f(l + l\)) cos yt dv ,
1 (o]
¢t (1) = -FJO f(1 + iv) v dv ,

dteu finalement

f(l) = 2 Jz :?(1 + i\)) \)2 dv .
21
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(b) Démontrons maintenant la proposition IV.l. Soit f une fonction de classe

¢ sur G s a support compact, et bi-invariante par K . Posons
g(z) = JrG £(yx) T(y) ay ,
nous avons
gle) = 12312 a5

et

g(((n = 1)/2) + 1) = |#(((n = 1)/2) + 1)|?,
en utilisant le résultat démontré en (a), nous obtenons

e ar = Ty ¢ 180G = 1)/2) + 1) Pan(y)

D'autre part, on peut montrer que l'application f h—irFf est un isomorphisme de
1t'espace des fonctions de classe ¢ sur ¢ » & support compact, et bi-invariantes
par K sur l'espace des fonctions de classe ¢ sur R & support compact et pai-

res. Notons
T(v) = ¥ ((n = 1)/2) + iv) .

I1 résulte de ce qui précéde que 1l'application f—3TF se prolonge en un iso-
morphisme de L2 (@) sur LA , »( , m) .

Ve Semi~grouges de mesures et fonctions définies négatives

Soit {Mt}t>0 un semi-groupe de mesures positives sur G , bi-invariantes par

K , c'este=d-dire une famille de mesures sur G , bi-invariantes par X , vérifiant
[ag <,
Mg ¥ Hg Thig s B =g
1imt~0 Wy = Dy (vaguement).
Soit ﬁt la transformée de Fourier sphérique de la mesure Wy o Pour
s=((n-1)/2) +1iv,

v Tréel, la fonction P est réelle, et tend vers 0 & 1'infini. Par suite, la
fonction f , définie sur (0, »( par f£(t) = ﬁt(((n - 1)/2) + iy) , est réelle,

continue en 0 , et vérifie
£(t + s) = £(t) £(s) , lt(¢)] < 1,

il en résulte qu'il existe un nombre q(v) , positif ou nul, tel que
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Gy (((2 = 1)/2) + 4v) = ~talv) ,

la fonction q est continue sur R , positive ou nulle, et paire,.
~

DEFINITION V.1 ([17, p. 13). ~ Une fonction q associée de cette facon & un semi-

groupe de mesures positives sur G , bi-invariantes par X , est appelée fonction

définie négative.

PROPOSITION V.1 ([1], pe 22). = 8i q est une fonction définie négative, non
v) >0 .

identiquement nulle, alors inf

{
ver &
La fonction q est associée & un semi-groupe de mesures {“t}t>0 « Par hypothdse,
-
il existe t > 0 tel que Moy # m, , et, d'aprés la proposition III.5, nous avons
pour un tel £

sup @t(((n -1)/2) +iy) <1

~tq(v)

et puisque ﬁt(((n -1)/2) + iv) = e , le résultat annoncé s'en déduit.

Nous pouvons maintenant démontrer le théordme énoncé au début de cet exposé :

THEOREME I.1l. - Soit {P }t>0 un_semi-groupe de Feller invarient sur X . Si P,

n'est pas identiquement égal & 1'identité, le semi-groupe de Feller tPt}t>O est

intégrable, c'est-a-dire que, pour toute fonction f continue, a support compact

et positive, la fonction V£ définie par V£(x) = XO P, £(xz) dt est continue, et

tend vers O & 1ltinfini.

Nous avons Pt f=1f%* Wi o ou ﬁ¢ } est un semi-groupe de mesures positives sur
G, bi-invariantes par K . Soit q la fonction définie négative qui lui est asso=-
ciée, d'aprés la proposition V.1, il existe une constante positive o telle que

q(V) a>0 .

Soit f wune fonction continue sur G , & support compact, bi-invariante par K ,

et positive. Il résulte de la formule de Plancherel que nous avons
- ()12 o-talv)
fG (f % %) dp, = I(O,m( [£(v)]€ e dm(v)
et par suite
O 2 2
Pl Ceen adae =l 1e)I? Ly al) <2 0 120)1% anv)

cela montre qu'il existe une mesure de Radon positive X sur G , bi-invariante

par X , telle que

Q
X = IO My (intégrale vague).
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Si f est une fonction continue sur G , a support compact, et bi-invariante par
X , posons niy) = 1/q(v)'F(v) s la fonction h appartient a L2((O ’ N , m) , 1l
existe donc, d'aprds la proposition IV.1, une fonction ¥ de LZQ(G) telle que
h(v) =‘§(v) . Pour toute fonction g , continue sur & , & support compact, et bi-

invariante par K , d'aprés la formule de Plancherel,
F e e &0 ax = ] 7(x) &2 ax
donc FP=f %% , et

H 1 4
I« %il, <3 Il

Si f et g sont deux fonctions continues sur G , & supports compacts et bi-
invariantes par K , la fonction f % g = X est une fonction continue sur G qui
tend vers O & 1'infini, comme produit de convolution de deux fonctions de carré

intégrable,

Soit f wune fonction continue positive sur X & support compact, elle peut &tre
majorée par une fonction de la forme fl * fz , OU f1 et f2 sont deux fonctions

continues positives sur X & support compact, invariantes par X , ainsi f « X

tend vers O 2 1'infini, d'ou le résultat annoncé, car VI =1 % X ,

Remargues.

19 I1 est possible de domner la forme explicite du générateur infinitésimal d'un
semi~groupe de Feller invariant. Soit (DA , A) un tel générateur, son domaine DA
contient 1l'espace des fonctions de classe 02 a support compact. Pour une telle

fonction f , nous avons
a2(x) = at(x) = ot(x) +y) o I 2(x) - 2(x)] @0 (x)

ob a et c¢ sont deux constantes positives ou nulles, ¢ est une mesure positive
sur JO , »( , telle que

r r2
A -—-—-————d.O'(I‘)<® .
2
1+

A est 1l'opérateur de Laplace, et mf f(x) est la moyenne de la fonction f sur
la sphdre de rayon r et de centre x . C'est un cas particulier d'un théoréme de

gonT ([5], pe 290).
De cette formule se ddduit la représentation des fonctions définies négatives @
- 2 2 .
a(v) = s[((n = 1)/2)% + 2T+ o+ Iy, 0 L1 = @1y /2)000 ()] () 5

clest un cas particulier de la formule de Lévy-Khinlin, démontrée par GANGOLLI ([23
p. 235).
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2° Soit ¥V wune application linéaire positive de l'espace CK(X) des fonctions
continues & support compact dans CO(X) « 81 V est invariante, et vérifie le prin-
cipe complet du maximum. on peut montrer que V est un noyau de Hunt, clest-a~dire
qu'il existe un semi-groupe de Feller invariant {Pt} £20 tel que, pour toute fonc-
tion f de cK(x) ,

vi(x) = .fz P, £(x) at .

La démonstration utilise le théordme de Hunt-Lion (voir [7], p. 403, et [4] p. 137)

et le fait que X est un sous-groupe compact maximal de G .

3° Un noyau de Hunt invariant V se prolonge en un opérateur borné sur L2(X) o

Soit {Pt}t>0 le semi-groupe de Feller invariant associé & ¥V , nous avons
Pt f=7fx% By oo

ol {“‘t}’t>_0 est un semi-groupe de mesures positives, bi-invariantes par &L soit

K 1la mesure de Radon positive, bi-invariante par K , définie par ¥ = at ,

(o Rat”
nous avons Vf =f x¥X o

Soit g 1la fonction définie négative associée & {“'t}t>0 :
a -t
5, (((n = 1)/2) + 1) = o780
posons o = inf o q(v) , nous avons o > O (proposition V.1) et la norme de V
opérant sur LZ(X'T est égale 3 1/x .

I1 est remarquable que, bien que la mesure X ne soit pas bornée en général,
1'opérateur V se prolonge en un opérateur borné sur LZ(X) . Ce résultat doit

8tre rapproché du phénoméne de Kunze-Stein ({67, p. 52, voir aussi [3]).

Exemples. - L'opérateur de Laplace A est le générateur infinitésimal d'un semi-
groupe de Feller invariant qui, d'aprds le théoréme I.1, est intégrable pour tout

n = 2 . Le noyau de Hunt associé est de la forme
vE(x) = fx r(zx, y)]£(y) a5 ;

pour n = 2 , nous avons

L
2

z

k(r) = >

log cot h
et pour n=3,
k(r) =-%‘-(cothr-1) .

La mesure X , qui lui est associée, n'est pas bornée. Nous avons en effet, pour

n=2,

(oo]

Idﬁ:ZnJ\Ok(r) shrdr = ,
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La fonction définie négative associée & ce semi-groupe est

a(v) = ((n - 1)/2)2 + V2,

nous avons ¢ = :'LnfvGR q(v) = ((n - 1)/2)2 , et la norme de 1l'opérateur V opérant
sur LZ(X) est égale & 1/a = ((n - 1)/2)"2 .

[3]
L4]

[5]
(6]

[7]
[e]
[9]
[10]
[11]
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