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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 2=01
(Théorie du potentiel)
l4e~15e anndes, 1970-1972, n° 2, 11 p. 5 et 12 novembre 1970

BALAYAGE DE FONCTIONS EXCESSIVES

par J. C. TAYLOR

Introduction. — Dans la théorie axiomatique du potentiel, on balaye d'abord les

hyperharmoniques positives, puis, en se servant d'un théoréme d'approximation de

’
Mme HERVE, on balaye les mesures & support compact.

Dans la théorie probabiliste, on inverse la méthode, et on détermine d'abord les
balayées des mesures ponctuelles €, surun ensemble convenable E . On obtient
ainsi un noyau avec lequel on balaye les fonctions excessives. Dans cette méthode,

on utilise les trajectoires, les temps d'arrdt, et la théorie de la capacitabilité.

Ici, on se propose de faire la théorie probabiliste du balayage par la méthode

axiomatique, en supposant des hypothéses analytiques sur la résolvante.

Soit X un espace localement compact & base dénombrable, et soit ® 1la tribu
des ensembles universellement mesurables. Supposons que (VA)X>O soit une résol-

vante sousmarkovienne sur (X , B) , qui satisfait aux hypothdses suiveantes :

(1) La fonction 1 est excessive 3

(M) u , v excessives ==> min(u ’ ﬁ) excessive 3

(L) L'hypothdse (L) de P.-A. MEYER ;

(R)) wecC, => WecC (V=1 ;

(R2) g;‘:"g; 2C, (fermeture uniforme de différences de fonctions excessives
bornées) ;

(RB) (o € C: , £€>0, x€X) => (1K <X compact et une excessive 2. c. i.
s telles que ¢

(1) sgVo,et s=Vo sur (K,

(2) s(x) <ég ).

Il existe alors, V¥ E € X , un noyau unique ﬁﬁ tel que, V¥V u excessive,

ﬁﬁ u = I ﬁE( ’ dy) u(y) soit la plus grande excessive majorée par

inf{v | v excessive , v >u sur E} .
Dans ce cadre, on lie l'effilement, le balayage, et la topologie fine.

Notations. - L'indice " b " signifie "bornée", et 1l'indice " c " signifie "& sup~
port compact". Si ® est une tribu, f € B8 signifie que f est mesurable par rap-

port & ® et & la tribu boréliemne sur R =R U {+ =} .
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1. Définitions et lemmes préliminaires.
B e e e A i i A e e

Soient (X , B) un espace mesurable, et (Vh)k>0 une famille résolvante sous-
markovienne sur (X , ) . On note par $ 1le cdne des fonctions mesurables et ex-

cessives par rapport a (VA) « On suppose :

>0
(1) 1e8;
M) (w,ves) => (min(u, v)es).

Soit 9 < ®(X) 1la collection des ensembles O © X ayant la propriété suivante :

(xo €0) => (Aues et a>0 tels que X, € (uw>a) ©€0) . La famille O

est une topologie.

PROPOSITION lele = Soient 0 € On B EE xo € 0. On a alors

lim )\V)\(xo , (0) =0 .
p

Démonstration. = On peut supposer O = (u>a) . Soient B = u(xb) et

u, = min{u , B) « Soit e >0 . I1 existe KO tel que

(B=-¢)g AV)\(XO , ul) < o:)\V)\(x , C0) + B)\Vx(xo , 0) < B , pour A >\, >0 .

Soit v = lim sup XVK(XO , (0) . Alors

Ao
(1es) => ((B-e)gay+8(-v)<gB) ,

et ainsi y =0 .

Soit Of la topologie faible sur X définie par 8 . On démontre que les ensem—
bles de la forme 0 n(u<g) , 08 ues, >0, et 0€ O, sont une base pour
9, , et on note que, pour chaque point, le filtre des voisinages a une base consti-

f
tude d'ensembles G € Of ne.

PROPOSITION 1.2. = Soient G € Of ne,et Xy € G . On a alors

lim ka(xo , C&) =0
-

Démonstration. = Soit & > 0 . On peut supposer G =0 n (u<a) , avec 0 € O,

u > (u(xo) -¢) sur 0, et u bornée. On a alors

£ = iiz kVX(xO y [u - u(xo) + €] 10) > [o - u(xb) + €] liiqzup AVK(XO , 0NG) .

Soit M\, tel que XVx(xb , C0) < ¢/[a - u(xb) +e]y, ¥A>M\, . 0n aalors

2¢ > [a - u(xb) + €] li?qzup Kvx(xo , Ca) ,
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d'ou le résultat.

PROPOSITION 1.3, = Soit s wune fonction surmédiane. On a alors

g(x) = lim inf fine s(y) y gg § = lim XVA S .
y-X A0

Par conséquent, Q(x) = lim inf s(y) par rapport & la topologie O .
y-x

Démonstration. ~ Il suffit de supposer s bornée. On a s 3,3 € 8 , et ainsi
s > 1lim inf fine s 2,@ . Soient 1lim inf fine s(y) =8 >0, et 0 <a<p . Il
y-x
existe un voisinage fin G de x dans B, tel que s > a sur G . Par consé-

quent,

~

A

S(x) > lim sup JG )\Vh(x y dy) s(y) > o [lim sup XVx(x , ]=a .

Ao A—co

COROLLAIRE 1.4. - Soit (Vx)x>o une résolvante sur (X , @) , telle que 1 soit

excessive. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) (w,ves) => (min(u, v)es);

(2) vxeX, VGeOnb, (x € @) => (%im ka(x , G) = 1) 3
—)00
(3) Chaque fonction surmédiane et finement s. c. i. est excessive ;

(4) Chague fonction surmédiane et s. c. i. par rapport & O est excessive.

Démonstration. - (1) ==> (2) (proposition 1.2). La démonstration de la propo-
sition 1.3 n'utilise que (2). Ainsi, (2) => (3) et (4) . Evidemment, (3) et (4)

impliquent (1) (indépendemment).

Remargue. — On peut démontrer la proposition 1.3 et le corollaire 1.4 sans 1'hy-

pothese (1). Dens ce cas, pour (2), dans le corollaire, on aura

(1im ka(x , @) = lim th(x , 1)) .

A—00 A0

2. Balayage de fonctions excessives.
On suppose 1'hypothtse (L) de P.—A. MEYER [4], c'est-&-dire :

(L) I1 existe une mesure positive 6 sur B8, telle que

et

(P) Le noyau V est propre.
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Soit § <8, et soit inf § 1la fonction dont la valeur en x est
inf{v(x) | ve 8} .

Le théordme XV, T50, dans [4], implique qu'il existe une surmédiane s > inf &
telle que inf & >/§ . La régularisée S ne dépend pas du choix de la surmédiane

. . A TR - A
s,8 5>inf §>7% . On définit inf § =75 .

Soient ECX , et ues . Si S=f{v]| ves, v >u sur B} , on note
inf § par Rpu, et ot 5 par ﬁE u , et par Rp u(x) (resp. ﬁE u(x) ) la va-
leur de cette fonction en =x . On appelle RE u la réduite de u par rapport & E,

A
et Rpu la balayée de u par rapport & E .

LEMME 2.1. - Soit G e O, .Ona R,us= ﬁé w, Yues.Deplus, si BcX,
et si u est finie sur B, Rpu=inf R,u, ECGeOf.

’ . . A A A
Démonstration. - Soit s >/RG u>8= RG u.O0n a s(x) = u(x) , Y x€G, en

vertu de la proposition 1.3.
Soient u finiesur B, v>u sur E, et x€X.0n a (v+e>u)=GeOf

et Ry u(x) g v(x) + ¢ .

PROPOSITION 2.2. = Soient E<X , et u, ve & ; on a:

(1) RE(u+v)=REu+REv et
(2) ﬁE(u+v)=ﬁEu+ﬁEv

“s

Démonstration. — Il suffit de démontrer (1). Soit G e t‘)f . On a

RG(u+v)\<RGu+RGv .
et, parce que $ est un cdne de potentiels [5], on a

RG(u+v)=w+z, w<Ryu, z<R Vo

Soient u , v bornées. On a alors

W=RGU. et Z=RGV.

Pour le cas non borné, on passe & la limite.

Un argument formel (dfl & CONSTANTINESCU et CORNEA) implique le résultat pour tout

E , dés que c'est vrai pour tout G appartenant a Of (voir [17).

On démontre, par les mémes arguments que dans [1], 1les résultats suivants (i1

faut signaler que le passage de la réduite & la balayée est formelle) :
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PROPOSITION 2.3. - Soit (un)n ©$ une suite croissante ; on a :
(1) im By u, = Rpu ; et
(2) lim R u = R u 3

Ao RE n RE ’

o u=supu .
n

PROPOSITION 2.4, - Soit (En)n une suite croissante d'ensembles, avec E = U En .

On a

(1) 1lim RE u = RE u; et

(2) 1im B u-= ﬁE u, Yues.
nN—wo n

3. Balayage de mesures.

Soient Ec X, et x € X . On considére la forme linéaire £ : 8 - K

~

nie par la formule

A
2(u) = Ry u(x)
et on cherche & représenter cette forme par une mesure u .

On suppose maintenant X localement compact & base dénombrable, et on prend @
égal A la tribu des ensembles universellement mesurables. On suppose que la résol-
vante (VA)K>O satisfait aux hypothéses (1), (M), et (L), et de plus aux proprié-

tés suivantes :

(Rl) VoeC,, VpeC (v= Vb) ;
(R2) 5;—:—3; > C, , o la fermeture est prise par rapport 3 la norme uniforme ;
(RB) (o € G: , £€>0, xeX) => (3K <X compact et une excessive s. c. i.
s telles que :
(1) s<Vo, et s=Vo sur (X,
(2) s(x) <e ).

Exemples.

1° Soit V wun noyau de Hunt (c'est—3~dire que V satisfait aux hypothdses du
théoréme de Hunt (théoréme X, T15, dans [3])) qui vérifie (L). On démontre que (1)
et (M) sont vérifides, soit par des méthodes probabilistes (voir [4]), soit par la
théorie des cbnes. Les autres conditions sont trivialement satisfaites.

20 Soit V un noyau tel que V1 = p soit un potentiel continu, strict, borné
pour une axiomatique locale de Bauer ou de Brelot, dont 1 est surharmonique. Les
excessives sont les hyperharmoniques positives, et ainsi sont s. c. i. Les hypothe-

ses (1), (M), et (L), ainsi que les autres, sont toutes vérifides.
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PROPOSITION 3.1. - I1 existe p € M (X) unique, telle que

() = J) w,  veed .

Démonstration. — La forme 4 définit une forme linéaire positive £ wunique sur

8, - § » telle que 7(u) = 2(u) , Yue 8, - Soit w e M(X) (unique), telle que

Z(w):[\ydp,, Vyec, .

Soit ¢ € GZ . 0na £(Vo) a,j(Vw) dw , parce que Vo est s. c. i. Soient K =X
un compact, et s € § s. c. i, telle que

(1) s <Vo,et s=Vp sur (K ;

(2) s(x) <e .

On a
L(Vo) = 2(Veo - s) + £(s) .

8i ¢ e C: et Vo-sgy,ona B(Vw) < E(w) + ¢ . Par conséquent,
2(Ve) < J(Vw - 8) du+eg J(Vw) du + e .

Remarques.

19 Si la résolvante satisfait a (1), (M), (L), et (Rl)’ on peut démontrer le ré-
sultat (sans 1'unicité) ci-dessus, lorsque le clne V(CZ) est préadapté [6].

20 8i V est fortement fellérien, la méme démonstration s'applique & chaque VL,
fe B; , si (RB) est vérifide pour tout f appartenant & B: .

THEORRME 3.2. - Soit (V,),s0
et soit p e X)) telle que

une résolvante qui vérifie (1), (1), (L), et (Rl)’

4(Vep) = I(Vm) d Ve C: .
On a alors
(#) d) =) wan,  vues .

Démonstration. — L'égalité (*) est vérifide pour u = Vf , lorsque :

(1) £ >0 est s. c. i. ; et, par conséquent, lorsque :

;
(2) ¢ >0 est s. c. s. a support compact.

Pour K © X compact, soit 1(X) = z(VlK) . Soit I* 1a fonction définie par les

formules
I*(4)

I*(c)

sup{I(K) | K © A compact} , si A estun ¥_

inf{1*(a) | ccaenl, si CcX .
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La fonction I satisfait aux hypoth®ses du théoréme III, T23, dans [3], et alors
I* est une X-capacité de Choquet. On a I*(A) = 2(Vy,) si Ae X, et
1*(4) 2;£(V1A) si A est ¥X-analytique.

Supposons A ¥X-analytique. On a

1%(a)

]

sup I(K) = sup (VL) < z(V1 ) g 1%(8) .
KA KA

'

Par conséquent, }L(VlA) J(VlA) dy , ¥ A X-analytique.

On a alors 4(Vf) = I(Vf) dy , ¥ £ >0 borélienne. Soient f >0 universelle-

ment mesurable, et O < fl AN f2 , avec fl ’ f2

<)\’f1>=0\3f2>r oh A=V

boréliennes, telles que

( e 5H(x) , parce que (A, ) = 4(Vp) <+, Y o€ Cz ). On a
W, VE) = z(Vfl) < 2(vf) < z(sz) =y Ve .
Ainsi, 4(Vf) = (u , V) = J(Vf) dy .
Le noyau V étant propre, on a 4(u) = J" udy, Yues.

DEFINITION, - Soit eﬁ la mesure de Radon telle que ﬁE u(x) = I u deg )
Vue s .

. . A 4 [ E o
PROPOSTTION 3.3. - L'application £ -» R, f , ou Ry f(x) = J £ de_ , ¥ fed

est un noyau diffusion.

ey ey A
De plus, (V(CC) = GO) = (RE tend vers zéro & 1'infini) .
Démonstration. = Soit o e C . I1 existe (f ) Sb uniformément bornée,
telle que o(x) = llmf(x), VxeX.Onaalors RE:p—llmREf € B ., Par
n-o

conséquent, RE fe (B y VE>0 s.c.i., d'od R.E feB, ¥ f>0 borélienne.

A
Soit p e M (X) , et soit A = WRp « La condition de densité (R2) implique que A
est de Radon. Soit f e G5 . Un argument utilisé dans la démonstration du théoréme

A
3.2 implique que R, feB.

Soient ¢ € C » et e >0 . Il existe @& C  telle que Vo = ¢ll < e« On a
alors “R.E Veo R‘E ¥ < e, et RE Veo s'annule & 1'infini.

Notation. — Soit p e M (X) . On note ME = “‘ﬁE .

PROPOSITION 3.4. - Soient B € X, et ue & (X) . On a alors u"(CE) =
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Démonstration. = Soit @ € G: de support disjoint de E, et soit £ >0 . I1
A

By v

existe u , ve 8 telles que l(w=v) -9l <e.On aalors “ﬁE u - <eg,

et ainsi

n»\ A f
j ) dpE = J(RE u - Ry v) dp = J[(u - v) - 0] duE < eellul] .

i
=

PROPOSITION 3.5, — Scient E< X, et u, ve 8 telles qu¢e EnG
¢=(u>v) . Alors uE(G) =0, Vpe H{(X) .

N
Démonstration. — Soit w = min(u y v) .Ona G= (u>w) et RE u

il
=
=

Ainsi (uE y U =wy =0,

4. BEffilement et balayage.

On démontre ici quelques résultats dus & CONSTANTINESCU [2] en théorie locale.

PROPOSITION 4.1. - Soient E , FC X, et u e ;m;(x) . On a alors :
EF B F
(1) w

Su +u
o)
(2) REUF u

A A
< RE u + RF u, ¥fues.
Démonstration. — On peut supposer u bornée. La démonstration du théoréme 1.1

et

e

dans [2] s'applique & démontrer (2). Notons par u(E , F) 1la fonction excessive v

telle que
~ A A
REuF u+ V= RE u + RF u .

I1 est facile de voir que (u gu') => (u(&, F) cu'(E, F)) (en regardant la

démonstration).

Soit % 1a forme lindaire positive sur § - § , telle que 2(u) = ju(E , F) du,

E . f -
¥ ue Sb . On a uE + uF = W UF + v, Ou @ dv = 2(w) , Ve CC .

COROLLAIRE 4.2, - Soient ECSX, et G=(u <o) n(u,>e,) (B, b u; €8
et oy e R . On a alors uE(G) =0, Yue ME(X) .

B B
Démonstration. - ei(G),s exl(Gl) + ExZ(Gz) y OU Ei =B N Gi , et G1 = (u1 < al),

B
G, = (u2 > a2) . La proposition 3.5 implique que eX(G) =0 .

COROLLAIRE 4.3. — Soit © 1la famille des sous—ensembles G < X tels que
Ce 3 . )
(x € G) ==> (ex ({x}) = 0) . Alors cette famille est une topologie plus fine que

la topologie fine ®e .
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Démonstration. — Soient G, € O , et E. = (G, . Alors
i e i i

E UE

B B
(x e G, N G2) => (exl 2({X}).S exl({x}) + ex2({x}) =0) .

Remarque. - Dans le cadre probabiliste, cette topologie est appelée la topologie

fine. La condition du corollaire implique que eg = €yx 9 Yy xe G, et ainsi
A

RG u = RG u, Yue$s.

Soient p , v e mf(x) e« On écrit pw < v, si J u dy < j uwdv, Tues.

DEFINITION., = On dit qu'une fonction excessive finie p est stricte, si,

+

Vi, ve M%(X) ,

(W <v et I p du = J pdv<+w) => (b=v) .

LEMME 4.4. - I1 existe des potentiels stricts.

Démonstration. — Parce que V satisfait le principe complet du maximum et V

est propre, il existe (suivant HUNT) des fonctions a € B+ strictement positives,

telles que p = Va soit bornée.

Soient w < v, et J p dy = J pdv <+ o, W, VvE W;(X)'. Posons

ul(A) = {u , v(alA)> et vl(A) = {v , V(alA)) , FAeB® .
On a
(p. < \)) ==> (I-L]_ f \)1) et (<UJ ’ py = (v, P)) => (“"1(X) = vl(x)). ’

1A —
d'ou By =V e .

Par conséquent, {u , VE) = (v , V) , V¥V fe 8" . Les deux mesures coincident
alors sur les excessives, et ainsi sur CC .

DEFINITION. — B est dit effild en x , si

inf{ﬁEnU(x , 1) ] veo, xeU}<1 .

PROPOSITION 4.5. — Soient E <X , et x€ X . Les propriétés suivantes sont

dquivalentes

(1) B est effilé en x ;
(2) €§ #eyg s
(3) ﬁE p(x) <p(x) , si p est une excessive stricte ;

(4) 3uwuesd telle que ﬁE u(x) < u(x) .
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Démonstration. - D'aprés la proposition 3.5, la démonstration de CONSTANTINESCU
dans [2] s'applique.

/
DEFINITION. - E < X est dit totalement effilé, si E est effild en tout point,

et B est dit semipolaire, si E est réunion dénombrable d'ensembles totalement

effilés.

A
PROPOSITION 4.6. - Soient B <X, ot ue § . Alors {x | Ryu(x) # Ry u(x)}

est semipolaire.

A
S

A
= RE u + On peut

supposer s = inf Vs ol (vh)n ¢ 8 est décroissante. La démonstration de SATZ,
n

3.3.4, dans [1], s'applique si on remplace u, par s .

Démonstration. - Soit s sumédiane, telle que s >R,u>

PROPOSITION 447, = Soit E C X . les propriétés suivantes sont éeuivalentes :

(1) E est semipolaire j

(2) 2ues finie, strictement positive, (En)n avec B = U En s telles que,
n

A
¥Fn, lim (RE ¥ u=0 ;
keso0 n
(3) vues finie, la propriété (2) est valable.

Démonstration.

(1) => (3) « On peut supposer E totalement effilé. Soient p une excessive

stricte, et w=u+p. On a
A A A
Ry w(x) = Ry u(x) + Ry p(x) <u(x) + p(x) .
Soit E = fxe X | ﬁE wix) < (1 - %9 w(x)} . On a

™k Ak Ik . p
(REn) ug (REn) W‘f (1 - H) w qui tend vers zéro .

Trivialement, (3) => (2) . 0n suppose (2) et, pour tout n , on pose
A \k 2 k=1 5 .
Ei ={xe E | (REn) (x, u) < (REn) (x , u)} . Chaque EE est semipolaire, et

(u(x) >0, ¥ x€X) => (En=g}31:1) .

Remargue. - Cette proposition, dans le cadre axiomatique, est due & SIEVEKING.

5. Effilement et la topologie fine.

A
MOKOBODZKI a démontré que Ry u(x) = Rp u(x) , Yxe(E, Yues. (Ce résul~
tat ost 40 & HUNT dans le cas probabilistc.)
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PROPOSITION 5.1, = Soit E € X . On a alors

(B est effilé en X, ¢ B) <> (inf{REnU(XO , 1) | Ueo, Xy € U} < 1) .

A
Démonstration. = Soient U e O , X, € U, et REnU(XO ,1)<1.0na

Ry (% » 1) = Ry y(xy , 1) <1 .

COROLLAIRE 5.2. - La topologie fine coincide avec la topologie Oe définie dans

le corollaire 4.3.

Démonstration. - Soit G € Oe . Alors
(XO € G) => ((G¢ est effilé en xo) .

I1 existe U e O, Xy

o = u(xo) <1, Ainsi,

elU, et ue s, avec u g 1, u=1 sur UNG, et

o+ 1\ _
620 n <ty l)ax, .
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