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Séminsire BKELOT-CHOQUET-DENY 5-01
(Théorie du potentiel)
13e année, 1969/70, n°® 5, 14 p. 18 décembre 1969

ELEMENTS EXTREMAUX POUR LE BALAYAGE

par Gabriel MOKOBODZKI

Introduction. - La notion de mesure balayée d'une mesure sur un ensemble est une

des notions clés de la théorie du potentiel. En m'inspirant de cette notion et d'un
travail de CHOQUET et DENY [ 1] sur les cdnes semi-réticulés inférieurement, j'avais

utilisé la notion de mesure balayée d'une mesure par rapport & un cdne de fonctions,

notion définie dans un cadre ou il n'y a pas de théorie du potentiel [3]. L'usage
du terme de mesure balayée, qui désignait explicitement la parenté des deux notiomns,
s'est révélé d'une valeur heuristique certaine, notamment pour faire ressortir des
structures de théorie du potentiel dans certains cbnes de fonctions, comme cela a

pu &tre fait dans [4], [5] et [6].

La possibilité d'utiliser concurremment les deux notions de mesure balayée en
théorie du potentiel était matiére & confusion pour les potentialistes. Dans le
présent travail, on établit, dans le cadre de la théorie du potentiel, une relation
organique entre les deux notions de mesure balayée, justifiant ainsi apres coup la

terminologie introduite.

1. Etude algébrique du balayage.
Dans cette partie de 1'étude, on se donne :

1° Un espace vectoriel ordonné E (sur R ) réticulé. On désignera par EY 1e
cbne positif de B , et 1'on désignera par Il 1'espace vectoriel des formes li-
néaires relativement bornées sur E , par " 1e cone positif de ¥ . On notera
les relations d'ordre définies par BV et ¥t 4 1'aide du signe < .

+ NP - .
2° Un sous-cbne convexe C € E , stable par enveloppe inférieure finie, satis-

by

faisant & la condition suivante :

, u, € C

(P) Pour tous u , v 2

, Vv, € C tels que ugv, +v,, il existe u

1 2 1

1 2
tels que u = Uy +u, et u1~$ Vi Uy SV, e
Enfin, on supposera que E = C - C . Cette dernidre condition permet de définir

une nouvelle relation d'ordre sur M , que 1l'on notera & 1l'aide du signe <,

si p, vell, (b<v) «<=> (bW, Vg, vy, ¥veC) .

On pourra lire provisoirement la relation (w <v) "u est C-majorée par v ".
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PROPOSITION 1. - Pour tous W , v, ; v, € mF tels que u < v, + v, , il existe

v
Wy s By € J° telles que y = byt sy Wy < Vi Hp < v, .

. + R N
Démonstration. - Pour toute o € I , considérons la forme sous-linéaire pc sur

Py

B définie par
p°(f) = inffoc , v» | vec, v£} .

Le cdne convexe C é&tant stable par enveloppe inférieure finie, on a, pour tous
.+
0'1,0'26‘)}\ ]
o,+0
o) o, 5

1 1
P +p =p .

Si T est une forme linéaire sur E telle que T < p° , alors T e i oet T<o.

D'autre part, si u € et W<oc,ona u< pG . Posons alors

A0={uem+; w<ot o,

on aura donc 1'équivalence

(wes) = (g ) .

La proposition 1 résulte alors du lemme suivant (ef. MEYER [2]) :

LEMME 2. ~ Soient P, s Py deux formes sous-linéaires sur B , T wune fomme li-

néaire sur E telle que T < p, + P, sur E . I1 existe alors deux formes linéai-

res Tl et T2 sur B telles que T = Tl + T2 et Tl < P, T2 < Py e

. + o
Autrement dit, pour 09 05 € I, on a l'équivalence

2
(o2 [} g,+0
plepl=pt ?) <= (A, =4 +2a ) .

1% 91 9

On remarquera qu'on a seulement utilisé le fait que C est stable par enveloppe

inférieure finie.

PROPOSITION 3. - Pour toute o e M , il existe Ko J' ayant les propriétés

suivantes @

(1) o <Ro; _
(2) Pour toute v € i v>0o, ona Ro<wvg
o WoeE ’ 22

(3) Pour tout ve€C, on a

(Ro , v) =supf(oc, w) | weC; wgvl .

Démonstration. = Pour tout v € C , posons Av ={weC; wgv} . Lacondition

(P) est équivalente 2 la condition
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By + by = by
(P") ’ pour tous u, veC et XA>0 .

by =My
La fonction Ro , définie sur C par
(Ro , v) = supf{o , w) ; WGAV} ’
est alors affine, positivement homogéne sur C , et si viu, ona

(Ro , v) < Ro , u) .

On peut donc prolonger Roc & E = C - C en une forme linéaire positive sur gt .

On a évidemment o <Ro , et si v e i , 0<v,o0na
(09W>$<\)1W>$<\),V>, VWEA.V,
par suite Ro < v .

COROLLAIRE 4. - Soient w , v e T' ; on a toujours u < v+ R(u = v) , et
R(u ~ v) N

I1 existe une seule décomposition de W , W = Wy + Hs telle que My s By e I ’

My < vyl < R(w = v) ; cette décomposition est définie par by = R(u - V) .

Démonstration. = On a toujours (u - v) < R(w - v) , donc aussi

W<v+Ru=v) .

. ’ +
Soient My oy b e , b=y + by u,1<\), U,2<R(g,-\)).0na

2
(b =) <(u=-u) <u, <R =-v) .
Ces inégalités impliquent Mo > R(u - v) , donc hy = R(u - v) .

Remarque. - Pour toute u € at , l'ensemble AM est convexe borné et faiblement
complet pour la topologie o(¥ , E) , par suite il est aussi compact pour o(M, E),
et contient donc des éléments extrémaux. La proposition qui suit permet de caracté-

riser ces éléments extrémaux.

PROPOSITION 5. - Soit v € 1t . Pour W€ Av , les conditions suivantes sont

équivalentes :

(8) w est extrémal dans Av

e

(b) A toute décomposition de v , v = Vit vy, v € m" , correspond une décom—

position unique de p , u = Wy + Moo by et y telle que My < vi y bo < Vs 3

(c) Pour toute décomposition de 4, W = Wy * Ho oo telle que By oo Wy € i et

1 1
Wy <3V, Uy<35V,00 8 U =, =4 -



Démonstration. — On doit utiliser le lemme 2, qui affirme que 4 =A + A

\)1+\)2 \)1 \)2

et d'autre part le lemme général suivant :

LEMME. - Soit F un espace localement convexe séparé, et soient A et B deux

parties convexes compactes de F . L'ensemble C = A + B est convexe compact, et

tout point extrémal 2z de C , s'écrit de manidre unique z=x+y , 00 X €4,

y€B, et de plus x et y sont des points extrémaux de A et B respective-

mente.

I1 suffit d'appliquer ce lemme aux ensembles Av ’ Av ’ Av , lorsque
1 2

v=v, + v, . On aalors o, B € Av et w= %-(a +B8) . 8i (a) est vérifié, on

1 2

doit avoir o = 8 , ou encore My =My = é-u , ce qui implique (ec).

On remarquera que cette proposition utilise seulement le fait que C est stable

par enveloppe inférieure finie.

PROPOSITION 6. - Soient v e ' s MW E Av . Les conditions suivantes sont équiva-

lentes :
(a) Pour tout A, O0<A <1, R{u-2a)=(1-2Nyu;

<
1 1

(®) Ru-35v) =5u;

(e) u est extrémal dans Av .

Démonstration. — Nous ferons la démonstration suivant le schéma (a) ==> (b) ,

(b) => (c) , (c) => (a).

19 (a) ==> (b) est immédiat. Montrons que (b) ==> (c) . Soient by ,Mzesz y

Wy + Wy =0y telles que by <-é-v et Mo <-% v . Si la condition (b) est vérifide,

on a

1
u=R(u-—~2-v)<u,—LLl<u2

o

N =

de méme

“e

—é:ua R(u—%V)<u-u2<ul
en comparant ces inégalités & u = Wy +Hy O obtient
1
My = Hp =gl
et 1'on conclut & 1'aide de la proposition précédente.
20 (c¢) ==> (a) . De manidre générale, si 4y € 4 , ona

R(p - Av) < (1 = A)v ot R(p - W) €4 3
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d'autre part, si Wy =W - R(w - Av) s On a

Wy < Ao,

car u < R( = Av) + Av . On a donc une décomposition de p en somme de by et
R(uw = \v) , avec b, <Ay oet R(w = Av) < (1 = A)v, et si la condition (c) est vé-

rifide, cela implique bien que R(y = Av) = (1 = My y Wy = ML e

2. Application & des cdnes de fonctions numériques.
L e Bt Y A oV A VW A N e e e e e et e o~ oV V]

On se donne maintenant un espace localement compact & base dénombrable Q . On dé-
signe par C(q) (resp. c'(q) ) 1'espace des fonctions numériques continues (resp.
>0 ) sur Q. Soit C < C'(Q) un cone convexe lindairement séparant, adapté et
inf-stable, c'est-a-dire stable par enveloppe inférieure finie, et possédant la
propriété (P). Pour les propriétés des cbnes adaptés, on renvoie a [4]. La seule
propriété que nous utiliserons, qui est vérifide dans nos hypothéses, est la sui-

vante

(A) Pour toute forme lindaire T sur 1'espace vectoriel C = C , positive sur
(¢ - C) nC(Q) , il existe une mesure de Radon, et une seule, p sur Q , telle

que

J vdy <+ oo, YyveC ,
et
(T, v) = I v dy , vyvelC .

Disons qu'une mesure y >0 sur (Q est C-intégrable, si f v dy < +o pour
tout veC.Si y est C-intégrable, u définit une forme linéaire >0 sur
E=C—C.

DéFINITION 1. - Soient  , v deux mesures >0 , C-intégrables sur (Q . On di-

n

ra que p est balayée de v relativement & C , si f v du £ j v dv pour tous

v € C ; on notera, comme précédemment, (4 < v) cette relation. Lorsqu'il n'y aura

pas d'ambiguité, on omettra de dire "relativement & C ".

La proposition qui suit est un rappel de [4].

PROPOSITION 2.

1° Pour toute o e G(Q) , & support compact, et pour toute mesure >0, C-

intégrable, on a

I wdy = inf{J vdws; v>w et veE=C~-C} .
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2° I1 existe une suite (vn) ©C, telle que, si p et v sont des mesures >0,

C-intégrables, telles que I v, dy = r v dv pour tout n , alors u =v .

<t

Remarquons simplement que, si Q est & base dénombrable, il existe une suite
(¢h) c () Py & support compact pour tout n , qui sépare les mesures sur Q ,

et la deuxiéme partie de la proposition 2 résulte de la premidre.
Les définitions suivantes sont directement tirées de la théorie du potentiel.

DEFINITIONS 3.

1° Pour toute v € C , et tout ensemble compact F © (Q , on appelle réduite de v

sur F , la fonction numérique

Ri =inflw e ¢35 w(x) >v(z), ¥vxeF} .

2° On dit que C possede la propriété d'additivité des réduites, si, pour tous

uw, veC, et tout compact P <, on a

u+v u v

THEOREME 4. - Le cbne convexe C posséde la propriété d'additivité des réduites.

Démonstration. - Soient u , ve C, F un compact de Q , et soit t e C,

t>u+v sur F . En remplacant t par inf(t , u + v) au besoin, on se raméne

au cas ob t<u+ v . D'aprés la propriété (P), il existe alors tl ’ t2 e C tels

que t = tl + t2 et tl <u, t2 £ v . Ces conditions entrafnent que tl =u sur
F, et t2 =v sur F , par suite tl 2,R§ y t2 Z,Rg . Comme on a toujours
F P F
Ru+v < Ru + Rv s car C est un clne convexe, on en conclut que
R —r + R .
u+v u v

COROLLAIRE 5. - Pour tout compact F < (O, et toute mesure >0 , C-intégrable,

il existe une mesure, et une seule, v >0 , portée par F , telle que

JR au=Jvay .

Démonstration. — La formule précédente définit bien v comme une mesure positive

sur 0O . Montrons que v est portée par F .

L'ensemble F est compact, il existe donc Vo € C tel que vO(x) >1, VxeF,

car C est lindairement séparant.
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L'espace vectoriel E = C - C est réticulé, et, pour toute o € G%(Q) , On a,
pour tout xe Q,
o(x) = inffw(x) ; weB, w>o0} .

De m8me, pour toute mesure o >0 sur (Q , C~intégrable,

| |

Jodo=inf{ wdo; weB, w>q} .

Supposons que ©(x) =0, ¥ xe F . D'aprés le lemme de Dini, pour tout e >0 ,

il existe we E tel que w>o et w(x)<e, Vxe€F.Ona w=v, - Voo

1
V, sV, €C, et w(x) < svo(x) , ¥ xePF, d'ou 1'on tire vl(x) < v2(x) + gvo(x),
yxelPF, et
iy ® B
R <R + R .
AN
v, v, vy

S3i 1'on intégre par rapport & v , on obtient

r f

I \[
P T IF
O$de\)=J(vl—v2)d\)= (Rv~Rv2)dp,\<e R, du .

1 0]

En faisant varier ¢ , on obtient bien que J wdy =0, ce qui démontre le corol-

laire.

DEFINITION 6. - Pour tout compact F ¢ (O , et toute mesure u , C-intégrable sur

Q , on appelle balayée de w sur F , la mesure uF , définie par la relation

[ F [ F
) v du” = J RV dy pour toute v e C .

Propriétés élémentaires de la mesure balayée sur un compact. — Soit u une mesu-

re >0, C-intégrable.

1° 31 F, K sont des compacts de Q, F <K , alors uF < uK < e
2° 31 v <y, alors VK < uK .
3° 83 v<u, v mesure C-intégrable, et si v est portée par K compact,

alors v < uK o

I

fwe C; w>v sur K} est filtrante

En effet, pour v e C, la famille M
r

décroissante, et, pour tout we C, J w dv £ J w dy , et, par passage & la limite,

[

,r.;

IRKdv==Jvdv$_l RKdu=Jvdu,K.
v v ByA A\B A
4° 3i A, B sont des compacts de Q, A < B, alors (V)T = (V)" =y

Ces propriétés permettent de poser la définition suivante :
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DéFINITION 7. - Pour toute mesure C-intégrable v >0 sur Q , et tout ensemble

borélien A < (), on appelle mesure balayée de v sur A , la mesure vA définie

par la relation

s
|

Jovoadt sup{) v s ; K compact, K < A}, oi veCl .

Nous n'aurons pas besoin, dans notre étude, des propriétés particuliéres de 1'ap-

. - K . s 7 Ve 3
plication K k== v~ ; nous remarquerons toutefois la permanence des propriétés sui-

vantes ¢

1838 A et B sont des ensembles boréliens, et A< B, et si u est une me-

B

sure >0 , C-intégrable, alors uA<u .

2° 8i u et v sont des mesures C-intégrables, v <p , et si v est portée
par un ensemble borélien A , alors v < uA .

En effet, il existe une suite croissante (vn) de mesures >0 , telle que

v = sup v

2 O v, est une mesure >0 , portée par un compact de A ; par suite

7
v < uA s pour tout n , et v < uA .

3 8 yv<y , alors VA < uA y ou v et y sont des mesures > , C-intégra-

bles, et A un ensemble borélien de Q .
Remarque. — En général, on ne sait pas si uA est portée par A .

PROPOSITION 8. =~ Soit u wune mesure C-intégrable >0 sur Q.

1% Pour tout compact K < Q , la mesure uK est extrémale dans Au 3

2° Pour tout ensemble borélien B & () , la mesure uB est extrémale dans Au .

Démonstration.

19 Soient byos o des mesures positives C-intégrables, telles que
QK =-% (ul + “2) » Wy My € Au . La mesure y est portée par K , donc by et
Mo aussi, et 1'on doit avoir My <Wu o, W, < uK , clest=a-dire

IS

I v d“l < j v duK et J v de < j v de s pour tout ve C .
a ' K 1 ( 3 .
omme l'on a W = 5 Wy + u2) , cela implique que

J v dp, = J v duy = J v duK , pour tout vecC ,

par suite by =, = uK , autrement dit uK est extrémale dans Au .

2° De manidére générale, si o, u , v sont des mesures C-intégrables, telles

que o <v<pu, etsi o est extrémale dans Au s o est aussi extrémale dans
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A puj Sq]]e A c A
v ! \Y] ¥ '

Soient A wun ensemble ordonné filtrant croissant, (u‘cv)ozEA une famille de mesu-

res C-intégrables telle que :
(a) Moy € Ap, , et My est extrémale dans ALL H
() (@8 => (b, <n) -

Dans ces conditions, on peut définir une mesure C-intégrable v par la relation

Jvd\)=supjvdp, , pour tout ve C ,
oEN “

et nous allons montrer que v est extrémale dans A\) .

Montrons qu'il existe une seule décomposition de v ,
v = = (v, + v,) v v, €A .
2 71 2’ 17 72 n

Pour tout « €4, on a W, <-é— (\;1 + \)2) , il existe donc une décomposition de Uy
en
)

1 2
o avec “‘0,<\)1’ u.a<\)2o

1 1
by =75 (u‘oz + U
Cela implique u.; <u, p,s <u, et by, étant extrémale dans Au s on en conclut

12 . ~
que u, =W, =u, etque “‘QGA\) nA\) pour tout « , donc llmua—\)EA\) nA\) .

o o 1 2 1 2
On a donc & la fois (\) < ViV < \)2) et v =% (\)l + \)2) s, cela entraine bien

que v = v, =V, autrement dit que v est extrémale dans ALL .

1
Si 1'on applique ce résultat & la famille (“‘K)KeA , ou A est la famille des
s . . B .
compacts contenus dans un ensemble borélien B , on obtient bien que y = lim p,K

KeA
est extrémale dans Au .

PROPOSITION 9. - Soit w wune mesure >0 , C-intégrable, et soit v € AU» y BX~

B
tré d A . I xiste alors un ensemble bordlien B < Q , tel que =
rémale dans . 1l e s el que v W

et tel que la mesure v soit portée par B .

Démonstration. — D'apres la proposition 6 du paragraphe 1, on a R(y - -% W) = % Vo

et, pour tout ve C,

1 1 1
(R(\)—-Z—u),v>=<'§\),v>= sup (v =Fhu, W) .
weCywsv

I1 existe donc une suite (wn) cCc, 0L W, <v, telle que

1 1 1
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Considérons les quatre nombres A, B, C, D

1 1 1
A= 45 Vo, V) - ;H ; B= (v~ Sy Wn> y
1 1
C=lv=3v,w); D=GGv, v)

Montrons que AL BLC LD . En effet, on a :

< B, en raison de 1'hypothése faite sur la suite (Wn) H
BLC, car v<u
C<D, cer w, <v, et v estunemesure >0 ;
D-A 5-%5 .
2 1 1
On en tire C - B<~, D~ C<—, soit
n n
2 2
1 1 1 1
= - < e — - ——
<2 (w = v) ’ Wn> < A et <2 V., V Wn> g i

Posons t = lim inf W La derniére inégalité montre que la suite ((v ’ Wn))
11—

converge vers (v , t) = (v, v) . D'autre part, d'aprdés le lemme de Fatou,

W, t) < lim inf {u , Wh> = lim inf (v , Wn) ={v, t) .

N0 n-xo
On a donc déja {u, t) < (v, t) .
De maniére générale, si v < , et si (sn) < C, on a toujours
{v , lim inf Sn> <, lim inf sn) y
car le cdne convexe C est inf-stable. On a donc aussi (v, t) = {u , t) &

En résumé, on a démontré le lemme suivant

LEMME. - Pour tout v e C , il existe une fonction t de la forme +t = lim inf W

w, € C, et LA telle que

<\)7V>=<Vyt>=<p~',t>'

Soit alors (vn) © ¢ une suite séparant les mesures C-intégrables, et soit

tn < v, une fonction numérique du type tn = 1im inf W s W € C , telle que

(v,Vn>=<v,tn>=<u,‘Gn>-
Posons B =N {v_ = tn} s la mesure v est alors portée par B . Montrons que
n

n
B
V=W e
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‘ B ‘
(a) La mesure v est portée par B, donc v <u et
B
(v,vh>§(u ,%J, pour tout n .
(b) On a déjd remarqué que, si o <B , o et B étant deux mesures positives

C-intégrables, on a (o , tn) < @B, tn) , en raison de la forme particulidre des

fonctions tn , donc on a toujours

I R NI R I I B ORI AP

et, pour tout compact K < B =N {vn = tn} R

n
K K B B
(T Vn> = (v, tn> < (T tn> RS Wy Vn> .
En faisant varier le compact K < B , on obtient donc
B B
(T tn> = (U, Vn> ’
et 1'on a vu que (uB , tn> < v, vn> , par suite
B y < ) tout
Wy v 2 S vy V), pour tout n .

On a vu, en (a), 1'inégalité inverse, et comme la suite (vn) est séparante, on a
B

bien v = =
COROLLAIRE 10. = Pour toute mesure v € W%(Q) , l'ensemble Av est 1'enveloppe
convexe fermée de la famille (QK)KEK(Q) y OU %(Q) est la famille des compacts de

Q .

Annexe

Bquivalence de la propriété d'additivité des réduites

et de la propriété (P)

Soient X un espace compact, C < €+(X) un cdne convexe linéairement séparant,

inf-stable, fermé, vérifiant la propriété d'additivité des réduites :

(A,R) Pour tout compact K <X, v, , Vv, E€ c, RK = RK + RK , OU
1 2 v+, vy Vs

Ri = inffw € C 3 w(x) Z,u(x) , ¥ xek}.

On supposera pour simplifier que 1 € C . Dans [ ], en faisant 1'hypothdse supplé-
mentaire que, pour toute € ¢*(x), RoeC, ot Rp=inflweC, w>wm}, ona

montré que C possédait la propriété (P) suivente :
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(P) Pour tous u , ViV, & C, tels que u g Vot Y, il existe u; s u, € C
< [} = .
tels que u, $ vy t u U+,

Dans ce qui suit, on va montrer que le céne C vérifie (P), sans faire d'hypo-

thése supplémentaire.

LEMME 1. — Soient u, t € C . Pour tout A € 0, 1(, on a

[uxrt] .M

ug (1=2) Ry
La démonstration est immédiate.

PROPOSITION 2. - Soient u , Vs Vy € C, ugv, +v, . Pour tout e > 0, et

1 2
tout A e JO, 1( , il existe vl , vi e C tels que VISV, V5E U, et

1 -2
1 ]
ugvl+vh< ( N )u + }\(v1 + v2) + g .

Démonstration. — On a toujours, en posant t = vy + Vs

fuzngl 1
Ry <X

et, d'aprdés la propriété d'additivité des réduites,

R{u>)\t} + R{uzxt} fu>)\‘b'} 1.

vy Vs k
Le lemme de Dini permet d'affirmer que, pour tout e >0 , il existe 8,1 8, e C
tels que
Réjzkt} <8y RS vy RiZEAt}<5 85 < 2 et 8.+ 8, 5-% U+ e
Posons
vi = (1 - )\)s1 + kvl < Vo

- -
v) = (1 k)s2 + W, SV, .

Rfu>kt}

De 1l'inégalité u < (1 -2) + A, on tire

wg (1= N)(s, +8) + My, + 7)) =7 + 75 & <l X iy, +v) v e .
N 2N\ A 1 2

On conserve les hypothdses de la proposition précédente.

THROREME 3. - Pour tout A € JO , 1( , ot tout € >0 , il existe V! , v} €C
tels que vi.s vy o et

v+ vi<u+¢e .

u 1 2

/N
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Démonstration. — D'aprés la proposition précédente, on peut construire par récur-

rence deux suites (vﬁ) et (vﬁ) d'éléments de C , telles que :

1 1 2 2
(a) vn+1'$ Vn'S vy vn+l‘\< vn‘s Vo i
1 2 1= A 1 2 1
b < < - = .
(v) wg v T § u+>\(vn+vm)+n
Posons alors w, o= inf vi y W, = inf vi ; par passage & la limite, on obtient
1_}\ 1 |
< =N 1A ] : = . Dt
ugW, + W, § S+ x(wl + W2) ; d'ol 1'on tire w, +w, <y u . D'aprés le

lemme de Dini, pour tout e >0 , il existe un entier n tel que

[y

u + v2 < u +
n < E o

54

< x

Co Qo Fo D.

COROLLAIRE 4, - Pour tout e >0 , il existe vi ’ vé e C tels que vg S et

1 1
u 5 v1 + v2 5 u -+ € .

Démonstration. = L'é1ément u étant borné, pour A voisin de 1 , on aura

1 14 \ rd 7z
X’u-f u + e ; le théoreme précédent permet alors de conclure.

z A .
THEOREME 5. - Soient u , Vs Yy € C tels que ug Vot Ve I1 existe alors

u u, € C tels que u, v, et u=u, +u, .
1 ? __.___..__q-___ i N i -

2 1 2

Démonstration. — On rappelle que C est supposé fermé dans €+(X) . Le corollai-

d rd - e . 7 3 l
re précédent permet de construire par récurrence deux suites décroissantes (vn)

et (vi) d'éléments de C , telles que u g Vi + vi,s u + %-. Les fonctions

. 1 . 2 .
U = inf v, et Uy = inf v, sont s. c. sS4y € u = u; + U, par suite uy et
u2 sont continues, les suites (v;) et (vﬁ) convergent uniformément respective-
ment vers u, et Us et comme C est fermé, Uy U, € C .

DEFINITION. - On dit qu'une fonction numérique f sur X est une C-fonction,

%
sil'on a J £ dy N f(x) pour tous u € WT(X) , xeX, tels que y < Ey *

THéORﬁME 6. - Pour tous uw , veC, Rlu - v) et (w - R(u - v)) sont des C-

fonctions.

Démonstration. - La propriété est évidente pour R(u - v) qui est définie par

Rlu=-v) =infilweC; w>u-vl .

On & toujours uv + R(u - v) . Soit alors (vd) une famille filtrante décrois—

<
N
sante d'éléments de C , telle que R(u = v) = inf v, « Pour tout « , il existe une

p . 1 2 i 1 2 .. .
décomposition de u en u=u + u u_ € C et u v u £ v . Ceci impli-
P o a? o ’ o ' Yo N o p

/N

que
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/A
Q
RN

et, par suite,

R(u = v) = inf u2 = lim sup u2 .
o ¢ o

Dans cette situation particuliére, on vérifie que, pour toute mesure 4y € mf(x) R

1
u
o

J(u - R(u - v)) dy, = 1lim J u; dyy = sup j

o o

dd

ce qui montre que u - R(u - v) est une C-fonction.

COROLLAIRE 7. - 3i 1'on suppose que, pour toute © € c'(x), Rpe CH(X) , et si

C est fermé, alors (u =R(u=-1v)) eC.

Démonstration. = I1 suffit de dire que C est exactement 1l'ensemble des C-

fonctions continues [17].
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