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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 3-01
(Théorie du potentiel)
13e année, 1969/70, n°® 3, 16 p. 13 novembre 1969

APPROXIMATION DES FONCTIONS HARMONIQUES
A L'AIDE D'UN THEOREME DE G. F. VINCENT-SMITH

par Arnaud de LA PRADELLE

Introduction. = Dans le paragraphe 1, nous exposerons, aprés des rappels sur la

théorie des c8nes de fonctions numériques, la démonstration du théoréme d'approxi-
mation du type "Stone-Weierstrass" donné par G. F. VINCENT-SMITH dans [8]. Dans 1le
paragraphe 2, nous améliorerons 1'application qu'il en donne, en théorie axiomati-
que des fonctions harmoniques, au probléme d'approcher toute fonction continue sur
1'adhérence d'un ouvert relativement compact w , par des fonctions harmoniques au
voisinage de ® . Nous nous affranchirons de la condition que les fonctions surhar-
moniques au voisinage de ® , dont les restrictions & W sont continues, séparent
lindairement w° . Dans le paragraphe 3, nous étudierons le probleme de 1‘'approxi-
mation d'une fonction f € G(®) par des fonctions harmoniques au voisinage de W,
et 3 1'aide d'une hypothdse de séparation locale, on montrera que ce probléme est

de caractére local.

1. Rappels et théoréme (voir [3]).

L'espace de base X est compact. On note C un cdne convexe, stable par enve-

loppe inférieure finie, C < C(X) .

On désigne par 3" 1e cBne des mesures positives sur X , et on suppose qu'il

existe peC, p>0.

DEFINITION 1. - Si p et v e o'

.

, on dit que u est balayée de v (notée

<), si

(c)

w(f) g () , ¥ feC .

W < v définit une relation de préordre sur mt .

On montre que, pour toute v € gt , 11 existe u(é,v , W minimale, et m&me que

si S est un sous—ensemble fermé de X , ayant la propriété que toute v € C est
positive sur X si, et seulement si, elle est positive sur S , on peut choisir

L<v, p minimale, telle que w(X -8) =0.

La relation fondamentale de la théorie du balayage s'éerit
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- J
f(x) = sup J £au ,
We

avec
((x)), = inffe , £ <gecC} .

Quand il n'y a pas de confusion possible, on écrit simplement £ , et on a la ca-

ractérisation :

inf{u(g) 3 f<geC}, ¥V fe=C0)
w(®) .

(e, u minimale) <=> (u(f)

<==> (u(£)

i

DEFINITION 2. - f est dite C-concave si, ¥V xe X et ¥V py < e, on 8

St
fdu < £(x) .

A .
On note C 1le cbne convexe des fonctions C-concaves s. c. i.

PROPOSITION 3. - S'il existe qe C, q <0 , alors, pour toute v € G s 11 exis-

te un ensemble {vi} © C, filtrant croissant tel que

v=supv .

DEFINITION 4. — A fermé < X est une C~face si, pour tout x € A et toute

@ x

, ON a
Supp u A .

PROPRIETES 5.

() A fermmé <X est une C-face si, et seulement si, il existe v € 6 telle

que

v o) =4 .

(v) Si A est une C-face et si v e C, il est évident que

v sur A ,
+co
(v), =
+ o ailleurs ,

est C-concave s. C., i

(¢) Toute intersection non vide deo C-faces est une C-face, et, par suite, toute

C-face contient une C-face minimale (ZORN).

(a) < <=> <, et par suite JdC = 56 .

(c) 8
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On note par Ax la plus petite C~face contenant x (elle n'est pas nécessaire-

ment minimale).

On suppose dorénavant qu'il existe qe€ C, q<O0.

4
DEFINITION 6. — On note 3C , et on désigne par frontidre de Choquet, 1'ensemble

des x € X tels que Ax soit minimale.

’
DEFINITION 7. - On dit que x et y sont lindairement séparés par C , s'il

existe u, v € C tels que

u(x) v(y) #uly) v(x) .

Celle-ci est plus forte que la séparation, elle lui est équivalente si 1 €C .

PROPRIETES 8.
A
te-C
2°3i x,yed ,ona AX # A,y si, et seulement si, C sépare linéairement

10 C

Il

x et y .

35 fe G ,ona f >0 (resp. £ >0 ) sur X si, et seulement si, f >0

(resp. >0 ) sur oC .

Soient L et M deux sous—espaces vectoriels de C(X) .

On note £ et M 1les deux plus petits cbnes convexes stables par inf , conte-

nant respectivement L et M .

DEFINITION 9. - On dit que L a la propriété de séparation faible de Riesz (no~

tée "p. s. f. R"), si, ¥ (fl » £,00 8 gz) S L tel que

il existe h €L tel que

Soit S un céne convexe stable par inf , contenu dans C(X) , on désigne par L

un sous-espace de fonctions &—affines continues.

DEFINITION 10. = On dit que ($ , L) est un simplexe géométrique si, pour toute

-f,ges, f<g, il existe h €L tel que

f<ghgeg o
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I1 revient au méme de dire que (£ , L) alap. s. f. R, ou que (£ , L) est un

simplexe géométrique.

Interprétation géométrique. = Si L sépare X , et contient les constantes,
l'injection X —ia.L' est continue, et 1'enveloppe convexe fermée de i(X) est un
compact K par of(L' , L) ; les formes lindaires affines sur K s'identifient aux
éléments de L , et dire que L a la p. s. f. R, c'est exactement dire que K est

un simplexe de Choquet.

DEFINITION 11. - Etant donnds deux cbnes C,» G, ¢(X) stables par inf , et

tels qu'il existe p; > o, p; € Ci , et q € Ci RS 0 (i=1,2), on dira

Ay 03 rd 3 C
que 3C, est complétement inclus dans 3, (noté 502 <30, )y si 302 aCl , et

si toute Cl-face minimale contient une Cz-face minimale unique.

I1 s'agit bien d'une relation d'ordre sur les frontidres de Choquet.

LEMME 12. - Soient Cl et C_, deux cOnes convexes stables par inf ,

2
c ~r 13 i < i =

C1 , 02 C(AZ\, tiis qu'il existe p; s 4 € Ci s By >0, 4 o (1 1, 2) ’

et tels que Cl cC

. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

2

(1) Pour toutes Cz-faces minimales Al ’ A2 ’ Al # A2 , 11 existe des Cl-faces

B, , minimales distinctes, A4, 3B, (i=1, 2);

B
1 H
(2) 3, ©3aC, , et C, sépare linéairement les points de AC, gqui sont lindai-

rement séparés par C
(3) ac, <aC, .

2 5

A\ A
Démonstration. — On remarque d'asbord que 1l'inclusion Cl < 02 et la propriété 5
(d) entratnent que toute Cl-face est une Cz—face, et donc que toute Cl—face con=-
tient une CZ—face minimale, on en tire immédiatement que (1) <«=> (3) .

(3) <= (2) résulte de la propriété 8, 2°.

On suppose dans ce qui suit qu'il existe £ €L, £ >0,

PROPOSITION 13. = Soient § wun cbdne convexe stable par inf , 8 © c(x) , tel

qu'il existe p,qe 8, p>0, q<0, et L un ensemble de fonctions &

affines continues, alors (S , L) est un simplexe géométrique, si, et seulement sit

1° L alap. s. fo R ;
2° 38 KL .

Démonstration. — La condition est nécessaire. Soient x €38 et f e~ £, on a

AN A
f(x) = (f(x))8 =inffve s, v(x)>f(x)}=inffhel, h(x)>f(x)}= (f(x))8 .
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On en déduit que x € dE et que, si x, , X, € 38 sont linéairement séparés par

$ , ils le sont également par £ .
Sl {fl 9 f2 ? gl 4 gz} c L ’ sup(fl ? fz) < lnf(fl ? f2) ’ on a

inf(gl ’ g2) e§ et sup(f f2) e-8§8 .

1 1
A 1'aide du lemme de Dini et de la proposition 3, on en déduit - u , v € § tels
que

sup(f f2) <u<v< inf(fl , f2) y

l ?
puis la pe. s. f. Ro

La condition est suffisante. Soient - f , ge 8, f<g, et B une S-face

minimale. On pose
o =inffA 3 M >f sur B} ,

D={xeB, (a-f)x)=0}={xeX, (aﬁ-f)?(x)=0} 3

D est une 8&-face qui confient une S—-face minimale A, A D < B . On introduit
de méme

B =supfih ;3 Mg sur B} ,

et

On a encore A S D' cB ., Comme o <B , il existe v tel que o <vyf <p sur B
et (w&)“g” c® , donc (yz);” = sup{coi e £, 0, 7 1 et, d'aprés le lemme de Dini,

il existe hiEL (i=1, 2, «os ,n) tel que

. 4o
f < :n.m‘.‘(hl g soe o hn) < (yﬂ,)B .

Montrons qu'il existe helL , f<h< inf(h1 y eve s hn) . On considére pour

cela la famille
S=fhel, h<inf(hl y eee s hn)} .

% egt filtrante croissante, parce que L a la p. s. f. R. k = supfh 3 h € &
ost donc £-affine s. C. i., et k = inf(hl g oo 9 hn) sur 9df d'aprés la pro-
priété 8, 1°, et, par suite, T >f sur 23S C df ; finalement, k >f sur X.

D'aprés le lemme de Dini, on en déduit une h el ,

eee s ) .

f<h<n.nf(hl ’ 0

On remarque d'autre part que inf(h1 g see hn) <g sur B, et que la famille
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$t={hel, f<h}
est filtrante décroissante, d'aprés ce que l'on vient de voir. k =inffh ; h e 5!}
est donc £-affine s. ¢. s., et k<g sur B. B étant une £-face minimale ar-
bitraire, on a k - g <0 sur 38 €3 , donc sur X . D'aprés le lemme de Dini,

il existe donc h € L tel que
f<h<g .

C. Q¢ F. D.

THEOREME 14. - Soient $ © W < CG(X) deux cbnes convexes stables par inf , tels

qu'il existe p ,q9€8, p>0, q<0. On désigne par M 1'espace des fonc-

tions Weaffines continues, et L un sous—espace de fonctions §-affines continues.

si (8, L) est un simplexe géométrique, si oW S 3 , et si & sépare linéaire-

ment les points de dW qui sont linéairement séparés par W , alors (W, L) est

un simplexe géométrique, et L est uniformément dense dans M .

Démonstration. — On a W <3S <232 , et L a lap. s. f. R d'aprées la proposi-

tion 13. On conclut, d'aprés la méme proposition, que (W , L) est un simplexe

géométrique. En appliquant le lemme de Dini pour tout ¢ >0 , et £ €M, il exis-

te = s, teW et £ el , tels que

f-ep<s<g<t<ep+f ,

grice & la proposition 3.

2. Application axiomatique.

Rappel axiomatique de la théorie des Roumains ([2]). - L'espace de base Q est

localement compact et, & tout ouvert w <0 , on associe un espace vectoriel
#(w) © ¢(w) vérifiant 1'axiome des faisceaux. Les fonctions de #(w) sont appe~

1ées fonctions harmoniques.

. . . . ‘s #*
Un ouvert relativement compact w € Q est dit régulier, si sa frontiére w est

non vide et si, pour toute f € (™) , 11 existe un prolongement continu unique a
W, tel que sa restriction & w , notée H? , appartienne & %(w) , et que 1'on ait
H? >0 dans w dés que f est >0 . On peut donc écrire
I
Hf(X)-— fdpx 9

4

. w , 3 w .
oL p est une mesure de Radon portée par W . Py est appelée la mesure harmo-

nique au point x € W,
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Une fonction v est dite hyperharmonique dans un ouvert w , si elle est s. c. i.,
> = , et si, pour tout x € w , il existe un voisinage Vv(x) de x contenu
dans w , tel que, pour tout ouvert régulier § , 5 < Vv(x) et, pour tout y € 8,

on ait

s
3%

)
v(y) >/I v doo .

Un ouvert w est dit de type M. P., si toute fonction v hyperharmonique dans
w est >0, si v est >0 en dehors d'un compact Kv de X , et si, pour tout
xewf, on a

lim inf v(y) >0 .
y-x

On suppose que les axiomes suivants sont vérifiés

(H.) Pour tout x € Q, il existe h harmonique au voisinage de x telle que
0 q q
h(x) >0 .

(Hl) Les ouverts réguliers forment une base d'ouverts de Q .

(H2) I1 existe un recouvrement de Q par des ouverts de type M. P,

(HB) Pour tout ouvert w , l'enveloppe supérieure d'un ordonné filtrant croissant

{hi} de fonctions harmoniques, majorées par une constante, est harmonique.

Dans l'axiomatique de H. BAUER, les fonctions hyperharmoniques dans () séparent
linéairement QO (l), et on en déduit le principe du minimum. Ici on suppose, & dé-
faut de séparation, que le principe du minimum est vérifié selon (Hz). Une théorie
axiomatique, vérifiant les conditions de BAUER localement, vérifie évidemment (HO),
(), (1,).

Indiquons les propriétés suivantes :

(HO) et (H3) entratnent la locale connexité de Q .
Si ®w est un ouvert de type M. P., tout sous-ouvert de w est lui-méme de type

M. P.

Probléme de Dirichlet pour ouvert. — Soit @ wun ouvert relativement compact de

type M. P., < QO , de frontiére m' non vide. Pour toute fonction numérique f ,

définie sur w% , on note %g la famille des v hyperharmoniques dans ., , véri-

fiant, en tout point-frontidre y € w” ,

lim inf v(x) > f(y) , et >=-o .
Xy

(1) Avec 1la convention O.t o = O .
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°—65 ——
On pose Hy(x) = inf{v ; ve %?} .

’ ) . w Ty
DEFINITION 15. — f est dite résolutive, si H? est finie, et si E, = H? . On

w
note Hf la valeur commune.

Les fonctions résolutives forment un espace vectoriel.

On notera par $§ (resp. W ) 1e cbne convexe des fonctions continues sur o,
prolongeables surharmoniquement au voisinage de [ (resp. surharmoniques dans w ).
S et W sont stables par inf , et S © W . On suppose de plus qu'il existe
p,qes, p>0, qg<0.

On démontre, comme dans le cas classique, que 1l'espace vectoriel fermé (dans

5t ; .
¢(m") ) engendré par Wlm% est un sous—espace de fonctions résolutives.

DEFTNITION 16. - x. € W' est dit point-frontidre &-régulier, si on

0
lim H?(x) = f(xo) ; pour toute f € & ,
XX

ol 5 est un sous—clne de W .

Si x, est S-régulier, il est aussi &-régulier, et on note R(8) 1tensemble

des points &-réguliers.

Probléme de Dirichlet pour compact ([4]). - Soient E<Q, E compact, E £ 8

tel qu'il existe un ouvert ® de type M. P., ® 2 E , et f définie sur E° . On

note %E la famille des fonctions v hyperharmoniques au voisinage de B , ot vé~

rifiant
lim inf v(x) 2,f(y) ’ pour tout ¥y € ol ’
CE=x-yeE”
et
E . B
Kf(x) = infiv(x) 3 ve Mf} , pour tout x € B .

On introduit de méme KE(X) = K%_f)(x) .

DEFINITION 17. — £ est dite résolutive, si Ko

s . B __E
£ est finie, et si Kf = Kf s et

on note K? la valeur comnmune.

Pour tout fermé ¥ < (Q , on note s(7) (resp. L(F) ) le cbne (resp. 1'espace
vectoriel) des fonctions continues sur F qui sont les restrictions & F de fonc-
tions hyperharmoniques au voisinage de F (resp. harmoniques au voisinage de F ).

On suppose qu'il existe p , qe () , p>0, q<O.
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Les fonctions résolutives forment un espace vectoriel, et on démontre comme dans

le cas classique que toute fonction v € S(E) est résolutive.

DEFINITION 18. - X, € E* est dit point-frontiere &-stable pour E , si on a

K?(XO) = f(xo) , pour toute f e & ,

ou & est un sous—=clne de S .

Si X est &-stable, il est aussi g;stable, et on note RS(S) 1'ensemble des

points &-stables.

PROPOSITION 19 ([4]). = Si v e 8(E) , et si o} est un ensemble filtrant dé-

croissant d'ouverts tels que N W, = E, ona

W L]
B i . i
Kv(x) = sup HV (x) = i}m Hv (x) .

(VN
1 1

COROLLAIRE 20, - (S(E) , L(E)) est un simplexe géométrique.

En effet, si =~ u , v sont surharmoniques au voisinage de E , telles que = u]E

et VIE appartiennent & S$(E) , et que uIE < VIE s 11 existe Wi tel que

wo
i

u g Hv

v .

COROLLAIRE 21. - ﬂs(s) = E¥ n 3s(8) .

Démonstration. = Soit u sous-harmonique au voisinage de E , telle que

U, € - S(B) . On a, en notant de la méme fagon u et ses traces sur E* et M%
e .,
K =inf H =~ = inffves, u<vli=1a .

On conclut que K =u pour toute ue - S(E) si, et seulement si, u=1 .

COROLLAIRE 22 (Pour le cas classique, voir M. BRELOT [4]). - & (&) = E¥ si, et

seulement si, Ll + est uniformément dense dans & - &, . &
E | &

Démonstration. - Pour toute wu' sousharmonique au voisinage de E , telle que

u!_ =ueé, Eﬁ tend uniformément vers K_=u sur E° , d'aprés le lemme de
|E u!t u

Dini, d'ou le résultat par différence.
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Réciproquement, si pour tout e >0 et v € $, on a, sur E" sy h-=egp<v<h4ep

pour un h € L(E) , on en déduit h = ep < Kv <h+ ep , puis Kv =v sur E .

L3
PROPOSITION 23, - aW nw < R(S) .

Démonstration. - Soient X, € W wt y UWE =V et veW, u<v.0na

u g H& v dans @ . On en déduit que Hw <1U dans @ . 4 étant s. c. S., On

peut écrire

lim sup Fu(x) 1im sup 4(x) = ﬁ(xo) = u(xo) .
xemaxo wsx»xo

I1 est trivial que

lim inf H (x) u(x ) ’

Wﬁx—»xo

ot on conclut que x, est régulier.

On aura besoin du lemme suivant.

LEMME 24. - Soient & un cbne convexe, & < W, et A une &face minimale non

. = s
vide de ® , alors A nw' £ g .

“+0

i
B € est

Démonstration. — Soit B une W-face minimale contenue dans A . O

¥
hyperharmonique et, si B nw = @ , on aurait lim inf(Ogm +q) =+, et W

étant de type M. P., on en déduit ng >~ q , ce qui est impossible si B est non

vide. On conclut que B n W # @ , et a fortiori A n o £0 .

THﬁORﬁME 25, = Si les deux conditions suivantes sont réalisées

1° & sépare linéairement les points de R(S) qui sont lindairement séparés par
W

20 ®(s) = ®(8) ;

alors I est uniformément dense dans M .

Démonstration. — D'aprés la proposition 23 et le corollaire 21, la condition 2°

implique que W n W <38 n w* . Le lemme précédent implique que, si A est une
W-face minimale, il existe nécessairement B telle que B n A £ ¢ , et donc telle
que & ©B . On en déduit que ¥ © 38 . Enfin la condition 1° entraine que dW <38,
dtaprés la propriété 8, 2°, et le lemme 12. On conclut que L est dense dans M ,

d'aprés le corollaire 20 et le théoréme 14.
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COROLLAIRE 26 (G. F. VINCENT-SMITH [8]). - Si S sépare linéairement W, et si

RS =R, L est uniformément dense dans M .

Remarque. - Le corollaire 26 s'étend au cas d'un ouvert non relativement compact,

4 frontidre métrisable, lorsque 1l'espace de base est dénombrable & 1l'infini (voir

[61).

’ !
DEFINITION 27 ([3], p. 521). = Un ouvert relativement compact w , w" £ 0 , est

dit faiblement déterminant si, pour toute fonction s surharmonique >0 , locale-

ment bornde au voisinage de W , harmonique dans © , il existe une femille fil-

trante croissante {hi} de fonctions continues sur ® , harmoniques dans W , et

telle que

s(x) = sup hi(x) , pour tout x € w .

THEOREME 28. - Si 8 sépare linéairement les points de W' qui sont linéaire=-

ment sépardés par W , et si m est faiblement déterminant, alors L est uniformé-

ment dense dans M si, et seulement si,

R(8) = RS(S) .
On s'appuie sur le résultat suivant.

LEMME 29. - Si & sépare linéairement les points de W qui sont linéairement

séparés par W, et si w est faiblement déterminant, alors (W , M) est un sim-

plexe géométrique, et

W onw = RS .

Démonstration. - Soient s € W, et u sousharmonique continue O , au voisi-

nage de @ , telle que g = t vérifie

W*
t < s sur w R

La régularisée s. c. s. t' de la fonction, égale & H$ dans W, et & u ail-
leurs, est < 0 , sousharmonique et localement bornée, et on a
%
(1) t < t'<s sur W .
Comme ® est faiblement déterminant, on en déduit que
A 3
t' =t sur w |,

et on peut trouver h e M tel que

t <! < hgs
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Notons Uc le cbne des fonctions sousharmoniques continues et < O au voisinage

de @.S8i xj¢€ R(8) , on a

(2) t(xo) = t'(xo) = (%(xo))w , pour toute t € - uc .

On vérifie que

3 n ft=(%
(3) RS (),

]
D
~
ot

|
~~
>
p—
=
-
-

et que l'application o "9'(6(X))W de C(w*) dans R est continue pour tout

¥*®
XEW .

*
w

On en déduit, & 1'aide de (3), appliqué aux restrictions & ® des fonctions de

Uc et de W, que si Uc - U est dense dans W - Wluﬁ., on a

c|w®

(4) no fe=@®, = 0 f{t= (%)Wlw"*} .
W

teEm l m-;:» - tE—cLlC l m-)é

Or il est évident d'aprds le principe du minimum que, pour toute t € - W, on a,

en posant t!' = tlw% ’

I
-
3
i
—~
>
N
S ]
-

{.t = (%)W.} N 0.)7\':

et donc, d'aprés (4), on peut écrire

0 n N rt-_-(%)wg S n N {t:(%)w} )
te=W te-‘uc

i
=

D'aprés (2) et la propriété 8, 1°, on en déduit que x, € W W , et finalement

R(s) < W A oW s puis 1'égalité, d'aprés la proposition 23.

I1 suffit pour cela de montrer que Ub - Ublw* est bien dense dans Wﬁ:ﬁihfe'
Comme il existe une fonction h > 0 , harmonique au voisinage de 1 , toute fonc-
tion v € § s'obtient comme le sup d'un crdonné filtrant croissant de fonctions
v, €~ Ub|w* , et 8 sépare linéairement les points de w" qui sont linéairement
séparés par W . On en déduit qu'il en est de méme pour Ub , et on obtient la den=~

sité gréice au théordme de Stone-Weierstrass.
Montrons que (W , M) est un simplexe géométrique.

RN - N . %
On considdre p , v minimales par rapport & W , portées par W ; elles sont

aussi minimales par rapport a Wlw% , et vérifient

wm) = v(n) , pour toute h €M .,

]
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On a donc

w(t) = u((%)wl *) et  v(t) = v((%)w *) ’ pour toute t € = W}w* .
W

|w

Pour toute t e = Ublw% , on a, d'apres (1),

w((®), ) = inf u(n) = inf uln) =v<<%),,,lw%> ,

|0" tghen el
et donc
u(t) = v(t) s pour toute t€ - Ublw* 3
puis
n(t) = v(t) , pour toute t € - Wlw* )

par densité. Ceci montre que (Wlm* ’ Mlm*) est un simplexe géométrique, il en est

de méme pour (W , M) d'aprés le principe du minimum.

Démonstration du théordme 28. = La condition est suffisante, d'aprés le théoréme

25.

La condition est nécessaire. Si L =1 , désignons par M 1le plus petit cdne
convexe stable par inf , et contenant M , on a £ = 3l . (w , M) étant un sim-
plexe géométrique, oW < dM , et donc oW € dL . Comme 38 < 3L , toute W-face mi-
nimale rencontre une S-face minimale, et oW < 38 . Si X, € R(s) s Xy € W noaW,
et x. € RS(S) . On obtient ainsi 1'inclusion R(8) < RS(S). L'inclusion inverse se

0
voit en remarquant que, pour toute t € - ﬂb , Ona

>t 3t

( t* étant définie comme dans la relation (1) du lemme 29), et en utilisant la

densité de Ub - ublw* dans § - $|w* .

3. Caractére local de 1'approximation.

On supposera que la propriété (Hé) est vérifide

(Hé) Pour tout x € Q , il existe un voisinage Ve de x , tel qu'il existe un

potentiel localement borné p dans v, avec p(x) >0 .

I1 est équivalent de dire que, pour tout x e Q , il existe un voisinage compact

Kx de x , tel que S(KX) sépare linéairement KX . L'axiomatique de Bauer est

donc vérifide localement (*), et en particulier (Hé) entraine (Hz).

(*) avec 1'axiome de convergence affaibli (H ).
4
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PROPOSITION 30. - Si (Hé) est vérifide, et si x. € B est tel que, pour tout

0
voisinage V de Xy 9 il existe un compact K , voisinage de X KcVv, tel

O 9
que X, soit S(E n K)-stable pour E nK , alors Xy est S(E)-stable pour E .

Démonstration. - Si X, était S(B)-instable pour B , il existerait une fonc-

tion hyperharmonique v au voisinage de E , telle que

1lim inf v(x) > v(xo) .
CE9x~xO
On peut alors se donner un voisinage K compact de Xy s tel que X soit

S(BE n K)-stable pour E nK , et que s(K) sébare linéairement les points de K

A
v

dtapres (Hé). On se donne alors o € C((E N K)*) telle que v(xo) < m(xo) y 0K

%
odt ¥ désigne la fonction s. c. i. définie sur (E nK)  par

#(y) = 1lim inf v(x) .
C(BrK)=x-y

On a alors KEFK v sur B nK, et donc
N

BrK

KQ’) (Xo) < (D(Xo) ’

et X, est S(E n K)-instable d'apres (Hé), ce qui est impossible.

# . . .
Remarque. — On a seulement besoin que, pour tout x € B" , il existe un voisinage

Ve de x et un potentiel localement borné p dans Voo p(x) >0 .

E iHalY
\ ' - ’ - rd . 3
Gréce & 1'indgalité Kv(xo) Sk, (xb) < v(xo) , pour tout voisinage compact V

de x. , et toute fonction v € s(E) , on a la réciproque suivante.

0
L
PROPOSITION 31. - S5i xj € B est s(E)-stable pour E , x, est S(E)-stable
pour EnV, o V est un voisinage compact de Xy -

Soient f € C(E) , et F un fermé de E ; on désigne par s*(F) (resp. £!'(F) )
le plus petit céne convexe stable par inf , contenant fIF et S(F) (resp. fIF
et Q(F) ), et qui est contenu dans c(r) .

THEORHIE 32. - Si (B}) est vérifide, et si f e C(E) est telle que $(E) sépare

linéairement les points de EX A a2'(E) qui sont linéairement séparés par £'(E) ,

alors f € L(E) si, et seulement si, pour tout x € E , il existe un voisinage

compact V de x , tel que

flvnE: e L(V nE) .

On aura besoin du lemme suivant.
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LEMME 33. - Soient X compact, et C un c8ne convexe stable par inf , C < o(x),

tel qu'il existe p,q€C, p>0, q<0, et soit F un fermé <X . Si A

est une C=-face minimale, alors A n F est une CIF—face minimale.

Démonstration. = A N P est évidemment une ClF—face. Celle—-ci est minimale,

dlaprés 1'inégalité
N S
u‘F(X) < (ulF(X))C'F < =)y

pour toute u€ - C et x € F . Ceci montre que € nF < acIF . La propriété 8,

20 ermet aisément de conclure.
H

Démonstration du théordme 32. - On remarque d'abord que f est nécessairement

harmmonique dans 1l'intérieur B de E si B#@, et que, dans ce cas, f € M(E) .
I1 s'agit de montrer que 1'on a f'(E) < 32(E) , d'aprds le théordme 14. Soit donc
A' une £'(E)-face minimale, on a A' n E* o ¢ (1Lemme 24). Soient Yo € At n E* ’
et un voisinage compact V de y, tel que f’VnE e L(V nE) . D'apres (Hé), il
existe un voisinage compact V' de Yo 0 V't ¢V, tel que $(V') sépare lindai-
rement V' , et on aura encore fIV'nE e L(V' nE) . On posera donc V = V! , D'a-
prés le lemme 33, A* NV NnE est une E'(E)IV”E-face minimale et, d'aprés 1'in-

clusion ﬁ’(E)IVnE c e (Vv n E)|VnE , A'nVAE estune £Y(V n E)'VnE—face mini-

male, notée A! . D'aprés 1'hypothése, on a £1(V n E)IVnE =£(V n E)IVnE , et par
suite A% est aussi une E(V n E)anE—face minimale qui contient une seule

s(v n E)anE-face minimale, notée C. (d'aprés la proposition 13 et le corollaire

v

3 %
20). D'autre part, on a C_. nNnE # # (corollaire 21) ; tout point de CV NnE est

v
$(V n B)-stable pour E n V ; d'aprés la proposition 30, tous ces points sont aussi
S(E)-stables pour B . Il existe donc une S(E)-face minimale, soit C , telle que
CnA#g , et donc telle que C n A?! #@ . C est contenue dans une £(E)=-face

minimale, soit A , et A nA' #@ . On conclut que A' €A , puis que 3£'(E) < 3e(E).

On a 1l'inclusion forte. En effet, on vient de voir que si A' est une £t (B)-
face minimale, il existe une s(BE)-face C telle que A!' nC n ol £¢ .8 Ai et
Aé sont deux E(E)-faces minimales distinctes, il leur correspond des S(E)-faces
C, et C,, AlnC;n B 4f (1=1,2) . ¢ et C, sont done distinctes,
parce que - S(B) sépare lindairement les points de AE' n E qui sont linéairement
géparés par £ (1emme 12). (nL(E) , s(B)) étant un simplexe géométrique, il exis—
te deux £(E)-faces minimales et distinctes telles que A, = C, (i=1,2) .0n

en déduit A, n Al # g (1=1,2) , puis 4 2 A} (i=1,2).

Ce Qe F. Do
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COROLLAIRE 34. - §§_(Hé) est vérifide, si f e C(E) , et si £1g* € S(E) - scmlE*,

alors f € L(E) si, et seulement si, pour tout x € E , il existe un voisinage com-

pact V de x, tel que

flyg € L(VnE) .

COROLLAIRE 35. - Si S(E) sépare lindairvement B , ot si f € C(B) , alors

f e L(E) si, et seulement si, pour tout x e B, il existe un voisinage compact V

de x , tel que

fIVnE eL(VnE) .
e - * 3
Si S(E) gépare linéairement B , on peut en effet voir, comme dans le cas
classique, que la stabilité est de caractire local, ce qui est mieux que la propo-
sition 30.

Le théoréme 32 a été montré, dans le cas classique, par Robert Loyd LUDWIG [7] en
utilisant Hahn-Banach. Il s'étend sans difficulté au cas non compact dans le méme

cadre que [6], en supposant E' métrisable et 0 dénombrable & 1'infini.
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