DIEDERICH HINRICHSEN
Représentations intégrales et espaces fonctionnels nucléaires

Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théorie du potentiel, tome 11 (1966-1967), exp. n° 14,
p.- 1-14

<http://www.numdam.org/item?id=SBCD_1966-1967__11__A8_0>

© Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théorie du potentiel
(Secrétariat mathématique, Paris), 1966-1967, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théo-
rie du potentiel » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SBCD_1966-1967__11__A8_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 14~01
(Théorie du Potentiel)
lle année, 1966/67, n°® 14 23 février et 2 mars 1967

REPRESENTATIONS INTEGRALES ET ESPACES FONCTIONNELS NUCLEATRES

par Diederich HINRICHSEN

Soit G 1le disque unité ouvert du plan complexe gl , et soit d 1'algébre de

toutes les fonctions continues complexes sur G , qui sont holomorphes & 1l'inté-

rieur j; alors, pour toute f € d , on a la formule de Cauchy

f(z) = Elr I é;élg do(g) = I fdw, (zeaq) .

TTL

La famille (uz) des mesures b, = —lv L

= do(g) remplit les conditions sui-

vantes

1° Toute M, est concentrée sur la frontigre de éylov S = Soéa) de G par
rapport & 3

2° Chaque M, (z € ) représente 2z par rapport & &, clest-a-dire
f(z) = f £ duz (f ed, z € G) H

30 Liapplication z —=> M, est scalairement holomorphe, c'est-a—-dire @ pour toute
fonction complexe continue f sur la frontiere topologique 3G , l'application
z —>ruz(f) est holomorphe sur G

4° Les mesures My sont absolument continues par rapport & une certaine mesure
o , et on peut choisir les densités Qz , €) = §E§T€?:T7ZT de dpz par rapport a
do , de maniére que les applications partielles z —> Uz ’ g) soient analyti-
ques sur G pour tout £ € S , et que les applications § =—> Qz ’ g) sur S

soient o-essentiellement bornées pour tout z € G .

Dés 1935, on a tenté de généraliser la formule de Cauchy pour les fonctions holo-
morphes de plusieurs variables. En 1962 et 1964, on a réussi & démontrer que, pour
tout domaine relativement compact d'un espace analytique séparable, il existe une
famille de mesures complexes qui satisfont aux conditions 1° & 4°. Cette famille

n'est d'ailleurs pas déterminée de fagon unique, en général.

Or, on sait que la frontidre de éilov contient encore des points superflus. Les
valeurs d'une fonction complexe, continue sur la fermeture d'un domaine relativement
compact et holomorphe & l'intérieur, sont déja déterminées par sa restriction a la
frontiére fine. Donc, on peut poser la question de la possibilité de trouver une
famille de mesures remplissant les conditions 1° & 4°, qui soient en plus concen—

trées sur la frontidre fine du domaine par rapport & l'algdbre d .
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Dans la théorie des fonctions harmoniques, on a un probléme analogue. Soit G un
domaine relativement compact dans un espace harmonique (Y , %) au sens de BAUER[1].

Soit H 1'espace vectoriel

fhec@, R ; resty h € ®(@)} .

Alors, les mesures harmoniques pi donnent une représentation intégrale scalaire-
ment harmonique de G par rapport & H . Mais on sait, dans le cas de 1l'équation
de la chaleur, que les mesures harmoniques ne sont pas, en général, concentrées sur
1l'ensemble des points réguliers, donc pas non plus sur la frontiére fine. La ques-
tion se pose de savoir s'il existe d'autres mesures vy éventuellement non positi-
ves, portées par la frontiere fine, telles que la famille (vx) satisfasse aux
conditions 1° 3 4°,

En raison de l'analogie de ces deux problémes, il serait convenable de trouver

une méthode qui permettrait de les tralter ensemble. Dans ce but, nous considérons

une situation plus abstraite, qui est adoptée dans toute la suite.

Soit K , le corps des scalaires, identique au corps R des nombres réels ou au
corps C des nombres complexes. Soient T wun espace compact, X un sous—ensemble
ouvert et partout dense dans T , H un sous~espace de e(r , K) , et E un sous—
espace de C(X , K) , qui contient restX H « Soit enfin XO © T wune frontiere de
T par rapport & H . Il est elair que, dans le cas des deux probléemes cités, une
telle situation existe. On se demande, alors, sous quelles conditions existe une

application w : x ->p_ de X dans N(fg s K) telle que :

1° Chague By (x € X) est concentrée sur XO H

20 ux(h) = h(x) , pour tout h € H et tout x € X

3° w est E-adaptée, c'est-d-dire que x —a-ux(f) (x € X) est dans E pour
toute f € C(XE , K) .

Ce probléme est un probléme de factorisation. Pour montrer cela, soient M 1l'es~-
pace de Banach {u € W(T , K) ;3 w portée par XO} , muni de la norme habituelle,
H!' 1le dual topologique de l'espace normé H , muni de la norme uniforme, p 1'ho-
momorphisme canonique de M sur H' , et ¢ 1'application qui assigne & tout
x € X la forme lindaire ®p ¢ h -e-h(x) sur H . Alors, ce qu'on cherche, c'est

une factorisation E-adaptée u de o par rapport & p s
©=W op =

Nous indiquons d'abord quelques résultats qui seront utilisés plus tard pour mon-
trer pour quelles frontiéres de T , par rapport & H , la factorisation de ¢ est
possible. En premier lieu, il faut définir ce qu'est une frontiére de T par rapport

é- H L]
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DEFINITION 1. - X, =T est une H-frontiére de T si, pour tout h eRH , on a

sup h(z) = sup h(x) .

zel XEAO

On utilise maintenant la méthode de CHOQUET pour concentrer les mesures sur les
H-frontidres de T . Comme dans le cas ou T est un convexe compact et H 1'espa-
ce de toutes les formes affines continues, on introduit une structure d'ordre sur

le clne des mesures positives. Soit $(H) 1le cdne convexe
{sup(hl y eee hn) 5 h o, ..., h e®H+R} .

Ce cofne définit un quasi-ordre < sur ¥ (T) , non un ordre parce que H ne sépa-

re pas nécessairement les points de T .
DEFINITION 2. = u <v <=> u(f) < v(£) (v £ e s(®)) .

De w < v , on peut déduire

p(h) = v(h) et p(fhl) < v(n)) pour tout h € H .

Les mesures maximales par rapport & ce quasi-ordre sont appelées "mesures maxi=-

males". Comme dans le cas d'un convexe compact, on peut démontrer que les mesures

maximales sont portées par tout bord Bf (r e S(H)) avec

A A
Bf=[f=f], f= dinf g .
g7t
g=-8(H)
L'intersection de tous ces bords est identique & la frontidre de Choquet de T par
rapport & H . Le théordme d'existence de Choquet est aussi facile & démontrer sous

les conditions présentes.

PROPOSITION 1. = Soit S wune H-~frontidre compacte de T . Alors, pour toute me-

+ ) . : .
sure W € M (T) , il existe une mesure maximale v , portée par S, avec p < v .

Démonstration. — Par passage au quotient de T par la relation h(x) = h(y) ’
Y heH.

De ce résultat, on déduit aussitdt un corollaire, qui est fondamental pour la so-

lution de notre probléme.

COROLLAIRE 2. - Soit S wune H-frontiére compacte de T . Alors, pour toute me-

sure u € (T , K) , il existe une mesure v sur S avec v(h) = w(h) pour tout

h e H, telle que |v| soit maximale dans (T .
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Démonstration. - Application de la proposition 1 aux parties réelles positives de

TN
On peut encore préciser ces résultats, mais nous laissons de c6té ces précisions
parce qu'lelles ne sont pas utilisées dans nos applications.

Nous abordons maintenant le probléme de factorisation indiqué ci-dessus. Pour le
traiter, il est convenable de généraliser la notion de 1'holomorphie faible de la

manidre suivante g

DF‘:FINITION 3. — Une application u de X dans un espace localement convexe sé-

paré F est dite E-morphe, si, pour toute forme lindaire y! € F' , la composi-

tion y' o u est dans E . L'espace vectoriel de toutes ces applications est dési-

gné par E(X , F) .

Pour étudier les epplications E-morphes, on se sert surtout des résultats que
fournit la théorie des espaces nucléaires. A 1'aide de ces résultats, on démontre

gans difficulté la caractérisation suivante, qui a des conséquences importantes :

PROPOSITION 3. -~ Soit E du type £% , nucléaire et complet, muni d'une 6~

topologie qui est plus fine que la topologie simple. Alors, pour qu'une application

u de X dans un espace localement convexe complet F soit E-morphe, il faut et

il suffit que u puisse 8tre approchée par des fonctions de la forme

X => Zgi(x) vy (avec giEE, v eF )

uniformément sur les ensembles S € 6 ,

Démonstration. — La 6G-topologie sur BE(X s F) correspond & la topologie induc~-

tive & sur E® F par 1'isomorphisme canonique d¢ E® F sur E(X , F) (voir

s]).
Remarque. - Il n'est pas nécessaire, pour la validité de cette proposition, que
X soit espace topologique (compact).

Pour obtenir des factorisations E-morphes, la théorie des espaces nucléaires
fournit aussi les outils nécessaires. Le théorime suivant, qui est fondamental, est
dd & GROTHENDIECK [8] :

14 *
THEOREME 4. - Soient X un ensemble, E un espace l. c. s. complet du type £

de fonctions X -»>K , dont la topologie est plus fine que la topologie simple.

deux espaces de Banach, et p une application

1 2

Soient, de plus, F, et F
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lindaire continue surjective de Fl sur F2 . Alors l'application u => p ou

de EB(X, Fl) dans EB(X , F2) est surjective.

Revenons maintenant & la situation du départ. Supposons que le sous—espace H de
e(r , g) soit muni d'une norme telle que, pour tout x € X , la forme linéaire
o, t h ~->h(x) sur H appartienne & l'espace de Banach H' , dual de K . Nous
cherchons certaines factorisations E-morphes de l'application ¢ 3 X => o, de X
dans H' . Pour qu'une telle factorisation existe, il est nécessaire que o elle-

méme soit E-morphe.

, .
DEFINITION 4. = La paire (H y E) est dite admissible, si 1'application

! X =->
© (DX

de X dans H' est E-morphe.

Nous donnons d'abord quelques critéres pour l'admissibilité de (H, E), qui as-
surent en méme temps la continuité de o . Cette continuité est évidemment équiva-

lente 3 1'équicontinuité de la boule unité H1 de H sur X .

Soient T la topologie de B, Tq la topologie simple, et T la topologie de

la convergence compacte.

PROPOSITION 5. = Scient E quasi-complet, et T plus fine que Ty plus faible

que T Soit Hl dquicontinue sur X . Alors (u ’ E) est admissible.

Démonstration. = Pour tout y" € H" de la norme Hy“”.s 1, la fonction

x =>y"(o,)

est dans la fermeturexde resty H = restx{h e H | || <1} par rapport a la to-
pologie simple sur K . I1 suffit maintenant d'appliquer le théoréme d'Ascoli.

PROPOSITION 6. = Soit T plus fine que T X

compact dans E . Alors (H , E) est admissible, et o continue.

, et soit rest Hl relativement

Remarque. - Les suppositions de cette proposition sont vérifiées, si E est un
espace complet nucléaire ou seulement de Montel, T plus fin que T 2 et restXHl
borné dans E . Clest sous ces conditions que la proposition sera utilisée dans les
applications. Par exemple, dans le cas des fonctions harmoniques, on prend pour
X un domaine relativement compact dfun espace harmenique, pour T la fermeture

X, pour E #(X) , et pour H 1'espace vectoriel

H(X) = {n €¢(T , R) : rest, h e®r(x)} .



14~06

On démontre que E , muni de la topologie de la convergence compacte, est nucléaire.
Si on introduit la norme uniforme sur H , toutes les suppositions sont donc véri-

fides, et il s'ensuit que la paire (H , B) est admissible.

Pour établir un théoréme qui comprend tous les cas des applications, nous généra-
lisons maintenant la notion de la représentation intégrale. Soient M un espace de
Banach quelconque, et p un homomorphisme donné de M dans H' . Par exemple, si
M est 1'espace de toutes les mesures sur T qui sont portées par une certaine H-
frontiére, on prend, pour p , 1l'homomorphisme naturel, qui a toute mesure p € M
fait correspondre la forme lindéaire h -> p.(h) sur H . Nous désignons alors par
{w,n) (heH, peM) 1lavaleur p(p) (h) , et donnons la définition suivantes:

D'éFINITION 5. = Une application x => Mo de X dans M est dite H-représenta~-

tion de X par rapport & p, si on a, pour tout xe€X , hel,

: <U‘X , h) = h(X) .
Comme cas particulier du théoréme 4, on a maintenant le théoréme suivant :

y oA '
THEOREME 7. - Soient T plus fine cue T, » B un espace nucléaire de Fréchet

tel que (H ’ E) soit admissible. Si alors p : M -> H' est surjective, il eziste

une H-représentation E-morphe de X par rapport & p .

A 1'aide de ce théoréme et du corollaire 2, on peut donner une premiére réponse &

notre question initiale :

PROPOSITION 8. - Soient T métrisable et H séparant ; et soit E nucléaire,

de type &, avec T > Ty s tel que (B, B) soit admissible (par rapport i la

norme uniforme sur H ). Alors il existe une application E-morphe de X dans 1'es-

pace M de toutes les mesures p € M(T , K) , qui sont portdes par la frontidre

fine ChH(T) , telle que p,x(h) = h(x) pour tout x € X, h €H . BEn particulier,

pour toute fonction g sur ChH(T) bornée, universellement mesurable & valeurs

dans K , l'application x —> p,x(g) est dans E .

Remarque. = Soit K identique & R . Alors on dit que T est un H-simplex, si
le dual H' muni de son ordre naturel est réticulé. En ce cas, on a une applica-
tion canonique de X €T dans M , & savoir celle qui fait correspondre & tout
x € X la mesure maximale unique M de la masse totale égale & 1 , qui représen-—
te x par rapport & H . Soit maintenant 1 € H, et soit E 1la fermeture de

restX H dans C(X ’ E) par rapport & T * Alors on peut montrer, que l'applica-
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tion x > uy est E-morphe, si la boule unité Hl de H par rapport a la norme
uniforme est équicontinue sur X . La démonstration de cette proposition se fait

sans recourir a la théorie des espaces nucléaires.

Nous essayons maintenant d'exprimer les mesures représentant W, Dpar des densi-
tés par rapport & une mesure positive 6 sur T . D'abord on cherche des conditions

+
suffisantes pour que 1'énoncé suivent soit valable pour une mesure 8 € I (T) .

B’(6 , E, B) (1<pg®) .- Il existe une application E-morphe x —-> k  de

X dans 1l'espace normé

(5
ILP(e) = Lﬁ(e) avec h(x) =« hk d6 , pour tout heH, xeX .

I1 est facile de voir qu'une condition nécessaire pour la validité de BP(e, H, E)

est la propriété suivante de 8 ( q conjugué de p ).

AQ(G , H) « = Pour tout ensemble compact K © X , il existe une constante Q4 >0

avec

sup |n(y)]| g o ¥ (h, o) = o:I,.(--r |n]? de)l/q pour tout he H .
yeK 4 : .

Cette condition veut dire que la boule unité de H par rapport & la norme
Nq(. , 8) est, aprds sa restriction & X , bornée dans C(X , g) par rapport a la
topologie de la convergence compacte. D'apres la proposition 5, la condition
Aq(e ’ H) assure donc 1l'admissibilité de la paire (H R B) , si on munit H de la

norme Nq(. ’ 0) , en supposant que E soit du type de Montel par rapport a Ty *

Considérons maintenant la forme locale de la condition Ag(e , H) , qu'on peut

utiliser comme axiome pour les espaces HX = restX H.

AQ(HX) . - Pour tout x e X, il existe un voisinage compact K  de x dams X,

et une mesure GX € WT(X) a support compact telle que

sup Ih(Y)l~$ N (a, o) pour tout he€H .
yeK 4 x —

X

I1 est équivalent de dire que la topologie T, sur HX est définie par les

semi-normes du type P , définies par les mesures positives & support compact dans

t
X . I1 est évident que Aq(HX) implique Al (HX) pour tout q' > q . En outre, on

sait que le plus fort de ces axiomes, Al(HX) , implique la nucléarité de HX par

rapport 4 la topologie T (critdre de PIETSCH [16]). En démontrant 1'inverse, on

k
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voit, que les espaces qui vérifient les axiomes Ag , pour g > 1 4, forment des
classes qui généralisent la classe des espaces nucléaires (toujours par rapport &

la topologie T ) e

L4 .
THEOREME 9. - Scient X wun espace localement compact, et E wun sous—espace li-

néaire de C(X , K) . Alors E , muni de la topologie Ty 9 est nucléaire, si et

seulement si 1'axiome Al(E) est vérifié.

On voit que les axiomes Aﬂ(HX) sont étroitement 1iés & la topologie T Pour
établir 1'énoncé BP(e , H, E) , nous supposerons désormais les deux conditions

supplémentaires suivantes :

1° E est muni de la topologie Ty et est complet

2° X est dénombrable & 1'infini [pour assurer que E soit métrisablel.

PROPOSITION 10. = Soit E nucléaire. Alors, pour toute mesure 6 , vérifiant la

condition A%(e , H) (1< q<w), on ala proposition B°(6 , H, E) avec p

conjugué de q .

Démonstration. - E est du type & . Si on munit H de la norme Nq(. , 8) , on

a o €l (¥ x e X) , et 1la paire (H , E) est admissible, d'aprés 4%(e , H)
(proposition 6). Soit p 1'homomorphisme canonique de M = Lp(e) ( p conjugué de
q ) sur H' (qui est isomorphe & un espace quotient de P = (Lq)' ). Alors on

peut appliquer le théoréeme 7.

X étant supposé dénombrable & 1'infini, il est facile de voir que, pour tout es-—
pace H , satisfaisant & 1'axiome Aq(HX) , il existe une mesure 6 € M (T) avec
Ag(e ’ H) . Pour concentrer cette mesure sur les H-frontiéres de T , on se sert

du lemme suivant, qui est immédiat :
LEMME 11. - Soient o , 8 € W (T) , o> 6 . Alors,

Al , H) => Ao, H) .

A 1'aide de ce lemme, on déduit aussit8t l'existence d'une H-représentation BE-
morphe de X par des densités essentiellement bornées et intégrables par rapport a

une mesure maximale ¢

PROPOSITION 12. = Soient E nucléaire, et S une H-frontiére compacte de T .

. . . "+ , o0
Alors il existe une mesure maximale o € m‘(T) concentrée sur S, avec B (c , H ,ED.
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Les représentations E-morphes, dont l'existence est assurée dans les deux der-
nidres propositions, sont d'elles-mémes continues, parce qu'on a la proposition

suivante.

PROPOSITION 13. — Soit E nucléaire (par rapport 3 ). Alors, toute applica-

T
k
tion E-morphe de X dans un espace 1. c. s. F est continue.

by

La démonstration de cette proposition se fait facilement & partir de la proposi-

tion 3.

Les résultats que nous venons d'énoncer ont encore'quelques défauts. Premidrement,
nous avons supposé que E soit nucléaire, ce qui entrafne que les axiomes _AQ(HX)
soient vérifiés pour tout q > 1 . Mais tous ces axiomes ne sont pas nécessaires si
on n'exige que la validité de Bp(e , H, E) pour un p fini. On présume qu'il
suffirait de supposer 1'axiome Aq(HX) , ou g est conjugué de p , pour établir la
proposition BP (Cependant, on re sait pas encore pour quels q = 1 1lt'axiome
Al(HX) est strictement plus fort que AQ(HX) . D'aprds une remarque de THOMAS, la
déduction du critdre de Pietsch, donnée par SCHAEFFER [ 17], démontre que les axio-

mes AQ(HX) , avec 1< q< 2, sont tous équivalents.)

Le deuxidme défaut des résultats précédents est que nous avons seulement cons-—
truit des densités kx , qui sont des classes de fonctions. On se demande, s'il est
possible de choisir des représentants Q(x , .) des k_ tels gue, pour tout
y €T , les applications x - Q(x ’ y) sur X soient dans E . Le théordme des

noyaux [ 17 ] permet de démontrer assez facilement qu'un tel choix est possible.

THEORﬁME 15, = Soit E nucléaire. Alors, pour toute mesure positive o sur T

vérifiant la condition Al(c , H) , il existe un noyau Q(x , y) sur X x T tel

que 3
(i) x => Q(x , y) est dans E pour tout y €T
(ii) vy -> Q(x, y) est dans £7(o) pour tout x € X ;

(1i1) u(x) = [ n(y) alzx, v) do(y) (v xeX, heH) ;
(iv) L'application Q : X —> QX , qui & tout x € X fait correspondre la classe

Q € L”(o) de Q(x , .), est E-morphe et continue. En particulier, pour tout
£ e 1Y (o) , la fonction Hp s x -> | £(y) alx, y) doly) est dans E .

COROLLAIRE 16. ~ Soit E nucléaire. Alors, vour toute H-~fruntidre compacte S

. - . + ’
de T , il existe une mesure maximale o € I (T) concentrée sur S et un noyau

Q(x , y) sur X x S, vérifiant les conditions (i) é;(iv) du théordme 15 (avec S

au lieu de T ).



14-10
Applications

Le plus souvent, les résultats que nous venons d'exposer s'appliquent aux cas ol
les espaces fonctionnels E et H sont donnés par un faisceau de fonctions conti-

nues. Nous rassemblons quelques critéres pour la nucléarité d'un tel faisceau.

Soient Y wun espace localement compact d'une base dénombrable, E : U => E(U)
un faisceau de fonctions continues réelles ou complexes tel que, pour tout ouvert
U de Y, E(U) est fermé dans C(U , K) par rapport & la topologie T, de la
convergence compacte. On dit que le faisceau est nucléaire, si les espaces vecto-

riels E(U) munis de la topologie T, sont nucléaires. Si on pose

k
H(U) = {h e (T , K) ; rest; h € B(U)} ,

pour tout ouvert U de Y , on peut donner la caractérisation suivante.

PROPOSITION 17. - E est nucléaire si, et seulement si, une des conditions sui-

vantes est remplie pour tous les ensembles relativement compacts X d'une base &
de Y :

(i) La restriction Hy de H(X) sur X est nucléaire ;

. 1 s

(1) 4l ;

(iii) I1 existe une mesure positive o sur X telle qu'on a B (s , H(X) , E(X));

(iv) Il existe une mesure positive o sur X vérifiant Al(o , H(X)) ;

(v) Pour tout x €X , 11 existe une mesure positive sur X & support compact,

un voisinage U < X de x , et une application continue k : ¥y —a-ky de U dans
L“(e) telle que l'on a

f
,,. hkyd@:h(y) pour tout y €U, heH .

Dans cette liste figurent, comme conditions équivalentes, des hypotheses et des
conclusions des propositions gue nous avons énoncées ci-dessus, ce qui démontre
leur dépendance mutuelle au cas d'un faisceau. A chaque faisceau E , qui vérifie
une de ces conditions pour tous les ensembles relativement compacts d'une base de
Y , on peut appliquer le théordéme 15 et son corollaire, qui donnent des énoncés

beaucoup plus riches que chacune de ces conditions.

La condition (v) est particulidrement intéressante. Elle suppose 1l'existence lo-
cale des H-représentations continues par des densités essentiellement bornées et
mesurables. Les méthodes de la théorie des espaces nucléaires, dont nous nous som-—

mes servis, permettent donc d'obtenir des H-représentations globales E-morphes &



14-11

partir des H-représentations locales continues par des densités essentiellement
bornées et mesurables. C'est justement ce procédé qu'ont choisi GLEASON et BEAR
dans une axiomatique des fonctions harmonigues ou paraboliques abstraites, sans

utiliser la théorie des espaces nucléaires [2].

Appliquons maintenant nos résultats aux fonctions harmoniques et aux fonctions

holomorphes.

10 Seit U —;»R(U) le faisceau des fonctions harmoniques sur un espace harmo-
nique Y au sens de BAUER. Alors la généralisation suivante de 1'inégalité de

Harnack est valable

Soient W € Mf(Y) , et K un ensemble compact, continu dens 1l'intérieur de 1l'en-

semble absorbant AT , engendré par le support Tu de W . Alors, il existe une

constante o > 0 , telle que

sup h(K) € o I h dy pour tout h € %+(Y) .

Remarque. - Dans la théorie de Brelot, 1l'espace Y est elliptique et conmexe ;
donc le seul ensemble absorbant non vide est 1'espace tout entier. Le théoréme de

Harnack apparait alors sous sa forme connue :

Soient K wun ensemble compact d'un espace de Brelot X (connexe), et x€X.

Alors il existe une constante o > 0 telle que

sup h(K) < oh(x) pour toute h € %+(X) .

A 1'aide de 1'inégalité de Harnack il est maintenant facile de vérifier la nu-

cléarité du faisceau ¥ .

Soient X wun ouvert relativement compact de Y , et K un sous—ensemble compact

de X . D!aprés le critére (iii), il faut trouver une mesure o € m*(i} telle que

sup Ih(x)! < f |h| do pour toute h € H(X) .
KX

Comme X est séparable, il existe une mesure yu € mf(x) , bornée, dont le support

est identique & X . D'apres 1'inégalité de Harnack, il s'ensuit :
sup h(K) < o ! h dy pour toute h € K+(X) ,

[+
parce que K © X = Ty , donc en particulier :

s 506) < 5
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pour toute solution généralisée H? du probléme de Dirichlet correspondant 2 une
fonetion réelle continue positive sur la frontidre 93X de X . On en déduit, pour
toute h e H(X) ,
r
X r p
sup |n(x)| < sup 4 |n| agk = sup #}y (K) <o By du = [n] 40
K K :

avec

oc=a ! pﬁ pldx) e M(x3x)

ce qui démontre la nucléarité du faisceau.

Dans la théorie de Brelot, on n'a pas besoin de la séparabilité de l'espace, il
suffit alors de choisir pour ¢ wune mesure harmonique pi quelconque (x €X) et

d'appliquer 1'inégalité de Harnack dans sa forme classique :

o 10| < oup Il af = oup 7 () < o [ inl e}

K

= K,x

Pour les deux théories axiomatiques, nous arons donc 3 notre disprsition le corollaire
16 qui donne une réponse affirmative & notre question initiale, si les fonctions
harmoniques séparent les points de Y . Pour les solutions de 1'équation de la cha-
leur, la condition de séparation est vérifide : il y a donc, dans ce cas, une mesu-
re o positive, concentrée sur 1l'ensemble des points réguliers, et un noyau

Qx , ¥y) sur X x X , qui est harmonique dans sa premidre variable et g-essen-
tiellement borné dans la seconde, tel que les mesures Q(x , .) do représentent

les points de X par rapport & 1l'espace H(X) des fonctions réelles continues sur

X , harmoniques sur X . Ces mesures ne sont pas en général identiques aux mesures

harmoniques.

On dit qu'une application f d'un ouvert U €Y dans un espace 1. c. complet F
est faiblement harmonique, si, pour toute forme lindaire continue y'! sur F,
y! of est harmonique. Alors f est faiblement harmonique si, et seulement si, f
est #(U)-morphe. De cette remarque, il s'ensuit que toute application f : U —=> F
faiblement harmonique est continue, et peut méme &tre approchée par des fonctions
de la forme z;fi y; avec y, € F, fi e %(U) (proposition 3). Toute application
faiblement harmonique est donc fortement harmonique dans ce sens : pour tout ensem—
ble régulier V dans U, f est pzfintégrable (x eV) , et on &

e(x) = £l .

2% Soient Y un espace analytique, et U -> O(U) 1le faisceau des fonctions

holomorphes sur Y . Pour démontrer la nucléarité de ce faisceau, on peut, en vertu
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du caractdre local du critére (ii), supposer que Y soit un sous-ensemble (fermé)
analytique d'un domaine holomorphiquement complet G dans QF . Soit E 1'espace
vectoriel de toutes les fonctions holomorphes sur G , muni de la topologie Ty 0
et soit. { 1'application linéaire continue, qui & toute f € E fait correspondre
sa restriction & Y . D'aprés le théoréme B de Cartan, ¢ est un homomorphisme to-
pologique de E sur o(Y) . Or, E est nucléaire ; car les parties réelles des
fonctions f € E sont harmoniques, donc vérifient le critdre (ii), et c'est évi-
dent que, si RE suffit & cette condition, E 1le fait aussi. L'espace o(Y) , to=
pologiquement isomorphe & un espace quotient d'un espace nucléaire, est donc nuclé-

aire.

Appliquons le corollaire 16 et la proposition 3. Soit X un ouvert relativement
compact métrisable d'un espace analytique (Y , ©0) , et soit H wun sous-espace
de '
H(x) = {f ec(X, Q) ;. resty £ € O(X))

qui sépare les points de X . Alors il existe une mesure o € mf(ax) , portée par
la frontidre fine ChH(§3 , et un noyau Q(x , y) &> X x d3X , tels que :

(1) ¢ -> qx ’ y) est holomorphe sur X pour tout y € 3X ;3

(ii) vy -» Qlx, y) est dans £7(c) pour tout x € X ;

(1i1) n(x) = [ n(y) Q(x , v) do(y) pour tout x€X, h el ;

(iv) Ltapplication x -> Qx de X dans l'espace de Banach Lm(o) est holomor—

phe.
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