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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 8-01
(Théorie du Potentiel)
lle année, 1966/67 n° 8 5 janvier 1967

CONES DE FONCTIONS ET THEORIE DU POTENTIEL
I. IES NOYAUX ASSOCIES X UN CONE DE FONCTIONS

par Gabriel MOKOBODZKI et Daniel SIBONY

Introduction. - Lorsqu'on a, sur un espace localement compact ii, une théorie du

potentiel définie par un noyau de Hunt, on est amené & considérer les objets sui-
vants : cdnes de fonctions excessives, clnes de potentiels ; plusieurs opérations

essentielles de la théorie se définissent par référence & ces cdnes.
Le probléme suivant se pose donc de fagon naturelle :

Etant donné un c®ne convexs de fonctions continues positives sur (i, & quelles
conditions peut-on 1l'identifier au cbne des potentiels continus ou des fonctions
excessives continues (ou & un sous-céne assez dense de ce dernier), pour une théo-
rie du potentiel définie par un noyau de Hunt ? Ce noyau ne sera évidemment pas
unique, si le probldme admet une solution. I1 faut donc, & partir du céne C , cons-

truire effectivement un tel noyau.

by

On a donc été amené a étendre le cadre initial de la théorie de Hunt ; pour cela,
nous avons isolé certaines propriétés et notions essentielles du cbne des poten-
tiels : additivité des réduites ( qui peut se remplacer par la propriété d'additi-
vité des supports), propriété d'adaptation et celle de décomposabilité de 1'appli-
cation v -> Supp v , analogue & la propriété de partition mise en évidence dans
la théorie locale par lme HERVE [3] (l). Moyennant ces propriétés (qui sont néces-
saires), il est apparu que la reconstruction de la théorie est possible, et que les
espaces Co(u) (fonctions nulles & 1'infini) peuvent &tre remplacés par des espaces
adaptés, qui permettent de représenter des formes lindaires croissantes par des me-

sSures.

Un des outils essentiels a été la notion de support fin (et fermé) associé & tout
élément v d'un c8ne adapté. Cela permet notamment d'introduire la notion de noyau

V  subordonné & un tel cbne C , en lui imposant la condition :

Support fermé de V¢ < Support de ¢ , Ve q;(m) .

(1) Les chiffres de références entre crochets se rapportent & la bibliographie,

placée & la fin de 1'exposé n® 9
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(Dans le second chapitre, on montre que cette notion suffit & construire des objets
essentiels de la théorie, tels que résolvantes et semi-groupes.) Un travail indé-
pendant a été comsacré aux cdnes et espaces adaptés, et on y a établi la plupart
des résultats utilisés dans ce mémoire, notamment sur les opérateurs C-bornés, la
topologie des espaces adaptés, et les frontiéres fines (ef. [13]).

L'objet du premier chapitre est d'associer un noyau & toute fonction v apparte-
nant & un c8ne adapté vérifiant 1'additivité des réduites et la propriété de décom-
position. Pour la construction d'un tel noyau, on se sert d'un opérateur qui géné-
ralise 1l'opérateur de Dynkin, et qu'on peut définir en fait sur tout cbne vérifiant
la propriété de décomposition des supports. On se sert également de la notion de
restriction spécifique d*un é1ément du cdne (notion qui se déduit naturellement de
celle de support). On montre que le noyau V ainsi associé & une fonction v est
unique, et est l'inverse de l'opérateur de Dynkin généralisé. V vérifie ie prin-

cipe de domination et, si la fonction 1 est C-surmédiane (c'est-3-dire si
(L>v sur Suppv) => (1 >=v partout), Yvec) ,

il vérifie le principe complet du maximum. Le noyau V construit est tel que, pour
tout x € (1, la mesure € V est portée (au sens le plus strict) par 1'ensemble

6(V) , support fin du noyau V , défini comie frontidre fine du céne C - V(CE) .

Dans le second chapitre, on construit les résolvantes et semi-groupes associés
aux noyaux construits dans le premier chapitre. Ils opérent dans 1'espace Ht des

fonctions continues majorables par des fonctions du cdne de départ C .

On généralise ensuite cette étude au cadre suivant : Etant donné un c8ne C < C(Q)
linéairement séparant et stable par sommes continues, on dit qu'un opérateur liné-
aire de GK(U) dans C - C est un noyau subordonné & C , si :

(1) v(&g) <c,

(ii) Supp V¢ <S¢ , o Supp V¢ est le support de Vo relatif au cbne C , et

S¢ le support ordinaire de ¢ .

On montre alors que pour tout noyau V subordonné & C , & valeurs dans 1l'espace

o() = U ofg)
geC
(ot Q(g) est l'espace des fonctions continues qui croissent moins vite & 1'infini
que g ), on sait construire une résolvante achevée (Vh) (ctest-a~dire VO =V ),
qui envoie of(C) dans lui-méme. Il y a un semi-groupe (Pt) associé A (Vh) , dé-
fini sur ﬁ;(;?ﬁjs ( o(c) , muni de sa topologie de l'ordre, est un espace de

Fréchet), qui se prolonge en un semi-groupe mesurable sur (i , @b) , o B est
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la tribu borélienne de Baire, & trajectoires continues & droite ; V est intégrale

du semi-groupe (Pt) .

On généralise enfin les résultats de RAY et LION (ef. [15],[5]) sur les familles

résolvantes, dans le cadre ci-dessus.

Un intér8&t de notre étude est de construire une théorie du potentiel, en prenant
comme objet principal un c8ne de fonctions continues vérifiant certaines propriétés.
On développe ainsi une forme nouvelle de la théorie du potentiel, qui a pour carac-
tére d'@tre fondée sur une méthode directe ou intrinséque et non plus analytique.
Dans certains probldmes, les critdres que nous formulons ici pour reconnaftre s'il

s'agit d'un cbne de théorie du potentiel, sont faciles & vérifier ; nous en donne-

rons dtautres illustrations par la suite (exemple : théorie du potentiel sur le tore

%

T ).

~

Signalons que beaucoup de résultats exposés ici ont été résumés dans différentes
notes aux Comptes Rendus ([8] & [12]).

P. S. - Depuis la rédaction de ces chapitres, de nouveaux résultats des deux au-
teurs apportent des simplifications importantes & la théorie. Ces résuliats seront

publiés par la suite.

Premidre partie :
Cadre général de 1'étude

1. Notations.

{2 est un espace localement compact dénombrable & 1'infini

C(si) est 1l'espace des fonctions continues sur i & valeurs réelles ;

cb(u) est 1'espace des fonctions continues bornées sur (i j

CK(U) est l'espace des fonctions continues & support compact dans  ;

B(2) est l'espace des fonctions boréliennes borndes dans i j

ch(q) , C; , QE , 8" sont les cBnes convexes des éléments positifs de ces divers
espaces ;

m*(Q) est le c8ne des mesures 20 sur i1, et Sp désignera le support de
we Q) .,

2. Rappel de définitions |13].

10 Un cbne convexe C < G (1)) est dit adapté si :
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(A) vveCc, ZweC: Ve>0, 3K compact < avec la propriété

(x e (k) = (v(x) € ewlz))

On dit que w domine v & 1l'infini, et on note par o(w) 1les é1éments de C

dominés par w a l'infini.

20 3i C < C+(Q) est adapté et v e C , on appelle support fin de Vv (relative-

by

ment & C ) l'ensemble &(v) frontidre de Choquet de (. par rapport au cOne
(c - Ef v) 3 6(v) est non vide [13], 6(v) est le plus petit fermé F tel que

(weC, u>v sur F) => (u2v dans &) .

On dira parfois "support relatif de v " pour désigner le fermé 6(v) , et on le no-

tera Supp Vv . Aucune confusion ne sera possible avec le support ordinaire d'un é1é-

ment ¢ € Gg(u) quton notera S¢ .

3% Un cbne C < €+(u) est dit lindairement séparant si, pour tout couple (x , ¥)

de points distincts de et tout A réel 20 , il existe f € C tel que
£(x) # M(y) .

Par la suite, on renvoie souvent le lecteur & notre travail sur les cbnes et es-

paces adaptés [13], afin de ne pas alourdir 1'exposé.

3, Les axiomes.

Le point de départ de la théorie sera un cdne convexe C < C"(4) satisfaisant

aux axiomes suivants :

AXIOME 1, = C est un cbne adapté linéairement séparant.

AXIOME 2. - C posséde la propriété d'additivité des réduites sur les compacts,

clest-a~dire :

K K K
(e —
V K compact L, v VoV, € ¢, va+v2 = va + Rv2

ou, pour veC et K compact S, on a,

Rﬁ =influe C ;3 u =v dans K} dans i .

AXIOME 3 (Propriété de décomposition). - Pour tout v e C et tout recouvrement

de  par deux ouverts w et w, il existe Vs Yy € C tels que :

Support v, < w (1=1,2) ("Support" relatif & C )
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Vo=V, 4V, (voir [13]) .

AXIOME 4 (Propriété de densité). - L'espace vectoriel C - C est dense dans 1l'es-

pace o(C) muni de la topologie de 1'ordre

On sait (cf. [13]) que lorsque (! est dénombrable 3 1'infini o(C) est un es-

pace de Fréchet pour cette topologie, qui est aussi définie par la suite de semi-
normes :

p (o) = inf (sup £(x))

feC xeK
£>o| n

ou (Kh) est une suite croissante de compacts de réunion (O 1lorsque C est stable

par sommes continues.

La théorie du potentiel peut &tre développée au moyen de ces quatre axiomes, sus-

ceptibles, comme on le verra ultérieurement, d'é&tre affaiblis.

Dans la construction de la résolvante, et 14 seulement, on supposera la propriété

suivante, afin de traiter le cas classique trés général de la théorie de Hunt :
"La fonction constante 1 est C-surmédiane"

Rappelons que cela signifie (par exemple)
Rﬁ =inf{v+A; veC, A rédel >0, v+ A>u sur K}

pour tout u € C et tout K compact ; ou, ce qui est équivalent :

VuecC, }\eﬁ"', (A 2w sur Suppu) == (A =u) .

Signalons cependant que n'importe quelle fonction C-surmédiane >0 dans
peut jouer le rdle de la constante 1 . Nous ferons d'ailleurs la construction des
résolvantes et semi-grouves sans supposer que 1 est C-surmédiane. (En théorie de
Hunt, on dit que " 1 est excessive", ce qui est équivalent & ¢ 1 est C-surmé-

diane.)

Remarque. - Ces axiomes sont vérifiés dans toutes les théories usuelles du poten—

tiel sur un espace localement compact, théories locales ou non.

Ltaxiome 3 (de décomposition) est notamment vérifié dans le cadre général suivant
(cf. MOKOBODZKI-SIBONY [14]) :

C est semi-réticulé inférieurement (s. r. i.) pour l'ordre habituel, fermé pour
la convergence compacte, vérifiant la propriété de décomposition de Riesz (pour son

ordre propre) et tel que, pour toute ve C et toute ¢ e GE , la “réduite"
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‘sup @
R? - J g [P2] g4
v 0] v
appartient & C.. Le fait que C soit s: r. i. et fermé assure que C.“est définis~-

sable par une famille d'inégalités du type

J v dp € v(z)

pour une famille de mesures 2 O (ux) (cf. CHOQUET-DENY [2]).

PROPOSITION 1. = Pour tout recouvrement ouvert (ub)aeA de G et tout vecC,

3 . - 'I r'd .
il existe une famille (va)aeA d'éléments de C , telle que :

Supp v, < w, Vaedl

V=ZVO[ .

Démonstration. - On peut toujours supposer A dénombrable et (ub) localement

fini,

1° Soient K compact, v €C , et (@i) un recouvrement ouvert fini de K .

isn
On peut construire, par récurrence, une décomposition de v de la forme

n
v= 2 v,+w ot Suppv, <O, et Suppw “CK .
j=1 * 1 1

La récurrence est possible, car, pour n =1, c'est l'axiome 3 lui-méme. Si la
décomposition est possible pour un recouvrement de K par n - 1 ouverts, il suf-
fit d'écrire K = K1 U K2 , OU Kl est recouvert par un ouvert et K2 par les

n -1 restants.

]
2 Soit (Kp) une suite croissante exhaustive de compacts de (2, et soit

€ >0 , Il existe v' € C indépendant de € et un rang P(e) tel que

(x € CKP(e)) = (v(x) <ev'(x) .
Soit (uﬁk)kSn(P) un recouvrement fini de KP extrait de (wa) , et soit la dé-
composition correspondante :
%§P)
v = Vi + W
i=1

P

c < et ;
on a Supp Wy CKP » Donc wp S £V dans §i .
Donc le "reste" W tend vers O quand P =9 + o .

Rappelons que le cdne C0 des sommes continues d'éléments de C est défini par ¢
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C0 = {u = E:uh , U € e(a2) y W € G, 9 n}. .

IEMME 2, - Le c8ne Cc des sommes continues d'éléments de C vérifie les axiomes
1, 2, 3 et 4

Démonstration. — Cela résulte aisément de nos résultats antérieurs [13]. L'addi-

tivité des réduites passe au cdne Cy» Cg est adapté si C est adapté.

Enfin si (w ) est un recouvrenent par des ouverts relativement compacts et si
Vo= Z:va ’ (va) < C est une décomposition correspondante de v , on a , du fait

que C < o(CG) et que les supports des vy relativement & C sont compacts,

- [
lSupp v, (relativement & Co ) w,, Va .

On peut donc toujours, sans restreindre la généralité de notre cadre, supposer

que C vérifie la propriété :

(o) C est stable par sommes continues .

Désormais C = CG .

I1 en résulte, en particulier, qu'il existe weC , w >0 dans (i, car en rai-

son de la séparation linéaire, pour tout =x € il , il existe

W, €C, wx(x) >0 .

- i c .
PROPOSITION 3, - Soit (vi)i <« - C alors :

N

n n
Supp Z'vi = ? Supp Vio.

1
2 n
Démonstration., - Soit v = Voo Si = Supp v, s on sait déjd que Suppv 2 U Si'
1 1

n
Soit weC, w2v sur % Si « Alors :

n n n -
J M
\ Rg =2 Rt = Z.vi =v avec M=US, .
1 Vi1 r
n
Donc Supp v < U Si .

1
Cc Qo Fo Do
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4, Une condition suffisante de densité.

L'axiome 4 exprime la propriété de densité telle qu'elle intervient essentielle-

ment dans la théorie.

Voici cependant une condition suffisante pour entratner l'axiome 4 :
(CeD) Pour toute @ € q;(u) a support compact Sy , il existe w , voisinage re-

lativement compact de S¢ , tel que, pour tout & >0 , il existe Vs Vy € c,

avec

(a) Supp v, S (i1=1,2),

(b) I(vl -, - P)(x)] <e, Txe®
Sous cette hypothése, et moyennant les autres axiomes, on a le lemme suivant :

LEMME 4. - Pour tout ¢ e Cg(u) , 11 existe K compact contenant le support S¢
Eg ¢ tel que

Pour tout ® ouvert relativement compact K < w , tout € >0 , il existe

Vi 2V, €C avec Suppv, S w (i=1,2) et

oup (v, = vy - )| < .
XEW

Démonstration. - Soit w wun ouvert relativement compact tel que w > ®

o ol W

0

est 1l'ouvert associé & ¢ par llaxiome 3. Soit

teGu) avec Sy=v, ogy<L ,
et posons
O =9+ e§ .

1
[(w, =u, = 8)(x)| <e, Vxeu

Dtapres l'axiome 3, il existe un ouvert w, 2 w et u o, u, € C tels que

1

on en tire

l(ul -u2-q:>)(x)| <2, Vxequ .

Désignons par CK y le sous—cObne convexe de C formé des u €C tels que Suppu

soit compact, et supposons vérifiée la condition (c.D).

J [ 8
THECREME 5. - Pour toute mesure w 20, C_-intégrable,et toute ¢ € q;(u) ’

X
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on a

J @ dp inf{I(vl - v2) ap 3 (v1 - 2) 293 v, , Y, € CK} .

]

Démonstration.

Soit w20, QK-intégrable, et soit (vn) < CK telle que

sup vn(x) >0, VxeQ.Ilexiste alors une suite (an) de nombres réels
n
a >0 , telle que

) = C t J du < ©
%.dh v =wel e w du <+

Soit ¢ € Gg(u) , tel que o(x) <w(x) , V=xe€ i, Il existe un ouvert relative-

ment compact w 2 So et € >0 tel que

j w dplcw < ( “Cw = restriction de p & (g )

et tel qu'il existe v, , v, € Cp , Supp v Cw (i=1, 2) vérifiant 1l'inégali-
té

I(vl - v, - )(x)] <ewl(z) , Vxew .

Un tel ouvert w existe d'aprés le lemme 4.

Dlautre part, w =2 @ v } il existe donc un indice p tel que , si
n C

t=zOlV,
n<p o

on ait encore
‘(v1 -v, - 9)(x)] <et(x), Vew
ct
p(z) <t(x), ¥xeu .

On a dome v, + €62V, + 927V, dans @ ot Supp v, Sw , donc v, + €t =V,

dans ( tout entier, d'ou 1l'on tire

v, o+ et - v, 2@ dans s .
Par suite

J (vl + et - v, - @) du = J (v1 + et - v, - @) dapy, + J (v1 + et = v, - ®) Aprg,

et
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osJ (vl+et-—v2—cp) dewSZEJtdp
0 < j (vl + et - v, = ®) dulcw <2(1 + €) J £ dplcw <2e(1 +€)

La dernidrc inégalité s'obticnt ainsi : on a

v, =V, + et $ ¢+ 2et <2t%(1 + €) sur w

et
Supp v, “w
donc

vV, =V,

<
L 5 + et <2t(L + €) sur O .

Comme € > 0 est arbitraire, on a bien
JlideJ‘:inf{J‘(Pl'PZ)‘dH; Py =Py 293 pl,pzeCK} .

COROLLAIRE 6. - Si deux mecsures W , v =0 sont CK—intégrables ct

j v du = J v dv , VveC

alors P =V .

IEMME 7. - Soient W,y Woe c, wl(x) >0, V¥xeau, et w, € o(w) . Alors
o{w) = o(C n o(w)) ,

et Cn o(w) est adapté.

Démonstration, - I1 existe une suite (vn) © ¢, telle que w =2 v, . Si on pose
- n
sp = 2 vn , la suite sp converge uniformément sur tout compact vers w et
n<p
s, € o(w) pour tout p .

K

Soit alors f € o(w) « Il existe une suite croissante (Kn) de compacts de !
telle que :

0
1 K <K
n

el ? VUK =45 (xelk) = (f(x)sz}%ﬁ'w(x);
n

2° T1 existe une suite extraite (sp ) telle que :
’ n

(x ex)) = |w(z) - s (x)] <%W(X) .
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1 n
= >
Sur K\ K, ,»ona donc = spn(x) > 2" (%) .

Si on prend =YLt s ,ona feolu) et ue o(w) .
n2n Pn

THEOREME 8. — Soit w comme dans le lemme 7, et soit CW =Cn olw)

19 Pour toute forme linéaire T sur Cw - Cw , croissante sur Cw , il existe

une mesure @ =20 sur ( , et une seule, telle que

Ivdp.:T(v), ive C_ .
20 jwdp,<+oo et , pour toute g eolw), ona
I@dp:inf{f(vl—v2) du 3 (vl-vz)acp; Vs Vp€ Cw} .

30 Ltespace o(w) muni de la norme HcpHW = inf{A ; || € A} est complet, et,

pour toute ¢ e o{w) , il existe une suite

(vn) € CW- Cw s Yy Z2¢, lim llo - vn“w =0 .
n-oo

Démonstration.

1° D'aprés le lemme 7, Cw est adapté, donc il existe une mesure w20 sur 0

telle que
Ivdp.:'l‘(v) , tvecC .

Dtaprés le corollaire 6, cette mesure est unique.

20 S5i J'fdp‘<+°° , Vfe o(w) , alors Jw dy < + <,

Sur of(w) , considérons la forme sous-linéaire p définie par

ple) = inf{T(v) ; v29; ve C, - CW}

ot soit L une forme lindaire sur o(w) , L<p, on a évidemment L(v) = ™(v) ,
Vve CW . Dtautre part, comme o(w) est adapté, il existe une mesure v 20 telle

que
L(CP) ='r(PdV y V lpE'o(W) 9

par suite viv) =ulv) , Vve CW et, d'aprés 1°, v =y .

Ceci montre que p est en fait lindaire sur o(w) et que

Icpdp::inf{vdp;; v29 3 vECW-CW} o
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30 Soit © € o(w) et soit B(p) = {ve CW - CW ; Vv 2@} . Désignons par M 1le
dual de o(w) muni de la norme || ”W . D'aprds 2°, l'ensemble B(y) est convexe,
et ¢ appartient & 1'adhérence faible de B(p) pour o(o(w) , M) , donc aussi 2

1'adhérence forte de B(yp) .

On peut raffiner en exigeant que la suite v gsoit décroissante.

Enfin, on remarquera que les topologies de 1l'ordre et de la norme sont identi-
ques sur of(w) .

PROPOSITION 9,

1° L'espace vectoriel C -~ C est dense dans 1l'espace o(C) muni de la topologie

de 1l'ordre, pour laquelle Hy est un espace de Fréchet.

20 Pour toute @ € o(C) , il existe w € C , une suite (vn) € C -C gqui con-

verge vers ¢ dans l'espace de Banach HW (espace des fonctions continues w-majo-

rables). En particulier C - C est dense dans o(C) pour la topologie de la con-

vergence compacte.

39 Pour toute forme linéaire T >0 , croissante sur C - C , il existe une mesure

p =20 , et une seule, telle que

J vadp="Tv), Vvec

et, pour toute ¢ e o(C) ,

J 9 dp = inf{T(v) § veC-C; v=>9} .

Démonstration. — On a déja montré [13] que o(C) est un espace de Fréchet pour

1la topologie de 1l'ordre, identique & la topologie de Mackey T(HC , M) , o M est
1l'espace des mesures C~intégrables. Si (Kn) est une suite de compacts de Q ,

0
cK

Q=UK on définit une famille fondamentale de semi-normes pour la
n n+l ? n'’

n
topologie de l'ordre sur HC en posant, pour ¢ e HC ’

p(¢) =inf{( sup v(x)) 5 veC; vzlol} .
XK

Enfin 10,29, et 3° résultent du théoreme 8.

On supposera donc dorénavant la condition de densité sous la forme que lui donne

1laxiome 4.

COROLIAIRE 10 (Existence de la mesure balayée). — Pour tout fermé F S Q et toute

mesure | 2 0 , C-intégrable, il existe une mesure positive, et une seule, notée




8=13

uF , C-intégrable, portée par F et telle que :

I Rs dp = J v dpF , VvveC .

Démonstration., -~ En effet, l'application v -= J Rs dp € J v d»  est une forme

. F
linéaire sur C - C , croissante sur C , dont il existe une mesure unique ¥ =0,

C-intégrable, telle que :
JRf;d.p.:Jvdp;F, vvecC .
Pour voir que uF est portée par F , il suffit de considérer le céne CF = CIF .
Ltapplication v -= JbRg dp  est une forme linéaire croissante sur CF , qui est

adapté, donc elle se représente par une mesure sur F ,

DEFINITION 11, - On dit que v e€C est strictement C~concave si, guelles que
gsoient W et v, mesures 20 , C-intégrables, distinctes, telles gue

j u dy < I udv, YuecC ,

on a 3

I v ap < J v dv .

THﬁORﬁME 12, = §i_ Q est & base dénombrable, alors il existe v € C strictement

C—concave. Si, de plus, 1 est C-~surmédiane, v peut &tre choisie bornée.

Démonstration., - Soit (Kn) une suite fortement croissante exhaustive de com-

K
n n
dans CK pour la convergence uniforme sur Kn . (I1 suffit pour construire une
n

telle suite de considérer les restrictions de C

i — . c : .
pacts. Soit Cp = fueCc s Suppu Kn} . Soit (Vn,m)m une suite de C dense

k& compact métrisable Kn .)
n

. . a rd > 7 . Z a v
I1 existe une suite ( n,m)m de reéels 0 telle que la série o n,m Vn,m
’
converge uniformément sur tout compact. Sa somme v répond & la question. En ef-

fet, soient b et v , mesures >0, C-intégrables, avec k # v et

J wdp < J wdv , VweC .

Comme W # v, il existe (corollaire 6) ue C telle que

f udp < J udv .

Comme u =2 u avec u € CK , 11 existe n tel que :
n n
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J u_ dp n_ j u_ dp < J u dv = f w odav® .
n n n n

I1 existe donc un élément v tel que J v dp < j v dv et par suite
n,m n,n n,m

JVd[JA<J"VdVo

Quand 1 est C-surmédiane, cela entraine que tout é1ément & support compact
est borné. (vn m) est donc une suite de fonctions bornées, et v peut donc 8tre

’
prise bornée.

PROPOSITION 13, - Pour toute v strictement C-concave, on a la propriété sui-

vante : Pour tout x € Q et tout ouvert w> x , R%“Kx) < v(x) .

Démonstration. — Il existe une mesure W >0 , C-intégrable, 4 support dans (Cw ,

telle que :
ng(x) = j u dp < u(x) , TueC .

(u balayée de e, sur Cw) « On a # € donc, puisque v est strictement

concave,

R&@(x) <v(x) .

4 N . w
DEFINITION 14. — Soit ue C . Un point xe O, tel que R% (x) <ulx) ,

v w9 x , w ouvert, sera dit point de stricte surharmonicité de u .

J <
THEOREME 15. — Soit ue C , C'=C - u et 8, la frontidre de Choquet de
Cct . Alors :

19 Tout point de 60, est un point de stricte surharmonicité de u ;

2° Tout point de stricte surharmonicité de u est dans le support de u .

En résumé :

W -
60' c{x, RE:.I (z) <ulx), Vv w3 x} SSupp u = 60,
Démonstration.
o . 1 . . . C’\.O (
1% Soit x € 60, . S'il existait un ouvert w> x , tel que Ru (x) = u(x) ,
Cw

comme VvV > R définit une mesure v sur (w , on aurait

v

[ (v = na) av = 20%G) - mx) <v(@) - mlx)  (1>0)

et v # e, ce qui est absurde.
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20 Soit x & Supp u et scit w ouvert , w3x , W€ (Supp u . D'aprés un ré-
sultat antérieur [13], tout veC , tel que v 2u sur Cw , est tel que v 2u

dans w , donc

ﬂaw(x) = u(x) .

Remarques .

19 Dans une théorie axiomatique (Locale) des fonctions surharmoniques (voir par
exemple [ 3]), une fonction surharmonique v telle que tous les points de 1 soient
des points de stricte surharmonicité de v , est une fonction qui n'est harmonique
(au sens de 1a théorie), en aucun point, et inversement. Son support fermé est Q
tout entier, mais son support fin peut &tre seulement un ensemble dense (qui est

un G6 ). Nous préciserons plus loin l'application de nos résultats.,

20 Dans les théories classiques du potentiel, le support d'une fonction surharmo-
nique co¥ncide soit avec le support de la mesure associée, soit avec le complémen-
taire du plus grand ouvert ou elle est harmonique. Cela justifie notre terminologie

sur les "supports" d!'éléments de C .

Deuxiéme partie :

L'oEérateur de Dynkin généralisé.

Nous allons définir un opérateur A qui généralise l'opérateur de Dynkin utilisé
par les probabilistes. Cet opérateur apparaftra comme 1'"inverse" du noyau V que
nous construirons, comme générateur infinitésimal du semi-groupe associé & V . Il
permettra aussi de caractériser toutes les fonctions excessives s. c. i. Cet opéra-

teur peut 8tre défini dans un cadre trés géréral.

DEFINITION 1. - Soit C wun cbne convexe < C (1) .

1° On dit qu'un élément uw € C est porté par un fermé F < G si pour tout
s €C,
(s>u sur F) => (s 2u dans Q) .

2° Soit Y € C tel que vy € o(C) . On sait que l'ensemble des points frontidre
du cbne C - Ef v est non vide. C'est le support fin de v, relativement & C ,

soit é(vo) . ﬁ(vo) est le plus petit fermé qui porte Vo e

30 On dit que le cBne C a la propriété d'additivité des supportsy si

(AeS) Pour tous u, ve C , et tout fermé F <, ona :
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(uw et v portés par F) == (u+ v porté par F) .

Cette propriété est plus faible que la propriété d'additivité des réduites, cepen-
dant nombre de questions essentielles de la théorie du potentiel peuvent &tre trai-

tées au moyen de cette propriété comme on le verra ultérieurement.

Soit C un c8ne convexe < C+(u) avec la propriété (A.S). Alors, pour tout ou-
vert w , 1l'ensemble C, des éléments de C , portés par le fermé (w , est un

cbne convexe.
4° Soit x€ (0, ®w un ouvert w3 x . Soit

M_ b= {p mesures =0 sur I fau<f(x), ¥ fecC - Cyp s p(w) =0} .
9

C'est donc l'ensemble des mesures u 2 0 qui sont des balayées de €, Dpar rap-
port au c8ne convexe C - Cw et qui sont portées par (w . On peut alors introduire

1'opérateur de Dynkin généralisé :

Pour tout u e Hy ( C vérifiant seulement (A.S)), on pose

u(x) - J>u dp

(1) Mu(x) = lim inf
”EMx,w vo(x) - J

w ouvert 3x
Gy

Vg dy

pour tout x € 6(vo) » o0 v, est un élément fixé de C n o(C) . Ltexpression (1)

a toujours un sens.

Dans le cas particulier, ou C vérifie les axiomes 1,2,3,4, on définit, pour tout

Cw

ouvert w et tout x € w, la mesure Wo o par

J u dpg = R “(x) , YueC .
pgw est unique et portée par Cw « On pose alors, pour tout u e HC et tout
X € 6(vo) ’
u(x) - J u d@;w
(2) Au(x) = 1lim inf ] .
w ouvert 3x Cw
el (x) R

(On notera parfois R (x) = H (x) )



1. Propriétés de 1'opérateur A .
On se bornera & les donner dans le cas particulier de l'opérateur A défini par

la formule (2), car il n'interviendra que sous cette forme par la suite.
10 (wec) = (mlz) 20, ¥Vxeoly));
2° A est surlinéaire;
3° Soit ue C, tel qu'il existe A >0 avec Avj-ueC . Alors Aus Ay

4° Propriété de minimum de l'opérateur A : On notera u< v, 8i v-ueC,

et on lira : u spécifiquement majoré par v .

PROPOSITION 2, - Soit H 1l'ensemble des fonctions u = U - U, ou wy est & sup-

port compact et Uy U, < vy pour un o > 0, alors toute u € H est telle que

2 atteint son maximum A en un point X, de év , et on a :

VO 0

Au(xo) >N .

Démonstration. - Soit u e H et soit K 1le support de Uy . Soit

u, - u u, - u
b= sup =2 (y) = 252 (x)
yeK 0 0
YT %
ona u,+ KVO > u, sur K , donc partout. Donc le maximum de —— sur

0
Supp u; est égal 2 son maximum dans Q . Soit M = {x ; hvo(x) = ul(x) - uz(x)} .

En tout point x de M , od Au(x) est défini, on a Au(x) = A . En effet :

W .
u - u, - Hu]—uz AVO(X) - (x)
tu(x) = 1lim inf L2 (1) 2 lim inf ° .
® @ *
wx vy = H WK vO(x) - 5 (x)

0 0

Reste & voir que M n§ # ¢ . En effet, si on pose w = MWy +u, -~u ,ona

0

wet -R u et

M={yea; wly) =0}

est un compact stable (cf. [13]) pour le clne C - §+ u donc M rencontre le

1 H
support fin de u, ; or, comme U, < AV le support fin de uy est contenu dans

celui de vO » Donc

Maé #¢ .

Yo
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u

PROPOSITION 3. - Pour toute ue C - C , telle que ;b atteint..gon maximam A

en un point x , on a
Au(x) = A

chaque fois que Au(x) est défini.

PROPOSITION 4., - Soit ue€C -C . Si Au est défini dans tout (par exemple

si Yo est strictement concave) et si on a

M(x) <0, VYxe ,

alors u< 0O dans Q.

Démonstration. - u=u, - u, . u,  se décompose selon

1 1
(o]
Uy =.§ ul,n avec ul,n a support compact V n .
x n
u = E wo o+ 2 w o= u' +u_ .
1 y p+l s 11 P p
u! - U,

L _ ° stteint son meximum A_ dans ( en un point de Supp u' , car Supp u'
vo P P P

est compact.

Si hp >0 , puisque par surlinéarité de A , on a
" v < -
A(up) + A(up u2) < A(ul u2) ,

on obtiendrait A(ul - u2) >0 en un point (car Au; 20), ce qui est contradic-

toire. Donc

donc

u, - <0 dans U .

1~ %

PROPOSITION 5. =~ Soit wu = -, €C - C avec uy et u, < @v, pour un

@ >0, Alors, si Au(x) S0, Vxe §, s ona:
0

u<0 dans L .

Démonstration. - On se ramdne au cas ol uy et u, sont & supports compacts

(chacun s'écrit comwme somme de tels éléments).
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Stil existe x € &1 tel que u(x) >0, %&- aurait un maximum A >0 dans 2,

On sait qu'il existe X, € Gv tel que %—'(XO) = A . Donc Au(xo) ZA>0, ce

qui est absurde, Donc 0 0

u<0 dans G .

2. L'unicité du noyau dans un cadre général.

L'un des avantages de l'opérateur A est qu'il permet de démontrer l'unicité du

noyau V associé & un élément v, de C , si un tel noyau existe. A apparait

0
toujours en effet comme inverse d'un noyau tel que V1 =v, , A é&tant défini au

moyen de V. o Nous ferons cette démonstration dans le cadre suivant. QO n'est

0
pas ici supposé & base dénombrable, mais seulement dénombrable & 1l'infini.

J
DEFINITION 6. — Soient C. , C

1 deux cdnes convexes de fonctions continues, tels

2
que

[end < C (¢
Cl C2 (U) .

On dira qu'un élément u de C, est porté par un fermé F < (relativement 2

1
c, ) si la propriété suivante est vérifide :

(p) (veCz,v?,u sur F) =3 (v2u sur ) .

On désignera par C1 F 1'ensemble (qui n'est pas toujours convexe) des éléments
?

de Cl , portés par le fermé F < (. relativement a 02 .

Supposons le cbne 02 lindairement séparant. Il en résulte que, pour tout v e 02
et tout compact K < (., le cbne (02 - Ef V)IK a une frontiére fine, donc v a

un support fin, dans K , soit 5K(V) .

On peut 13 aussi introduire la propriété (4A.S) relative & C, =

(A.3) Pour tout fermé F < Q y 8L u, ve C1 sont portés par F relativement &
C2 , alors u + v 1llest aussi.

Remarquons que cette propriété (A.S) est équivalente & la suivante :
Pour tout fermé P <., l'ensemble Cl P est un cbne convexe.,
,

La propriété (A.3) sur 02 , rendra donc possible le balayage sur F n K par
rapport au cbne convexe (02 - Cl,FﬁK)IK « On peut alors énoncer le théorime sui-

vant.
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THﬁORﬁME 7 (d'unicité du noyau). - Soient Cl < C2 < C+(u) , deux cdnes convexes

tels que :

2

C, vérifie la propriété (A.8) relative 3 C,

Soit v, € C, . Il existe au plus un noyau V , positif sur C'(u) tel que :
(a) V(G () <c, ,

(v) V¢ porté par S¢ relativement 2 C2 , Vo€ cz y
(c) V1 =v,.

C, soit linéairement séparant,

Démonstration. - V étant un noyau, on a :

3 . c o
VO_Echn ou (cpn) CK(Q) .

Soit v =7V@ ; on aunnoyau V , associé & v et satisfaisant & (a), (b) et

(c), défini par
Vb=V, ¥) .

On peut donc supposer v porté par un compact K < (s, ou encore que {2 est
compact,

Soit

-

Au(x) = lim inf u(x) - J udw

v f ’ Vxe 6(VO) ,
us_ vo(x) - J v,
Spw

WNx

ol 6(vo) est la frontidre fine de (C2 - ﬁf vo) et u < e  signifie que kb est
balayée de e relativement au c8ne (02 - Cl,Cw) .

La démonstration repose sur le lemme suivant :

LEMIE 8, - Si ¢ (o)) et © =« au voisinage d'un point x , alors

AV@(X) = ( o constante) .

Démonstration. - P = .l + (@ - a.l) « I1 existe un voisinage w de x € é(vo)

tel que, si p £ e 0 B portée par (w , on a

J V(o - ael) dp = V(o - a.1)(z) .
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N
-

Par suite :
Vo(x) - J Vo dw = aVl(x) - « dvioap .
Donc :

AV(x) = o = 9(x) .

Démonstration du théordme. - Soit @ e C () , € >0 . On écrit :

=9 +9
avec @ =0 = @(x) dans un voisinage de =x et

“"92’“ = Sup (?2(V) < € ) QPI_ et cpz 20 .
On a :

a(vi(x) - f V1 dw)

Il

Ve, () - J Ve, d

pour une balayée p de Ex convenable.

Ve, (x) - J Ve, dp < e(Vi(x) - J Vi du) .
Donc AVe(x) = ¢(x) .

On montre ensuite que AV(L - @) =1 -9, Voye ¢(), ¢<1, gréce au fait
que A(- Vo) = =1 o On en déduit que A(= V9) = - ¢ aux points de la frontidre
6(v0) « Dtoll le résultat.

Par la suite le théoréme ci-dessus sera appliqué sous la forme suivante : & est

localement dénombrable & 1t'infini.

9 ~ .
THEOREME 9., - Soit € € C' (1) wun cbne convexe adapté, vérifiant la propriété

d'additivité des réduites. (Pour tout u € C , on a donc une notion de support fer-

mé relatif & C , 3; .) Soit Y € C et gsoit V wune application linéaire de

QK(Q) dans C - C telle que
(a) Voe G; , VpecC,
(b) Supp Vo< Sp, Vo€l ,

(c) Vi =

Yo

Alors

AVo = @ sur 6VO , Aope QK(u) .

(L'opérateur A n'est autre ici que celui de la formule (2) utilisant les réduites.)
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Remarques.
10 L'opérateur A , dans tous les cas, jouit d‘'une propriété d'injectivité en ce
sens que :
(Au<0 et A(-u)<0) = (u=0) .
20 Dans la construction du noyau, l'opérateur A ne servira qutunefois, dans
1'étude de la "restriction spécifique" d'un élément de C , et par la propriété in-—

diquée dans la remarque précédente.

Donnons encore un dernier résultat sur le noyau V (s'il existe).

THEOREME 10. - Dans les conditions du théorime 7, les mesures (ax v)xeu défi-

nies par :

¢ — (Vo)(z) , ¥ ¢eC(q)

sont portées par é(vo) au sens suivant (le meilleur) :

Pour tout compact K €, (Kn 6(vo) =¢) = ((sX V)(X) =0, ¥ 1 ob 6(vo)

est le support fin de M

défini de maniére générale par

6(Vo)={X€Q; (Judp.Su(x), VuG(CZ—B_+VO)) = (p,-_:ex)} .

Démonstration. - L'existence de V entraine que

_ . - _> .
v=2 v, ou (vn) Cl , et V - Vn ’ Vn associeé a v

v, portée par un compact relativement a C2 , on peut donc, comme dans le théo-

rdme 7, se ramener au cas ou . est compact, car &(v) 2 U 6(vn) .
n

Seit ¢ wune fonction s. c. s. telle que @ =0 sur 6(v0) . Soit U, € C2 tel
que u. + v, >0 sur 6(v.) .
0 0 0
Soit A' 1'opérateur défini par
u(x) - f u dp
Atu(z) = lim inf .
we_ (uy + v)(x) = J (v, + v,) du
Spw
Wwx

On a A'Wg < AVQ = ¢ sur 6(vo) .
Soit F 1'ensemble ou G__QEE__ atteint son maximuu A . F est un fermé stable

o+ %
pour le balayage relatif au c8ne (02 - gf vo) .
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De plus, F n 6(vo) ¢ , car -Vp <0 sur F (cf. Démonstration de la proposi- -

tion 2 de la deuxilme partie).
Par un raisonnement déja utilisé, si x € F n é(vo) , on a
AVe(x) 2 N,
or
AVe(x) < o(x) =0

dlolh contradiction, et Vo =0 .

P
DEFINITION 11. - On appelle noyau subordonné & C , cdne convexe linéairement sé-

+
parant, C © ¢"((i) , une application lindaire positive V de CK(Q) dans H,
telle que :
(2) V(W) <o,
(b) Supp(ve) <S¢, ¥ e Gla) .

Remargues.

1° On voit donc que, dans les conditions du théordme 9, les mesures (ex V)xsu
sont portées par le support fin 5(v0) de vy € C tel que V1 = vy e Clest 13 une

propriété assez forte spécifique de la théorie du potentiel.

20 Nous verrons plus loin, lorsque nous introduirons la résolvante, que toute me-
sure e V est extr@male dans 1l'ensemble des mesures qui lui sont égales sur Cl ’
et qu'il en est de m@me en fait de toute mesure w 20 pseudo-portée par 8(vi) ;
pseudo-portée par 8(V1) signifiant que tout compact de Baire disjoint de 6(v1)

est de p-mesure nulle.

Troisiéme partie :

Construction du noyau.

{ est localement compact & base dénombrable et C vérifie les axiomes 1 & 4.

On se propose dans cette partie de construire une application qui, & tout é1ément

v ¢ C , fait correspondre un noyau subordonné & C tel que V1 =v .

Afin de faciliter la lecture, nous donnons un plan de cette construction qui est

un peu technique.

(a) Pour tout v e C et tout ouvert ® , on définit la fonction v dite res-

triction spécifique de v & w . On l'exprime comme somume d'éléments de C .
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(b) Pour veC , x €, on introduit 1'opérateur

Q® - J’zup ¥ V[q))Ol](X) dw = ch(X) ((P € @;(U)) ’

cn montre qu'on se trouve dans les conditions d'un théordme général de Choquet, qui

permet de conclure que
+
0 —>Tox)  (pecly)
définit une mesure de Radon =20 sur .

(c) Reste & voir que Vg € C pour toute ¢ € G;(u) . Pour cela, on démontre qu'il
existe une famille ¢ © qZ(u) , telle que Vo e C , Vyoe d; & est telle que,
pour tout ouvert w et tout compact K < w , il existe ¢ € ¢ telle que Sy “ w ,

=1 sur K., & est assez "riche" ; on en conclut
VoeC, Voeu) .

(4) Vi=v, V wvérifie le principe de domination et si 1 = sup £~ avec

’fn) <Cc, (fn) croissante, V vérifie le principe complet du maximum.,

1. Bxistence de la restriction sgécifigue v, o

LEMME 1, - Soient F fermé, contenu dans un ouvert w et soit v un élément

quelconque du cbne C .

Soient
— [on
v=u +v, avec Supp uy F
ot
_ c
v =u, +V, avec Supp v, (o

deux décompositions de v . Alors on a :

<
U.l \U.z .

Démonstration. - Il suffit, d'aprés la propriété de l'opérateur A , de montrer

que A(ul - u2) est une fonction négative sur le support fin 6(v) de v ,

Soit x € (CF) n 6(v)’ on a :

(ul - u2 - Hgl_uz)(x) N (u2 - HI2)(X)
(v - 1) (x) (v - £ (x) ’

(car on prend un ouvert Yy > x tel que & € (F et on a alors ul(x) - HZ (x) =0)-
1
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Donc
A(ul - u2)(x) <0 .

Soit xe€ Fn 6v ; on prend Yy ouvert > x, Y “S®, ona

(v = )G = Gy = 5N
car Supp v, < Cw .

Y Y V() >
De plus (ul - Hul)(x) < (v - Hv)(x) ,carona u <V, et (vl vz(x) 20 .

Donc 6
(ul U T Hu -u )(x)
1 72 <0
(v -

et par suite

- < o
A(ul u2) <0 dans 6(v) ,

donc

<u dans s .

u 2

1

P
DEFINITION 2. - On appelle restriction spécifique de v e C 2 ltouvert w 1la

fonction

v, = suplue C 3 w<v, Suppu compact < w} .

L'intérét de cette fonction est qu'elle apparaft comme la fonction V(lm) ou 1w

est la fonction caractéristique de w et V 1le noyau qui sera associé & Vv .

4 3
THEOREME 3. - v est une somue d'éléments de C spécifiquement majorés par v ;

on a donc :

v = 2 W avec w e€C , w_ <v , Suppw compact “uw .

Démonstration., - Soit (wn) une suite d'ouverts telle que :

w S w cw < w Vn et Uw =w
n n+1 n+l ’ n B *

Grfice & 1'axiome de décomposition, on construit par récurrence une suite v
? n

d'éléments de C , telle que Vv, =7V et

v, = Uog + vn*1 avec u ., € c, vn+1 e C ,
= c
Supp Vel Cwn+l et Supp Unel  “n2
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On a
P

v= ) u, +V_, Vp entier 21 .
im + P

Par suite, pour tout v'e€ C , tel que v' <v, et v' & support compact < w ,

il existe p tel que
1

P
2 u
1

\V

A

En effet, on peut appliquer le leume 1 aux deux décompositions de v :

v=v'4+uw! et v= 2 u, +v_ .
i<p

o0
Par suite, 2-ui = g est supérieur & tout tel v' .
1
On a donc bien :

v =
W

— M3

c 3 [t
u, avec (ui) c, ug <v, Vi et Supp uy compact (VI

Soit alors v' <v tel que Supp v' € ® non nécessairement compact.
On va montrer que v - v' s'derit comme une somme d'éléments du céne C .

En effet, on pose

avec
Supp W] CiCul y Supp uf S,
puis
wﬁ = u£+l + W£+l , Vn=>1
avec Supp W£+l < Cwn+1 et Supp u£+l = Yoo Vn .

Montrons que

v! + z u! =V .

En effet, pour tout we C tel que Supp w compact “w , w<v , il existe p

tel que v' + ) u£ >w ; il suffit d'appliquer le lemme 1 aux deux décompositions

de v : 1

et v=v'+ 2 ou! + ! o

VvV =W+W 1
isp p

1

De plus, on a manifestement :
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[e.o]
vt o+ 2w L£v .
)
n=1

On a donc démontré le théoréme suivant.

Pl ~ .
THEOREME 3 bis. - La restriction specifique v g'écrit aussi :

Yy = supfue C; u<v, Suppu < w}

(1e support de u n'est plus supposé compact).

COROLLAIRE 4. - Si Supp v “w, alors v, =7V .

Remarquons qu'en général Vo est seulement s. c. i.

PROPOSITION 5. - Si v = v, t VY,

(vi et ,i=1,2)etsi w ouert <,

on a 3

Vo = (vl)w + (Vz)w .

Démonstration. — Soient K compact < w , et W, € C tel que :

— c
V=W + W, avec Supp W, K .

Posons

v, =yt ui (1=1, 2) avec Supp ui ck (i=1,2) .
On a :

_ 1 1 ! t) ©
Vo= + u, + u + U, avec Supp(ul + u2) K .

i : > . < Z =
Donc (voir lemme 1) Uk Uy 2 W Donc : v, (Vl)w + (VZ)w « La réciproque
est évidente, car si deux éléments de C ont leur support dans un fermé F , leur

somme aussi.

LEMME 6. - Soient ¢ € +(u) , et o, p réels tels que @, P € (o , sup ¢)
ooient @ ’ ‘

S-‘ECY<B .

Désignons par vg la fonction V[¢>g] (restriction spécifique de v 2 1'ouvert

[p > ¢]). Alors il existe g € C telle que :

vB-S g < v, e

Démonstration. — En effet, soient

w, = [o > ] et W, = [o > p] .
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Soit ®w un ouvert tel que

W CwCwcw
15 o

(un tel w existe, car 1l'espace i: étant & base dénombrable est normal).
D*aprés la propriété de décomposition, v peut s'écrire :
— c <C o
v =g +8 avec Supp g “w et Supp &5 Cuo,p ’
on a :

<
vb < gl TV, -

En effet, € <wv

o0
< t LS = 1
o < g ,car Vﬁ stécrit vB %:vn

par définition de Vo o Yy
> <

(théordme 3) et toute somme finie 3 vﬁ est

g d'aprés le lemue 1.
1

Ce lemme 6 servira essentiellement & montrer que pour 1l'opérateur V , que nous
allons associer & une fonction (arbitraire) du céne C , la fonction V¢ est conti-

nue.

PROPOSITION 7. - Soit v un élément quelconque du cdne C , Soit V 1'opérateur

défini par la relation :

M v ST

. +,
v[ > ] (x) do pour toute %) GGB(U) et xe O .
Alors V¢ est une fonction continue dans .

Démonstration.

1° Chaque fonction v = v[¢>u] est 8. c. i. (comme somme d'éléments de C ) ;
la fonction « F-%»v[qDa](x) est décroissante pour @ e (0 , sup ) ; la fonction

Ve , pouvant s'écrire comme enveloppe supérieure d'éléments de la forme
n
> A, A, > A
}flv[mi] (1,0) ’

qui sont fonctions s. c. i., est elle-méme s. c. i.
20 Le lemme précédent montre que la fonction inf Yy - est une fonction s. c« S.,

a<p
comme inf des fonctions g intercalées cntre v, et v

P

Donc la fonction V¢ est aussi s. c. s., et par suite continue.

Rappelons un thépri~s qu'on peut déduire aisément d'un théordime général de
CHOQUET ([1]).
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? .
THEOREME 8, — Soient O(il) 1'ensemble des ouverts de (. supposé seulement loca-

lement compact, et T une application de o(52) dans Bf telle gue :

(a) T(wl U w, ) + T(wl n w2) = T(u&) + T(ub) pour tout couple d'ouverts
w o, 0, € o(ss) 3

2
o < c 3
(v) T(wl) < T(ué) y Vo, u, e o(ss) © <o
(c) T(U wn) = sup T(wn) pour toute suite croissante d'ouverts.
n n

Alors, ll'application :

o - Jsup ¢ (yp > @) da (9 c'g(u)) y

définit une mesure de Radon w =20 sur l'espace (! et, pour tout ouvert w qui

est un Fio
plw) = T(w) .

Soit x € Q0 » Nous allons montrer que l'application w —ebvw(x) vérifie toutes

ces propriétés.

PROPOSITION 9, - v LotV =T+ V.

Démonstration. = Chacune de ces fonctions s'écrit comme une somme d'éléments &

support compact contenu dans 1l'ouvert correspondant.

0 3 —
1° Soit vw1 =

— Mg

(o]
uw o, v o= Zv_ .0n pose
n w, , n

s =:§’u , t
P 4 2 D

1
- Mg
<

Soit Kl le support (compact) de sp , K2 celui de tp . D'apres la propriété

de décomposition :

avec

1 2
Supp s, C (ul n ub) et Supp s, © (u& n CK2) .

2 2
Les fonctions s et t étant & supports disjoints, ona t + s < v .
P . pD 3 , p ¥ %p S Vv,
De plus
s1 SV 3
P W, NW,
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On a donc montré 1l'inégalité

2° On démontre de facon & peu prés analogue 1'indgalité inverse. On a :

=2yt =2 v!
v =<u, Vo, =5 VDo
w e, ~_ n wNw, = 'n
D by
Soient s! =2 w' , t'=2t'.
p 7 n’ p TP

= 1 C - 1 C n . .
K} = Supp sh (wl U wz) , K} = Supp ’cp (wl wz)

1 2 2 1
On éecrit s! = s' + 8! vec Supp s8'" Cw. et Supp s' < (w, N Cke) .
P P p PP p 2 PP Sp (o 2)

et

&

u

1 1
s!tm+ t'<v (car Supp s' N Supp t! = @)
p F SV pp s} pp t) = §
8'2 < v,
2
CO Ql F. D.
< g <
Si w0, wz,ona Ve SV, o
1 2
PROPOSITION 10, - &._ w=U wn _9_{1_ (wn) est une suite croissante d'ouverts, on
n
V,=Sup Vv oo
n n

En effet, pour tout compact K < w , il existe n,
<v, Suppu K, est telle que u < Ve o$ done v < sup v, *

no n

tel que w_ 2 K . Donc toute

COROLLAIRE 11, - Pour tout x e &, l'application

® > Jzup QP‘ V[m](x) o = Vo(x) , ¢ € @’E(U) ’

définit une mesure de Radon >0, notée € V, sur i .

On prolonge V & l'espace Cb par :

Vo(x) = Vo' (x) - Vo (x) .
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DEFINITION 12, - Soit v e C o Soit I 1'ensemble des couples (vi , wi) ou

v.eC, w ouvert < tels que v, <v et Suppv, ©w .
i i i i i

On introduit une relation dtordre fort sur I en posant :

1
<
St
n
s
13

w <
(vi ? wi) < (Vj y wJ) é: {wi wj , vi < v,j 9 SuPP (V

I1 est utile de remarquer que

((v; 5 o) < (vs wj)) = (v -v,, CEj) <(v-v;, L)) .

1l

=
-

N
~—r

IEMME 13, - Soit (vl , wl) < (v2 , w2) ol (vi , wi) el (i . Alors,

il existe (v3 ’ ug) e I' tel que
(vl , wl) < (v3 , w3) < (v2 , w2) .

Démonstration. - On pose Vy, =V, =UuE C . Soit w3 un ouvert tel que :

c < cm < _
Supp v, Cw; @ Swy Sy Sw,n C Supp (v v2) .

On décompose u de la maniere suivante :

= g < Q c
w=u +u, avec Suppu, Cwl et Supp u, < ws

_ P . v A
On pose v3 =V, + Vs e On a trivialement : (v3 ’ w3) < (V2 ’ “2 .

Pour vérifier que (vl ’ wl) < (v3 ’ u3 ) , on écrit

v -v, = (v - v2) + u

3 1

et on a bien

Supp(v - v3) nw = g

les autres points de la définition sont imiédiats.

Soient toujours v e C , et V 1'opérateur défini & partir de v (prop. 7).

rd \S
THEOREME 14. - Soit K compact < w ouvert relativement compact. Il existe ¢
continu >0, <1, ¢e=1 sur K et 3¢ “w telle que Vope& C .

Déaonstration. - Soit D 1'ensemble des. nombres dyadiques de (0, 1) . Soit

®, un ouvert tel que

cy C L o
K wl wl W .

On décompose :



— 1 C oy = 1 © =
v = v, + V) avec Supp vy T w=w, et Supp vy N g .

1 S c ) Q 1 .
v, + vl avec Supp v, <w et Supp vi nK @

<
|l

On a donc :
(vl , wl) < (vo , ub) .
Dtaprds le lemme précédent, on peut donc trouver un couple (v1/2 , w1/2) de T
tel que :
(vy 00) < (v @) < (g &)

On construit ainsi, par récurrence, une famille (Va ’ ub) e I' telle que si

a >, alors :

(va,wa)<(vp,wp), @, pbeDd .

Pour tout o réel appartenant a (o ’ 1) , on pose :

W, = u w et u, = sup w/"p .
b P o
pED e

W, est un ouvert et u, est la restriction spécifique de v (1a fonction de dé-

part) & l'ouvert w .

D'aprds un théoréme de Urysohn, il existe une fonction ¢ , et une seule, conti-
nie, 0<¢9<1l, telle que [9p >o)= w,, Vae o, 1) w 2K, Vo, done

=1 sur K, et S¢p ©“w . On pose

1
u='-[ouad01 (u=ch).

On va voir que u est une somme continue d'éléments de C .

Soit Tn la subdivision de 1l'intervalle ©, 1) en intervalles égaux de lor-
1
g‘lleur -—n._. Tn=(01 ,ul,oco,a )o

o 2"

Soit :
211

w =

n

T:'l' L v
2% k=1 k/2"

Par construction, on a w

>
e+l woo. De plus, L cC, Vn, et

1

sup w_ = J

n 0 ua do

est en fait une somme continue d'éléments de C , donc est dans C .

Co Qo Fo Do
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Remarque. - Le mé&me raisonnement montre que V o , P € (o, 1), a<jp,

B
Ja u& dy est une somme continue d'éléments de C , donc appartient & C .

by

PROPOSITION 15. — Soit & wune famille de fonctions continues définies dans (U a

valeurs dans (0 ’ 1) telles que, pour tout ouvert w relativement compact et

tout compact K € w , il existe ¢ € ¢ tecl que ¢ =1% sur K et So¢ < w . Alors,

+(, ; ; c § c gt .
pour toute f € Cb(u) , il existe (@n) ¢ ot (An)neg R' tels que :

- £ N . 1 L 2 p} +
Démonstration. — D'aprés la paracompacité de Q , on peut se ramener a £ e®(qQ).

Soit oy =0<a, < ...<o =sup{ une subdivision de 1'intervalle (0 , sup f) .

0 1
On choisit o, € & , telle que : o, = 1 sur [f > ap] , Spc[f> ap~1] pour

p=1,2, «e0 , n . On pose :

v né1 (g = gy s

on & évidemment ¢ < f . Soit xe S, . x est tel que ) < f(x) < o_ pour un
- b

f
certain p entier appartenant » (1 , n) .

Pour q<p, ona:

cPq(X) =1 .
@ )= qS%—l (ozq - ozq_l) @Q(X) <y(x) € £(x) .
Donec 0O < f(x) - W(X) < ap - Qp—l

Par suite,

wup |26a) - y(x)] S max oy -,

C. Q. F. D.

. +/ .
PROPOSITION 16. - Soit (¢ ) ©C;(i) , (9 ) croissante et @ = sup ¢ e Gg(u) .
Alors

Vo = <
$ = sup V@n .
n

Cela résulte du lemme suivant.

LEMME 17, - Pour tout o réel >0 ,

N PN
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En effet, [w >a]=u [@n >a] , et on applique la proposition 10.

n
La proposition résulte alors du théoréme de Lebesgue.

«
THROREME 18. - Pour toute @€ C7(1) , ona Vo€ C .

Démonstration. - D'aprdés la proposition 15, 9= & A @ , A 20, @ € &,
n 'n n n
P n>0
Soit q’p =2 Moo

n=1
g A
\ =/ (
VVP ? n th € C, car th € C
p .
= p ( = ; }\ , .
Ve S;P % “n ngh ? n V@n €cC

COROLLAIRE 19, - L'opérateur V est un noyau qui applique Gb(u) dans C = C

avec V(c%(u)) < ¢, et vérifie :

(a) Vi = VO ’

(b) Supp Vy < Sy, VCPGG; .

On a donc associd, & un élément v quelconque du cdne C , un noyau V positif

tel que V1 = v appliquant C%(u) dang C ~ C , et subordonné au cdne C ;

La démonstration, du fait que Supp Vo <S¢ , résulte simplement de ce que Vo

(O

est une somme continue d'éléments de C support dans [ 2 0] . (En fait, gréce

a 1'additivité de la réduite, on a :

Supp 2 Vn U Supp v .)
n n

PROPOSITION 20. - Le noyau V vérifie le principe de domination.

En effet, soient ¢ , | € G;(u) y Vo<Vy dans [9p >0] . O0n a :

@ = sgp ®, 0 @, € ¥ (), (wn) croissante .

De plus,
<
Vo < Vy dans [¢n+1 >0],
donc partout. Donc,
Vo <Vy dans 2 .

Remarque. - Si on avait 1 = sup fn avec fn eC, (fn) croissant, V véri-

fierait le principe complet du maximum,
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2+ Relations entre le noyau V et l‘ogérateur A de Dynkin.

PROPOSITION 21, — Soient ¢ € e“;(az) et v= V. L'application

(O{ ’ X) > VEW](X)

est s. c. i. sur (0, sup @) x 0 (donc en particulier mesurable),

Démonstration.

(a) Pour @ fixé >0, x -e>v[¢>a](x) est une fonction s. c. i. (comme sup
de fonctions continues).

(b) Pour tout x , v[un](x) = sup v[¢>B](x) . Soit A<vw (x) « Il existe

[ ]
B>a tel que b

> ¢ > > At >N,
I1 existe un voisinage ® de x tel que

(ye w) => V[@B](y) A

Donc,

((y,y)e (0, 8) xw) => v[m](y) R

On peut, & partir de cette proposition, montrer que Supp V¢ cSp, Voe G; ’
ce qui a déja été démontré plus haut en utilisant une propriété d'approximation.

On est donc bien dans les conditions d'application du théortme 9 de la deuxidme

partie, on a donc
AVp = ¢ sur 6v

ol év est le support fin, relatif & C , de v =1V1,

Le noyau V associé & un élément v e C est donc unigue. Les mesures € v

(x € <) sont portées par o,
A est un opérateur lindaire sur l'espace vectoriel V((%(u)) ol

u(x) - R;w(x)

Au(x) = lim inf ~— .
wx  vix) - R; (x)




