PHILIPPE COURREGE

Sur la forme intégro-différentielle du générateur infinitésimal
d’un semi-groupe de Feller sur une variété

Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théorie du potentiel, tome

exp. n°3, p. 1-48
<http://www.numdam.org/item?id=SBCD_1965-1966__10_1_A3_0>

© Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théorie du potentiel
(Secrétariat mathématique, Paris), 1965-1966, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théo-
rie du potentiel » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/

10, n°1 (1965-1966),


http://www.numdam.org/item?id=SBCD_1965-1966__10_1_A3_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 3-01
(Théorie du Potentiel)
10e année, 1965/66, n® 3 21 avril 1966

SUR LA FORME INTEGRO-DIFFERENTIELLE
DU GENFRATEUR INFINTTBSIMAL D'UN SEMI-GROUPE DE FELLER SUR UNE VARIETE

par Philippe COURREGE

Désignant par M une variété compacte, par (Nt)taﬁ un semi-groupe fortement
continu d'opérateurs positifs contractants de 1l'espace de Banach c(i) (semi-
groupe de Feller sur M ), et par (®A , A) 1le générateur infinitésimal de (Nt) y

on se propose ci-dessous d'étudier la forme de A sur le sous-espace Cz(M) ne, .

En premier lieu, lorsque M est sans bord et que CZ(M) c @A (§3), A est,
sur CZ(M) , de 1la forme P + S, ot P est un opérateur différentiel du second
ordre de partie principale positive (mais éventuellement dégénérée (n® 1.8)), et S
un opérateur intégro-différentiel d'ordre < 2 défini, en chaque x€ M , comme
une distribution u - Su(x) , partie finie d'ordre 1 d'une mesure positive

s(x, dy) sur M ~ {x} singulidre en x (n° 2.4, 2.6, 3.1).

En second lieu, lorsque M a un bord ol non vide (8 4), @A n CZ(M) voit son
étendue limitée par la condition frontiére introduite par VENTCEL' dans [14], et

qui s'écrit

ue®, n CZ(M) => &(x!') Au(x') = ru(x') , vV x'edd ,
ou & est une fonction >0 sur 3 et I wun opérateur frontiére de la forme
Tu =« %%-+ Q(yo u) +Tu (ue Cz(M)) déerite au n° 4.8 (voir aussi 1'exposé n®302
de [10]). En outre (§ 5), au moins lorsque @A contient suffisamment de fonctions
de classe 02 3 1'intérieur de M (ce qui n'est pas un cas exceptionnel n°5.5),

A est encore (n°® 5.4), sur 0, n C2(M) , de la m&me forme intégro-différentielle

que dans le cas sans bord :
mi(x) = Pu(x) + su(x) , ue®, n Cz(M) :

mais ceci seulement pour x intérieur & M (xeM ~ ) , en ce sens que la fonc-
(o]

tion Pu + Su sur M peut ne pas se prolonger continfment au bord pour toute

fonction u € Cz(M) , mais seulement, grice & la condition frontidre de VENTCEL',

pour les fonctions u € Cz(M) ne au(x') (x' € M) étant alors donné par

A
lim! [Pu(x) + sSu(x)] (n° 5.4 et 5.5) .

c
x<M
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Ces résultats sont établis dans les parasgraphes 3, 4 et 5, tandis que les opéra=-
teurs intervenant soht étudiés séparément, dans les paragraphes 1 et 2. Enfin, au
paragraphe 6, on énonce les principes de la construction des semi-groupes de Feller
qui sera développée dans les exposds n° 4, 5 et 6 de ce séminaire [12] & partir de

la résolution des problémes aux limites correspondants.

§ 1. Opérateurs différentiels du second ordre sur une variété.

On reprend d'abord ici les définitions et propriétés élémentaires des opérateurs
différentiels sur une variété qui interviendront dans la suite de cet exposé, ainsi

que dans les exposés n°® 4, 5 et 6 du présent séminaire [12].

lel. = On désigne, dans tout cet exposé, par M une variété dénombrable &

1'infini (1) de classe C et de dimension n (n > 1) , et par a3 son bord, oM

pouvant &tre vide et M d&tant alors une variété sans bord (2). On désigne, pour m

entier >0 , fini ou + » , par CT(M) 1'espace des fonctions numériques de clas-—
se " sur M (ceci, y compris au bord (voir les n® 1.1 et 1.3 de 1'exposé n® 1
de ce séminaire [12])), et par B(M) 1t'espace des fonctions numériques boréliennes

et localement bornées sur I .

L'espace B(M) est muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout com-
pact, et pour chaque m > O , l'espace C(M) de la topologie habituelle de "la
convergence uniforme sur tout compact contenu dans une carte locale pour les déri-

vées jusqu'd l'ordre m correspondantes".

1.2, Définition. - Etant donné un entier >0 , p , un opérateur différentiel
d'evrdre p sera ici une application linéaire P : wu =» Pu d'un espace Cq(M)

(¢ entier >p) dans B(M) telle que,

(¢) supp Pu € supp u pour tout u e CHM) (caractére local) .
(aa) Pour toute carte locale (U ’ x) de M (3), 1'application

9=>Poox) o x  (ve cdx(v))

de C%(x(v)) dans B(x(U)) est un opérateur différentiel dlordre p sur l'ouvert
x(U) de R™ ; autrement dit, pour ue C (M) , et x e U,

L En particulier M est paracompacte. On ne suppose pas que M est connexe.

(")
(2) Voir le § 1 de 1'exposé n° 1 de ce séminaire [12].
)

. ’ ’ o0
Toutes les cartes locales de M considérées sont de classe C .
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(1.1) Pal) = 3 () Dfu o D) ()

o, pour chaque multi-indice o (|e| <), az est une fonction de B(x(U)) .

Un opérateur différentiel P d'ordre p défini sur C3(M) (q > p) se prolonge
de fagon unique en un opérateur différentiel--#ordre p défini sur CP(M) ; ce qui
permet de faire opérer naturellement un opérateur d'ordre p sur Cp(M) , méme

s'il ntest donné que sur Cq(M) avec q > p .

On dira que P est de classe C" ( m entier >0, fini ou + » ) s'il appli-

que Cm+p(M) dans Cm(M) s ceci équivalant & dire que les coefficients aé sont

des fonctions de classe C* ., P est alors continu de Cm+p(M) dans Cm(M) .

L'ensemble des opérateurs différentiels d'ordre p et de classe ™ sur M est

un sous-espace vectoriel (sur R ) de £(¢™Pm) , ¢™(M)) et méme un C™(M)-module.

Les opérateurs différentiels considérés sont & coefficients réels ; ils operent

évidemment aussi sur les fonctions complexes par la relation P(u + iv) = Pu+ i Pv.

1.3. Caractérisation des opérateurs différentiels comme opérateurs locaux. -

La propriété (aw) dans la définition 1.2 est, en fait, presque redondante : PEETRE
montre, dans [8], que si P est une application de C (M) dans Ck(M) ayant le
caractdre local (o), alors, pour chaque ouvert relativement compact V de M , il
existe un entier p tel que P coincide sur V avec un opérateur différentiel

d'ordre p et de classe Ck

Ainsi, en particulier, le seul caractere local de P entraine que, pour chaque
x €M, la forme linéaire u -9-Pu(x) sur Cm(H) est continue. A partir de cette
continuité, la propriété (r) de P résulte naturellement du caractére local ()

et de la caractérisation des distributions ayant pour support un point.

1.4. - La partie principale d'un opérateur différentiel précise la notion de

"termes de plus haut degré" ; elle est introduite par le théoréme suivant :

THﬁORﬁME. - Soit P un opérateur différentiel d'ordre p > 1 sur M . I1

existe sur M wun champs de p-vecteurs (5) symétrique (6) m, et un seul, tel

||
.3 D f(z) = 9 £ .
1 J o oy oy
aZl e e e an

4 a=loy s e o) s lal =

1S

J
(5) Voir, par exemple, le n° 1.9 de l'exposé n° 1.

5 %*
()Hé%,eu ,%)=Hé%1,u.,%m)(xeM,(%eTém, 0663.
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que, pour chaque we CP(M) , ve cP(M) , ot chague xe M » la fonction
o —-—> GW(x) P(vew)(X) - Q’p V(X) Hx(dx Wy e0e dx "’) (7)

( @ réel ou complexe) soit un polynéme de degré p - 1 .

De plus, si P est de classe Ck s 11 en est de méme de I .

Le champs de p-vecteurs I , ainsi introduit, est appelé la partie principale

d'ordre p de P .

COROLLAIRE 1. - Pour chaque we C°(M) , ve CP(M) et chaque xe M,
(1.2) w(x) Hinx Wy oeee 5 A w) = lim L e_lhw(x) P(velkw)(x) (A réel) .
L Ao (1n)P

[ COROLLAIRE 2. - L'application qui & un opérateur différentiel P , d'ordre

p > 1, associe sa partie principale II , d'ordre p , est linéaire ; et, pour

que II soit nulle, il faut et il suffit que P soit de degré p =1 .

Vérification sans difficulté & partir de (1.1) : les fonctions az

s Choisies sy-
métriques en o pour |a| = p , sont les conposantes de I[I dans la carte localc

(U, x) (voir oussi, dans le cas p =2 , le n° 1.7 ci-dcssous).

1.5. Caractérisation des opérateurs différentiels par transformation de

Pourier. - Il résulte du théoréme 1.4 que, si P est un opérateur différentiel

d'ordre p sur M , il a la propriété suivante :
(hp) Pour chaque we C (M) , ve C°(M) et xe M, la fonction
A — eihw(x) P(veiKW)(x) ( A réel)
est un polynbme de degré p .

Inversement, par la méthode employée par HORMANDER dans 1'introduction de [7], on
établit que, si P est une application lindaire continue de C”(M) dans c(M) ,

ayant la propriété (hp) ci-dessus, alors P est un opérateur différentiel d'ordre

P .

1.6, Opérateurs différentiels du premier ordre et champs de vecteurs. — Un

opérateur différentiel P dlordre O est de la forme Pu = a.u (ue Cc(M)) , ou
a € B(aM) .

(7) d  w désignant la différentielle de w en X .
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Si P est un opérateur différentiel d'ordre 1 , sa partie principale (n° 1.4)
est (identifide avec) un champs de vecteurs X sur M , et on a, on vertu du théo=-

réme 1.4 :

(1.3) Pu= {du , X) + Plou (®) (w e clt@m)) .

1.7+ = Les opérateurs différentiels du second ordre de classeﬂ-Cl admettent

1l'expression "intrinseque" suivante :

.
[~ THﬁOREME. - Soit P wun opérateur différentiel du second ordre sur M . On sup-

pose que la partie principale du second ordre II de P est de classe C1 , et
on désigne par g une métrique riemannienne de classe Cl sur M . Alors, il

existe un champs de vecteurs X , et un seul, sur M tel que, poul'tout‘uescz(M),
(1.4) Pu = divg(n(du)) + {du , X) + Pl.u (9) .

De plus, X est de classe Ck s 81 I et g sont de classe o+l et P de

Lclasse Ck .

En effet, posant Qu = div (H(du)) (u e C (M)) , on définit un opérateur diffé-

rentiel Q d'ordre 2 et de classe Ck , 81 T et g sont de classe Ck+1 s et

on a, pour u € Cz(M) , et o complexe,

e (M) = g™ divg(aeau n(au))

i

@ aiv (1(aw)) + o*(au , n(aw))
dtaprés la propriété de dérivation de la divergence (exposé n® 1, n® 2.6, relation
(2.11)). Ainsi,

e Q(eau) = ag H(du , du) + o Qu 3

ce qui montre que [I est aussi la partie principale de Q , donc, d'apres le co-
rollaire 2 du théoréme 1.4, que P ~ Q est un opérateur différentiel du premier
ordre sur CZ(M)

Pu - Qu= {(du , X) + Pl.u (ue Cz(M)) .
C. Q. F. D.

(8) (du , X) = Xou ; voir le n° 1.8 de l'exposé n° 1,

(9) div désigne 1'opérateur de divergence associé a g sur I (voir 1e n°2.6
de 1'exposé n® 1), et H(dui désigne le champs de vecteurs 2 sur M , image de
du par l'application de (M) dans T(M) canoniquement associde & Tl @

%
{w, ZX) = Hx(w 4 u) pour tout xelM et e TX(M) .
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1.8. = Un opérateur semi-elliptique sur M sera ici un opérateur différenticl
(no 1.2) du second ordre P sur M dont la partie principale du sécond ordre I

est positive (mais éventuellement dégénérée) :
%*
(1.5) Hx(w , w) =0 pour tout xeM et we TX(M) .

Si, de plus, Pi{x) < O pour tout x € M, on dira que P est un opérateur de

diffusion.

Ces opérateurs sont caractérisés par le principe du maximum positif local & 1l'in-
térieur de M :
" THEOREME (AISENSTAT). - Soit P un opérateur de diffusion sur la variété M .
Alors, pour tout u € 02(M) ot xelM M (10) :

(PML) u admet un maximum relatif >0 en x => Pu(x) 0.

Inversement, si A est une application linéaire de CP(M) (2.$ p < ®) dans

c(4) telle que, pour tout uw e CP(M) ot xeM oM (10), soit satisfaite la

propriété (PML), alors A est un opérateur de diffusion sur M de classe GO .

‘-

La partie directe est élémentaire. La partie inverse est une conséquence immédia-
te, & cause du caractére local impliqué par le principe du maximum positif local,
du résultat établi pour un ouvert de R dans 1'exposé n® 2 de ce séminaire [12]
(voir le corollaire 2 du théordme 1.5) s on obtient d'abord la forme de A & 1l'in-

térieur de M , puis on la prolonge au bord par continuité.

Remarque. - On notera précisément que la relation (PML) n'est plus vérifide, en
général, pour x € M . On renvoie, & ce sujet, & l'exposé n° 302 du séminaire
Bourbaki [10], o l'on étudie la forme des sous—espaces vectoriels U de c2(x)
tels que la relation (PML) soit satisfaite pour uw € U et ESEE x €M (voir sussi

les § 4 et 5 ci-dessous).

1.9. - On appellera enfin opérateur elliptique (resp. opérateur de diffusion

elliptigue) un opérateur différentiel du second ordre (resp. un opérateur de diffu-
sion) sur M (n° 1.8) de classe CO tel que, I désignant sa partie principale

du second ordre (n° 1.4),

3
(1.6) Hx(w , w) >0 pour tout x €M et tout we TX(M) , WwW#0 .

(10) Voir la remarque ci-dessous.
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Dans ce cas, il existe un métrique riemannienne g sur M , et une seule, telle
que Il soit le champs de 2-vecteurs conjugué de g : N =2 (voir le n° 2.5 de

l'exposé n® 1). On dira que g est la métrique riemannienne conjuguée de 1 .

En particulier, si Il est de classe C1 s 11 &n est de m8me de g et, prenant
précisément cette métrique dans le théoréme 1.4 ci-dessus, on obtient le théordme

suivant @

™ [HEOREME. - Soit P un opérateur elliptique sur M . On suppose que sa partie
principale II est de classe C1 . Alors, il existe un champs de vecteurs de

classe €0 sur M (et un seul) tel que, pour tout wu € Cz(M) ,
(1.7) Pu = By v+ {(du , X) + Pleu ,

ou g désigne la métrique riemannienne sur M conjuguée de I , et Ag 1topé-

rateur de Laplace-Beltrami de g (11).

Quand P est donné par 1'expression (1.5), on dit couramment que P est mis

sous forme variationnelle.

Parmi les opérateurs elliptiques sur I1 , les opdrateurs de Laplace-Beltrami peu-

vent étre caractérisds comme auto-adjoints :

F COROLLAIRE. -~ Soient P wun opérateur elliptique sur M de classe Cl s et g
la métrique riemannienne sur I conjuguée de la partie principale de P . Pour

que P = Ag s 11 faut et il suffit que,
(1.8) P1=0 |,

12
(1.9) “y (u Pv = v Pu) dr, =0 (*9)

pour tout couple u , v de fonctions de 02(M) 3 supports compacts disjoints de

M .

.
(Vérification sans difficulté au moyen de la formule de Green 3 voir le § 3 de

1'exposé n® 1 et l'exposé n° 5.)

§ 2. Opérateurs intégraux singuliers de Levy sur une variété.

Dans ce deuxi®me paragraphe, on dderit (n° 2.4 2 2.10) le type d'opérateur inté-

gral singulier d'ordre inférieur & 2 sur la variété M , qui, ajouté & un opéra-

(11) Voir le n° 3.3 de 1l'exposé n® 1 de ce séminaire.

(12) T désignant la mesure riemannienne associde & g (exposé n° 1, n® 2.2).
g ’
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teur différentiel de diffusion (n° 1.8), donne la forme générale du générateur in-

finitdsimal (@ A) d'un semi-groupe de Feller sur M , loroque O, contieat

A ?
suffisamment de fonctions de classe 02 (voir les § 3 et 5 ci-dessous).

2.1. = Avec les notations introduites au n° 1.1 (13), on désigne, pour m en-
tier >0 , fini ou + « , par CE(M) (resp. Ci(K) , K compact de M ) le sous-
espace vectoriel de Cm(M) formé des fonctions & support compact (respe a support
contenu dans K ). On munit, une fois pour toute, CE(K) ( K compact de I ) de
la topologie induite par celle de _Cm(M) , et Ci(M) de la topologie limite induc-

. m
tive des Ck(K) .

2.2. Opérateurs intégraux singuliers de Levy sur un ouvert de R™ . - A titre

de complément aux résultats obtenus dans 1l'exposé n° 2 de ce séminaire [12], on no-
tera que, si 1'on désigne par & un ouvert de il (14) (et non plus seulement de

n . .o .
R ) subsistent sans aucune modification :

—~ les définitions et notations du n° 1.0,

- la définition d'une fonction unité locale sur Q (no 1.1),

- la définition sur Q d'un noyau singulier, d'un noyau singulier de classe CO,
borné & 1'infini (n® 1.4),

- les arguments développés aux n® 2.1, 2.6, 2.7 et 2.8 qui conduisent a 1'exten-
sion suivante du théordme 1.4 de l'exposé n® 2 :

THEOREME, - Soient € un ouvert de i , N un noyau singulier sur Q , v
et yk (l.s k < n) des fonctions de B(Q) , et o une fonction unité locale

sur Q . Pour chaque f € CEGQ) et x €Q , on pose,

(2.1) s2(x) = v(x) £(x) + 51 () 1 £(x)

e, @) - o e + I n fD6F - DT

Alors :

(1) f -» Sf est une application linédaire continue de Ci(@) dans B(Q) .
(2) Pour que S applique Ci(Q) dans C(Q) , il faut et il suffit que les
coefficients v , yk (1 £k <n) soient continus et que N soit de classe CO

sur Q .

(13) On ne suppose pas ici que A = g .

(14) Voir le n° 1.1 de 1'exposé n® 1.
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(3) si, de plus, N est borné & 1l'infini, et si,

(2.2)  y(x) + J Wz, &)1 - 0 (y) €0 pour towt xeQ ,
S satisfait au principe-du maximum positif 2 1l'intérieur de Q :
pour x € Q N X2 (15) ’
(2.3) fe cf:(Q) et f(x) =sup £ >0 => Sf(x) <O (16) .

e

Un opérateur de la forme (2.1) pour lequel est satisfaite la relation (2.2) sera
appelé opérateur (intégral singulier) de Levy sur Q . On dira que S est de
0
classe C° si S applique Cé(@) dans €(Q) . Ces notions sont invariantes par

difféomorphisme (voir 1'exposé n° 2, remarque (B) du n® 1.4).

2.3. - On appellera fonction unité locale sur M , toute application o de
M xH¥ dans (0, 1) telle que,

Il

(1) o est de classe C° sur M xM et ol(x, y) =1 dans un voisinage de la

diagonale de M x M ,
(ii) Pour chague compact K de M , les fonctions o, = c(x 9 .) (x € K) gar-
dent leurs supports dans un compact fixe.

On peut construire comme suit une fonction unité locale sur M : Soient (U ) et
(V ) deux recouvrements ouverts localement finis de M par des ouverts relaulv”-
ment compacts tels que Va c Ua pour tout « (17) On considére le recouvrement
de M x M formé des ouverts Ua x Ua et W=MxM~U Va x Va s et une partition

A o
de 1'unité {(Ga) s p} de classe ¢® de M subordonnée & ce rocouvrement :
supp 9, = Ua x Ua , supp p W, 0L 9, €1, 0gpgl et ‘i oa +p=1 .
La fonction o =2 O& est alors une fonction unité locale sur M .
o

On notera que 1l'on peut construire ainsi uane fonction unité locale ayant son sup-
port dans un voisinage arbitrairement petit de la diagonale de M x M . En outre,
lorsque M est compacte, la fonction constante égale & 1 est une fonction unité

locale.

&N

(15) X =0 n R désignant le bord de Q considéré comme variété a bord.

( ) Sauf si @ est un ouvert de r® (X = ﬂ) , la relation (2.3) n'est plus
satisfaite, en général, pour x € & . Voir & ce sujet les § 3 et 5.

(17) La paracompacité de M en assure 1l'existence.
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2.4, Opérateurs intégraux singuliers de Levy sur la variété M . - On appelle-

ra noyav singulier de Levy (18) [resp. noyau singulicr do Levy de classe Co ] osur

M , tout noyau > O borélien s(x , dy) sur U tel que,

(Nsl) Pour tout xeM , s(x, {x}) =0, et s(x, .) est une mesure de Radon
> 0 sur l'espace localement compact M ~{x) s
(NS2) [resp. (NSé}] Pour toute carte locale (U , x) de M et toute fonction

f e Ck(M) positive et & support dans U , la fonction
n
2
x =>4y slx, ap) Ix(y) = x(x)[° £(y)

est borélienne et localement bornée [resp. finie et continue ] (19) sur U 3
(NS3) [resp. (NS%)] Pour toute fonction unité locale o sur M (n® 2.3) et tou-

te fonction positive f de Ck(M) , la fonction
x oos Los(e, @)1= olx, ) 2()

est borélienne et localement bornée [resp. finie et continue] sur M .

On donnera dans l'exposé n° 4 (n® I.8) des conditions suffisantes pour qu'un

noyau singulier sur M soit de classe CO (fme de clusse CO’A) .

Un opérateur (intégral singulier) de Levy (20) sur M est alors une application

lindéaire 3 de Ci(M) dans B(M) telle que,
(81) I1 cxiste v noyan singulier de Levy s sur M pour lequel,

¢ Pour chaque x € M el chaque u € CE(M) ’
. r \
(2 4) Su(x) = 11 s(x ’ dy) u(y) des que X é supp u 3

(S,) Pour chnque carte locale (v, x) de M , l'application
2
-1 2
@ —> S(co o 'X.) °o X ((p € Ck(x(U)))

de CE(X(U)) dans B(x(U)) est un opérateur intégral singulier de Levy sur 1'ou-
vert x(U) de ™ (ne 2,2) 3
(83) Su(z) €0 pour tout x € M et toute fonction u € CE(M) comprise entre

O et 1 et égale & 1 au voisinage de x .

(lé) Par référence aux mesures de Levy qui figurent dans la formule de Levy-
Khincin comme cas particulier de ces noyaux.

(19) Autrement dit, le noyau sur x(U) transporté par ¥ du noyau induit par s
sur U est un noyau singulier de Levy [resp. un noyau singulier de Levy de classe
O Jsur x(U) (n° 2.2).

(20) On dira aussi simplement "opérateur de Levy".
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Le noyau s , qui est entidrement déterminé par S , & cause de (2.4) et (NSI),
sera appelé le noyau singulier de S .

Ltensemble des opérateurs de Levy et l'ensemble des noyaux singuliers de Levy sur
M constitueni naturellement les cdnes convexes, et l'application S —>s qui aun
opérateur de Levy sur I associe son noyau singulier est additive st positivement

homogéne. Au n® 2.7, on donnera aux opérateurs de Levy une forme plus globale, et

on obtiendra ainsi une propriété de surjectivité de l'application S ->s . Au

préalable :

2.5 THéORﬁME. ~ Tout opérateur de Levy S sur M est continu de CE(M)
dens B() (%Y.

En effet, au moyen d'une partition de 1l'unité, on se ramene d'abord & montrer que
si K et K! sont des compacts de M contenus dans des cartes locales (u ’ x)
et (U' ’ x') , et si (un) est une suite de fonctions de CE(K) tendant vers O
(dans CE(K) ), la suite (Sun(x)) tend vers O , uniformément lorsque x déerit
K' . Or, désignant par f{o , @'} une partition de 1'unité sur I subordonnée au

recouvrement {M \ K' , U'} , on peut écrire, pour x € XK' ,

su, (x)

S(un @')(X) + S(un @)(x)

Sta_ o))(®) + 1 s(x , ap) u_ oly)

puisque x £ supp u, Q. Lorsque n tend vers + » , on voit que le premier terme
tend vers O par localisation sur la carte (Ut , x') en vertu de la continuité
en question déja établie sur 1l'ouvert X'(U’) de iﬁi‘ dans le théordme 2.2 (ellc
résulte aussi facilement de la propriété (NSZ) de s (n® 2.4), en utilisant un dé-
veloppement de Taylor avec reste sous forme intégrale). Le second terme tendant

vers O d'aprés la propriété (NS3) de S , le théoréeme est établi.

2.6. Bxpression d'un opérateur intégral singulier de Levy au moyen d'un déve-

loppement de Taylor & 1l'ordre 1 "global". — Reprenant la construction d'une fonc-

tion unité locale donnée au n° 2.3, on suppose que, sur chaque ouvert Ua , est dé-

finie une carte locale x, de M , et on pose, pour chaque u € ct(m) , xeM,

yelM,
(2.5) o uly) =2 o lx, Pulx) + 2 55':_{; () GEE) =GN T

(21) Pour les topologies précisédes aux n® l.l et 2.1 ci-dessus.
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L'application (x , ¥ , u) => o, u(y) ainsi définie sera appelée un développe-
ment de Taylor (& l'ordre 1 ) global sur M . Elle possdde les propriétés suivan—

tes

(Tl) Pour chaque xe€ M, u -> 6_u est une--application lindaire_continue de
Cl(M) dans Ck(M) » et 6_u ne dépend que de u(x) et d o u .

(T2) La fonction (x ’ y) - ex 1(y) est une fonction unité locale sur M
(n° 2.3) .

(T3> Pour chaque u € C2(M) , la fonction (x, y) —-> 6, u(y) est continue,
et, pour chaque compact K de M , il existe une constante c(k ’ u) > 0 telle

que,
lu(y) = o uly)l

(=0, 1)+ o, W) o e, )]y 6 - x, ]
o

pour tout x€ K et yelM. (En effet, il suffit d'écrire
u(y) = (1 - 6 1(y)) uly) + o, 1(y) uly)

n
et de mgjorer le terme u(y) - u(x) - 2 EEE (X)(Xﬁ(Y) - XE(X)) par
k=1 X
o

Cte x [x (v) - xa(X)l2 .)

On peut alors énoncer :
THEOREME, - On suppose donnds sur M un développement de Taylor & l'ordre 1
global 6 , et :

- un noyau singulier de Levy s ,
~ un champs de vecteurs X Dborélien et localement borné (22),

- une fonction a e B(M) , de telle sorte que,

(2.6)  a(® + L s(x, a)(1-0_ 1) g0 pour tout xel .

Alors @

(1) On définit un opérateur de Levy S sur M en posant, pour u € CE(M) et

x €M,

(22) Autrement dit (n° 1.2 et 1.6), X définit un opérateur différentiel du pre—
mier ordre homogéne.
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(2.7)  su(x) = al) u(x) + @ w, XY+ sx, )l -0 u@) (D) ;

(2) Pour que S applique Ci(M) dans C(M) , 11 faut et il suffit que a , X
et s soient de classe Co (on dira alors que S est de classe CO) 3
(3) Tout opérateur de Levy sur 11 peut &tre obtenu ainsi, et ceci d'une seule

manidre quand 6 est fixé : s est déterminé par (2.4) (n° 2.4), et a par

(2.8) a(x) = s(ex 1) (x) (xeM) .

COROLLAIRE 1., = Si la variété M est compacte, tout noyau singulier de Levy de
classe CO sur M est le noyau singulier d'un opérateur de Levy sur M appli-
quant CZ(M) dans C(M) .

r
M
M d'apres (NS%) (n° 2.4), et on peut prendre pour a 1'opposé de cette fonction. )

(En effet, 1la fonction x =-> s(x , ay)(1 - e, 1(y)) est alors continue sux

COROLLAIRE 2, - Tout opérateur de Levy S sur M satisfait au principe du ma-

ximum & l'intérieur de M : pour x € M ~ M ,

£ e CE(M) ot £(x) =sup £ 30 ==> 5f(x) <0 .

2.7« Démonstration du théoréme 2.5.

(¢) En vertu des propriétés (NSZ) et (NS3) de s et de la propriété (T3) de © ,
S applique CE(M) dans B(M) . D'autre part, la relation (2.4) est évidemment sa-
tisfaite ainsi que, en vertu de (2.6), la propriété (Sl). Pour établir (1), il res-
te donc & montrer que S posséde aussi la propriété (Sz)° Pour cela, soient (U: %)

une carte locale de M et u e Ci(M) 4 support dans U . Désignant par & une

fonction unité locale sur U (24), on a, pour x €U ,

1]

5, u(x) = Jy sz, @) ) - 6 u()

]

L s, ap)(1-50x, 1)) 0 uy) + L s(x, @) () = 5(x, ¥) 0, ulx))

En vertu de la propriété (NS3) de s , le premier terme est de la forme

a'(x) u(x) + <dx u, Xé) .

(23) Cette intégrale a un sens en vertu des propriétés (T3) de 6, (NSZ) et(NSB)
de s .

(24) U étant considéré comme sous-variété & bord de M , il existe une telle
fonction o dlaprds le n° 2.3 ; en outre, pour chaque x e U , GX se prolonga en

2

une fonction de CE(M) 4 support dans U .
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Le second s'écrit, en posant

5(x,9) =5(x,5) ofx,y) et &x,y)=23(x,y) (xev, yeD ,
o

[ sx, o)luty) - zo<x,wmu)+z B () () - X))
k—lax

C w1 g e, @) - 8, D + 2 Z @6 - @)
J=1 3x

(I1 suffit de substituer 2 xg(y) - xﬁ(x) son développement de Taylor

Xk

n X

> et (x) (x3(x) = x3(x)) + B, Kx, V) Ix@) - xx)1%
j=1 ¥’

ou B est borélienne et localement bornée sur U x U , et d'utiliser la propriété

(NS ) pour gortir" les termes en -—-— (x) )
a
Finalement, on obtient, pour x € U , Su(x) sous la forme,

Su(x) = a™ (%) u(x) + (d u, X"')
I s, ) - 8, P + I B @RI - PS@NT
J=1 ox
ob aM™ = a + a' est une fonction de B(U) , X" wun champs de vecteurs borélien

’ A . 4
localement borné, et o une fonction unité locale sur U .

Enfin, en considérant, pour chaque x € U , une suite (u ) croissant vers 1
de fonctions positives de Cz(U) toutes égales & 1 au voisinage de x , on dé-

duit de (83) déja établie pour S que

f

am(x) + 4y s(x , ay)(1-5(x, ¥)) g0 .

D'ol (82)’ et la propriété (1).

(B) Afin d'établir la propriété (3), on considdre un opérateur de Levy S sur

M , on désigne par s son noyau singulier, et on pose, pour X € M,
a(x) = s(o, 1)(x)
et pour u € CE(M) ,

stu(x) = a(x) u(x) + fy sz, an)aly) - 0 u(x))

I1 suffit de montrer que a € B(M) et satisfait (2.6) s en effet, S' sera alors,
d'aprds la propriété (1) déja établie, un opérateur de Lévy sur ! ayent méme
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noyau singulier que S ; donc, d'aprés (S2), S = S' sers un opérateur différen=-
tiel du premier ordre, donc un champs de vecteurs, puisquo

(8 - S’) l(x) = (S - S') ex 1(x) =0 pour tout xe€eM .

Pour montrer que a e B(M) , on peut utiliser le fait que S est continu de
CE(M) dans B(M) (théordme 2.5) : a est d'abord bornée dans un voisinage de

chaque point X, de M ainsi qu'on le voit en écrivant

a(x) = s(e, 1 - %, 1)(x) + S(exo 1)(x) - S(exo (=)

a est ensuite boréliemme, car, pour chaque x € M , on a

a(x) = lim ; 1 n(X) s(e n 1)(x) s
n-o g=0 U X
q q

ol, pour chaque entier n >0 , (U") oo ©st une partition borélienne de M telle
que le diamdtre (25) de UH (q Z,Og q;oit moindre que %-, et o ¥ e U pour
chaque q > 0 . [Cette relgtion résulte de ce que l'application y => S ey 1)(x)
est continue pour chaque x € M , comme composée de y —> ey 1 , continue de M
dans CE(M) et de S . ]

Enfin, la relation (2.6) résulie de (83) en considérant une suite (un) crois-

cant vers 1 comoue ci.

]

caosus, et en passant & la limite quand n tend vers + o

o
\Y%
0
I
al
—
tal
N—
Il

s(eX 1)(x) + s(un - 6, 1) (x)

Il

ax) + 1 s(x, ay)(a (x) = o_ 1(x)

(y) S a, & et s sont de clazse c© , S applique Ci(M) dans C(M) s En
effet, soimt u e ci{m) » V un ouvert zelativement compact de M , et F 1l'en~
semble fini decs indices o tels que ca(x ’ °) # 0 (n° 2.3 et 2.6) pour tout

x€V ., Ona, pour xeV,

(2.9) s, ulx) = *fI,I s(x , ay)(uly) - e, u(y)) = ,FM s(x, ay)(1 - 6  1(y)) uly)

+ 2 'gq s(x ’ dy) o&(x ’ y)[u(y) - u(x) - ‘E jﬂ%; (X)(XE(Y) - Xg(x))] .
oeF k=1 a&y

(%)

Pour une distance compatible avec la topologie de M .
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Au second membre, d'une part le premier terme est fonction continue de x & cau-
se de la propriété (NS3) de s (n° 2.4).

D'autre part, pour chaque « € F , le terme correspondant figurant dans la somme,
constituant le second terme, est.aussi fonction continue de x sur Ua NV ¢ cela
résulte, de (NSé), du théordme 2.2 et du lemme 2.7 de 1'exposé n® 2, par transport
sur 1l'ouvert xa(Ua) au moyen de Xy ? OB remarquant que l'intégrale ne dépend que

des valeurs de u sur le support de Od(x , ») qui est un compact de Ua .

D'ol la continuité de Su , puisque Su = S1 u=au+ (du , X) est continue si

a et X sont de classe CO .

(8) Inversement, supposant que S applique Cﬁ(M) dans C(M) , on montre d'a-
bord que le noyau singulier s est de classe C0 : en effet, pour ce qui est de
(NS'), il suffit de remarquer que l'opérateur transporté de S sur une carte loca-
le (U , X) applique C (x(U)) dans C(x(U)) , donc est de classe ¢ d'apres le

théoreme 2.2.
Pour ce qui est de (NS%), on montre d'abord que la fonction

x> Lose, @)1 - o () £(3)
est continue pour tout f € Ci(M) [il suffit de remarquer que
L ste, a1 = o) 2 = (1 = 0 )0)(x)

et d'utiliser la continuité de x —> (1 - Oy )f de M dans Z(M) et de S de
2(M) dans C€(M) (n° 2.5)7]. On passe enSulte au cas ou f € C (M) , en approchant
f uniformément par une suite de fonctions de C (M) gardant 1eurs supports dans

un compact fixe, et en utilisant le caractere p081t1f de s .

Ayant ainsi établi que s est de classe CO , 1'opérateur S' (défini par (2.9))
applique Ci(M) dans C(M) d'aprés (y) ci~-dessus. Il en est donc de méme de
u => (3 -8")u=au+ {du, X) ; d'olr la classe © de a et X , la propriété
(2) et 1e théordme 2.6.

2.8. = Le gymbole principal d'ordre 2 d'un opérateur de Levy est nul (26).

[- THEOREME. - Soit S wm opérateur de Levy sur M (n° 2.4).

6 ,
(2 ) Voir le numéro suivant.
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Pour tout u € CE(M) , WE CZ(M) , et tout xeM,

(2.10) Lin ;\1-2— oiMi(x) g, AWy 0y g (2T
—4C0

En effet, en considérant une-carte-locale de M au voisinage de x , d'aprés la
propriété (NS3) du noyau singulier s de S et la propriété (82) de localisation

de S , on est ramend 4 établir (2.10) lorsque M est un ouvert Q de R,

Or, pour f € Ci(@) , dlaprés la formule de Taylor avec reste sous forme intégra-
le, et la forme (2.1) de S (n° 2.2), on a, en désignant par o une fonction uni-

té locale sur Q ,

(2.11) 82(x) = y(x) 2(x) + 2 ¥5(x) B_2(x) + g s(x , @)(1 = olx , 1)) £(y)
k

. . 1
b3 sl ay) ole, )T - ) F- ) L (1) D, D sl by -x) at
Jok=1 ’
Et, en posant f = ue™  gang (2.11), on obtient, pour T réel > 1 (en parti-

culier pour 1 = 2 (28)), une relation de la forme ¢

(2.12) oihu(x) S(ue™™) (x) = @Q(X)

L
ul
- oo j j
LIS vg 8(x , dy) olx , )7 - ) (7 - ) v Lx ¥,
3ok=1 J1

) eik[w(x+t(y—x))—w(x)] it

1
o V) Gy y) = Ay (Lm0 D, w D u e by - o

Js k
Lorné indépendamment de A , et ou, en vertu des propridtés (NSl) et (NSZ)’

1lim ég(x) = 0 , pour chaque fonction unité locale o .
A=

Etant donnée alors ¢ > O , on choisit d'abord une fohction unité locale o,

telle que GE(X ’ .) ait son support assez serré autour de x pour que

j iy (kK ky A €
R L R

pour 1 €7 , k<n (ceci est possible d'aprés les propriétés (NSZ) et
s(x, {x}) =0

de s ). On choisit ensuite Xe assez grand pour que [@g (X)I~S'% des que ).;,ke.
€

(27) On étend canoniquement S aux fonctions complexes.

(28) Voir le numéro suivant.
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D'olh la relation (2.10) cherchée, en prenant 17 = 2 dans (2.12).
C. Q. F. D.

2.9, = 81 A est une-application linéaire de CZ(M) dans B(M) , et ai 1
est un nombre réel, on dira que A est d'ordre T si, pour tout 7' > T , tout
ue C;(M) y WE Cm(M) , et xe M,

(2.13) lim -%-,— o ihir(x) Aue™)(x) =0 .
Ao A
Par exemple, si A =P est un opérateur différentiel d'ordre p sur M (n° 1.2),

A est d'ordre p au sens précédent d'apreés le théoréme 1.4.

Ainsi le théoréme 2.7 ci-dessus entraine qu'un opérateur de Levy A sur M est

dlordre 2 ; mais ce théoréme exprime davantage ; en effet,

- d'une part, la relation (2.13) est vérifide non seulement pour TM' > 2 , mais
aussi pour T = 2 ;
- d'autre part, il existe des opérateurs de Levy qui ne sont d'ordre 1 pour au-

cun T < 2 , ainsi que le montre l'exemple suivant @

[ £(y)

H ———-—-—-——-—-dy
R Ix _ y]2+p

[\ 1
M=R (n=1), do s(x , ay) £(y) = -‘ro o(p) dp -

(f e Ci(R) , X ¢ supp £) ol ¢ est une fonction numérique boréliemne >0 sur
P

(o ’ 1{ telle que AO %ifla dp < + o (il suffit de reprendre la relation (2.12)

(n° 2.7) et de vérifier que, pour T < 2 , on peut choisir u et w de sorte que

le deuxiéme terme du second membre tende vers + © avec A ).

Utilisant le langage de la théorie des opérateurs pseudo-différentiels (voir 2 ce
sujet HaRMANDER [7]) on peut dire que, pour un tel opdrateur de Levy, le symbole

principal d'ordre 2 est nul.

Par contre, dans 1l'exposé n® 4, les opérateurs de Levy qui interviendront (n°I.7)

seront dlordre < 2 (voir aussi le n® 2.10 ci-dessous).

2.10. Opérateurs de Levy d'ordre 1 . - On dira qu'un noyau singulier de Levy

sur M est dlordre 1 s'il vérifie aussi :

(NSé) Pour toute carte locale (U , x) de M , et toute fonction f e Ck(M) po-

A

sitive et & support dans U , la fonction
n

X -5 "=U s(x , day) Ix(y) = x(z)] £(y)

est borélienne et localement bornée sur U .
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Si s est un noyau singulier de Levy d'ordre 1 , si o est une fonction unité
locale sur M (n° 2.3), et si a est une fonction dn B(M) telle quo,

(2.14) a(x)-+~ryI s(x, dy)(1 = olx , y)) €O pour tout xe€ M ,
on définit un opérateur de Levy sur M en posant

(2.15) su(x) = a(x) u(x)~+~[1yI s(x , dy)(uly) - olx, y) u(x)) (xeti,ue Ci(ﬁ)) .

Un tel opérateur sera appelé opérateur de Levy d'ordre 1 . Il se prolonge (de

facon unique) par 1z rclation (2.15) en une application lindaire continue de Cé(M)
dans B(M) .

§ 3. Géndrateurs infinitésimaux des semi-groupes de Feller sur une variété sans
bord et opérateurs de Waldenfels.

Dans tout ce paragraphe (29), on suppose que la variété M 2st sans bord (3l =g).

3.1. Opérateurs de diffusion et opérateurs de Levy de classe semi-continue. -

On dira qu'un opérateur de diffusion P sur M (n° 1.8) est de classe semi-conti-

nue si la fonction Pl est continue sur M et si, II désignant la partie princi-—

pale d'ordre 2 de P (n° 1.4),

(DS) La fonction H(m ) w) (X - Hx(wx ’ wx)) est semi-continue supérieure-

ment sur M pour toute I1-forme différentielle w (30) de classe CO sur M .

n 3 ~e .
On notera que, lorsque M est un ouvert de R~ , cette notion coincide avec celle

introduite au n°® 1.3 de 1l'exposé n° 2.

On dira qu'un noyau singulier de Levy s sur I (n° 2.4) est de classe semi-

continue s?il posséde la propriété (NS%) ainsi que,

(ng) Pour toute carte locale (U . X) de M , il existe une fohction v posi-
tive et semi-continue supérieurement sur U telle que, pour toute fonction

fe Ck(M) a4 support dans U , la fonction
, : 2
x = sz, d) k@) - x(@) 7 2(y) + v(x) £(x)

soit continue sur U .

n e s g s .
Lorsque M est un ouvert de R , cette définition coincide avec celle donnée au

n® 1.4 de 1l'exposé n° 2, La propriété (NSE) revient d'ailleurs & dire que, pour

(29) Avec la signification attribude & M au n° 1.1.

(30) Voir le n° 1.8 de 1l'exposé n° L.
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chaque carte locale (U , x) de M , le noyau singulier sur x(U) transporté par
x de la restriction de s & U est do classe smemi-continue : 1%invariance par
difféomorphisme qu'énonce le_ lemme 1.4-de 1lexposé n® 2 rend cohérente cette défi-

nition.

On dira qu'un opérateur de Levy S sur M (n° 2.4) est de classe semi-continue,

si son noyau singulier est de classe semi-continue et si,

(84) La fonction x =-> S(ox)(x) est continue sur M pour toute fonction uni-

té locale ¢ sur M.

Tout opérateur de diffusion (resp. de Levy) de classe CO est de classe semi~-

continue.

Les notions d'opérateurs de diffusion et d'opérateur de Levy de classe semi-
continue sont lides par le théordme suivant, qui étend le corollaire 4 du théoréme

1.5 de 1'exposé n° 2 :

LEMME. - Pour qu'un opérateur de Levy S sur M soit de classe semi-continue,
i1 faut et il suffit qu'il existe un opérateur de diffusion P sur M de classe

semi~continue tel que lfopérateur P + S applique GE(M) dans C(M) o

On peut établir ce résultat comme suit : Pour montrer que la condition est suffi-
sante, suppossnt que P + S applique CE(M) dans C(M) , on remarque d'abord que,
si (U, x) est une carte locale de M , P + S induit sur 1l'ouvert %x(U) de K"
un o;érateur presque positif appliquant Ci(x(U)) dans C(x(U)) . D'ol on déduit
la propriété (ng) du noyau singulier s do S, en veriu du corollaire 4 du théo-
réme 1.5 de i'exposé n® 2 (n° 1.5). Par ailleurs, la propriété (NS%) de s résulte,

par li'argument sbandard utilisé au n® 2.7 (31), de la relation
[ ox, @)1= o) ) = B+ 8)(1-o)D(x)  (£ec2) .
Inversement, pour montrer que la condition est nécessaire, on construit P loca-

lement en se ramcnant, au moyen d'une partition de 1ltunité subordonnée & un recou-

. . n
vrement par des cartes locales, au cas, déja élucidé, d'un ouvert de R .

C. Q. F, D.

3.2, = Ceci étant, on appellera opérateur de Waldenfels sur la variété (sans

Rgzg) M , toute application lindaire W de CE(M) dans C(M) de la forme

(3t

) Voir aussi la démonstration du théoréme 3.3 au n° 3.4.
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W=P+ S, o P est un opérateur de diffusion de classe semi-continue, et 8 un

opérateur de Levy aussi de classe semi~continue sur M (n° 3.1).
Un tel opérateur est -continu de CE(M) dans C(M) (théoréme 2.5). De plus :

—

LEMME. - 8i W =P+ S est un opérateur de Waldenfels sur 1 , la partie prin-
cipale d'ordre 2, 11, de P, et le noyau singulier s de —S ,—sont -emtidre-
ment déterminés par W par les relations :

L
2

lim - ~irv(x) W(ueixv)(x)
A+ A

(3.1) md, v,d v)= o

pour tout x eM, v e CZ(M) , et ue CE(M) tel que u(x) =1 .

[

(3.2) oy s(xy ay) uly) = wu(x)

pour tout x €M et u € Cﬁ(M) tel que x £ supp u .

b

(Démonstration immédiate 3 partir des théorémes 1.4 et 2.8 ci—dessous.)

T et s seront appelés respectivement la partie principale et le noyau singu-

lier de W .

On renvoie au n°® 1.6 de 1l'exposé n° 2 relativement aux irrdgularités auxquelles
P

donne lieu la décomposition W =P + S .

Un opérateur de Waldenfels W pouvant &tre mis sous la forme P+ S, ou P et

O rd rd 3 rd V4
S sont de classe C° , sera appelé régulidrement décomposable ou seulement décom-

posable.

3.3+ = L'introduction des opérateurs de Waldenfels est justifiée par 1l'exten~

sion suivante du théoréme 1.5 de l'exposé n° 2 :

THEOREME. — La variété M é&tant supposée sans bord, on désigne par D un
sous-espace vectoriel de CE(M) contenant C;(M) , et par A une application

lindaire de D dans C(M) .
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(Pu) (principe du maximum positif) Pour tout u e D et tout xe M ,

u(x) =supu>0 => Amu(x) <0 ;
(32).

L (W) A cofncide sur D avec un opérateur de Waldenfels W sur M

(32) Ne 3,2.
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COROLLAIRE, -~ Si A satisfait au principe du maximum positif, A se prolonge
de facon unique en une application lindaire-~continue de Ci(M) dans C(M) (33).

3.4, - Le corollaire résulte du théoréme et du fait que tout opérateur de
Waldenfels est continu de Ci(M) dans C(M1) (n° 3.2), et l'implication
(W) ==> (PM) du théordme 1.8 et du corollaire 2 du théortme 2.6.

Afin d'établir (PM) ==> (W) , on suppose que A satisfait au principe du
maximum positif, et on construit d'abord le noyau singulier de l'opérateur de
Waldenfels W cherché en s'inspirant de la relation (3.2) (ne 3.2) ¢ Pour chaque
x €M , en vertu de (PM), u =-» Au(x) induit sur 1'espace CE(M « {x}) une for-
me lindaire positive ; et, puisque CE(M ~ {x}) est positivement riche sur 1l'espa-
ce localement compact M ~ {x} , cette forme lindaire se prolonge de facon unique
en une mesure de Radon s(x , .) sur M ~{x} : En étendant, pour chaque x ,
s(x, .) & M au moyen de la relation s(x , {x}) = 0 , on obtient un noyau posi-
tif s sur M qui posséde la propriété (NSE) (3.1), ainsi qu'on le voit par loca-
lisation de A sur une carte locale et application, dans cette carte, du théoréme

1.5 de 1l'exposé n® 2.

Pour établir la propriété (NS!) de s , on suppose d'abord que f est une fonc-
tion positive de C;(M) . D'une part, <y s(x, dy)(1 - o(x, v)) £ly) est fini

puisqu'égal par définition & A((1 - Gx)f)(x) . D'autre part, pour x €l, Xy € M,

1 sGey an) (1= olx, 1)) 2() = [y sy, @) (1= olxy 5 7)) £

[

< Ty sl ) lolie s ) = olng , )1 £9) # AL (1= 0, )0 (3) = 4((1= 0, )8 ()|

$ o, = o | AG¥E) () + [a((1 = 0, )E)(x) = A(L = o, )N (xp) |
0 0 0

by

dés que x appartient & un voisinage assez petit V de Xy s OB désignant par VY
une fonction positive de C;(M) égale & 1 sur un compact contenant le support de
o, = 0, pour tout x €V . D'ou la continuité de la fonction
0
f
X =-> ’lM S(X ’ dY)(l - O'(X ’ Y)) f(y) 9
en vertu de celles de A(Yf) et A((1 - o, )f) . On étend ensuite la propriété au

0
cas ou f € Ck(M) par un argument analogue en approchant uniformément f par des

&)

Pour les topologies précisées aux n°® 1.1 et 2.1.
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fonctions de C;(M) « Ainsi, s est un noyau singulier de classe semi~-continue sur
M (n° 3.1).

De plus, pour tout x €M et tout u € CE(M) compris entre O et 1 et égal &

1 au voisinage de x , on a,

)

(3.3) Au(x) + ‘M s(x, ay)(1 - uly)) <0 .

En effet, considérant une suite (un) de fonctions de CE(M) croissant vers 1

et toutes supérieures & u , on a, d'aprds le principe du maximum de A ,

03 du () = du(x) + Alw, - W () = () + 1y s(x 5 ) ) - uG)

d'ou la relation (3.3) en faisant tendre n vers + « .

Désignant alors par © un développement de Taylor & l'ordre 1 global sur M
(n° 2.5), et posant a(x) = A(GX 1)(x) pour chaque x € M , on définit une fonc-

tion continue a sur M [démonstration standard en écrivant,

[

a(x) - a(x;) = s(x, dy)(e  1(y) - %, 1(y)) + A(eXO 1)(x) - A(exo 1)(xy) ]

qui vérifie la relation (2.6) (n° 2.6) en vertu de (3.3).
On définit donec, en vertu du théordéme 2.6, un opérateur de Levy S sur M en

posant, pour x €M et u € CE(M) ,

(3.4) sa(x) = a(x) u(®) + -y s(x, @)ul) - o, u) .

On conclut alors, compte tenu du choix de a , en remarquant que, en vertu du
théoréme 1.5 de 1l'exposé n® 2 (34), 1'opérateur A - S coincide sur chaque carte
locale de M (éventuellement & un opérateur différentiel dlordre O prés) avec un

opérateur de diffusion de classe semi-continue.
CO Q,c F. Da

345, THEOREME, - On suppose que M est une variété séns bord compacte, et

on désigne par (Nt)t>0 un semi-groupe de Feller sur WM (35), et par (@A , A)

son générateur infinitésimal.

(34) D contenant C;(M) est "riche" au sens de 1l'exposé n° 2 (n°® 1.0).

(35) Voir 1l'appendice.
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Alors, si ¢ (1) <@, , on a aussi (1) S0, , et A coincide sur cz(m)
avec un opérateur de Waldenfels sur M (36) (37),

En effet, d'une part la restriction de A & C (M) satisfait au principe du
maximun positif”(38) donc, d'aprds le théordme 3.3.coincide sur C (M) avec un
opérateur de Waldenfels W .

D'autre part, soit u e CZ(M) . I1 existe une suite (un) de fonctions de €™ (M)
telle que

lin w =u dsns ()

-
et on a :

lim Au = lim Wu = Wu  dans c(m) ,

n—xo -0
puisque W est continu de CE(M) dans C(M) (n° 3,2), et

limu_=u dans C(M)
N0 n

d'ol u e @A et Au = Wu puisque 1'opérateur (® A) est fermé.

A ?
C. Q. F. D.

poan,

3.6, THEOREME. - On suppose que M est une variété sans bord et non compac-
8
(*°)

te, et on désigne par (Nt)t>0 un semi=groupe de Feller sur M s et par

(@A , A) son générateur infinitésimal.

. ) ) . 2 - w 2
Alors, si Ck(M) COJA , on a aussi Ck(M) c®,, et A coincide sur Ck(M)

t_ayec un opérateur de Waldenfels sur I .

On établit ce théoréme comme le précédent (en remplacant C(M) par CO(M) ) en

s'appuyant sur le lemme suivant :

~ LEME. - Soit W un opérateur de Waldenfels sur M . Pour que W applique
CE(M) dans CO(M) (38), il faut et il suffit que, désignant par s son noyau

singulier (n° 3.2) on ait,

(3.5) lim s(x , K) = 0 pour tout compact K de M .

X=x00

W est alors continu de Ci(M) dans CO(M) .

(36) Voir le n° 3.2.
(®") Voir WALDENFELS [16] & ce sujet.

(38) Voir 1'appendice.
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En particulier, si W applique C;(M) dans CO(M) y W applique aussi conti-
nfment CZ(M) dans (i)

En effet, la premidre-partie-résulte de ce que, si u € Cﬁ(M) ,

(3.6) wu(x) = j& s(x , dy) uly) pour tout x £ supp u .

La continuité de W de CZ(M) dans CO(M) résulte alors de sa continuité de
2(I/I) dans C(M) (n° 3.2) et du théordme du graphe fermé. La dernidre partie ré-

sulte immédiatement de la premidre.
C. Q. F. D.

3.7. Remarques.

(a) On étudiera dans 1'exposé n°® 4 une classe assez large de semi-groupes de
Feller sur M pour lesquels CE(M) c QA (39).
Toutefois, cette situation est lein d'é&tre la plus générale : Prenant pour M le

tore 3 une dimension T , et pour (N ) le semi-groupe de Feller sur T , image du

semi-groupe de Wiener-Levy sur R par l'application x =» elx s, on sait que le do-
maine de définition ®A du générateur infinitésimal de (N ) est exactement CZ(T)
(voir DYNKIN [3], chap. 2, § 3, n° 2.16 et chap. 10, § 6, n° 10.25). I1 suffit
alors de transformer (Nt) par un homéomorphisme de T sur T non différentiable
pour obtenir un semi-groupe de Feller sur T dont le domaine de définition du gé-

rd 3 . . 7 3 . 0
nérateur infinitésimal ne contient pas € (T)

(b) Les conclusions des théordmes 3.3, 3.5 et 3.6 subsistent si on remplace C (M)
et C”(M) respectivement par un sous-espace de C (M) "riche" au sens 1ntrodu1t

au n° 1.0 de 1l'exposé no° 2,

§ 4. La condition frontitre de Ventcel'.

On énoncera la condition frontidre de Ventcel! au n° 4.8. Au préalable, on intro-

duit (n° 4.2 4 4.7) le type d'opérateurs frontidre qui y intervient.

4.1. - Dans tout ce paragraphe, M désigne, avec les notations introduites au

n® 1.1, une variété compacte dont le bord AM est non vide ; 3M est alors une

variété compacte (sans bord) de classe C et de dimension n -1 (M et M ne

sont pas supposée connexes).

(39) Voir aussi YOSIDA [17], p. 400.
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4.2. - On appellera opérateur frontidre sur M , toute application lindairo T
de CQ(M) (40) dans 1'espace. B(3M)--des-fonctions pumériques boréliennes-bornées

sur la variété M (n° 1.1).

On dira que I est local si,
(L) Pour tout u € CZ(M) , V E Cz(M) , et tout x' e M ,

W =v au voisinage de x' (dams M ) => Tu(x') = I'v(x') .

On dira que T est guasi-local si,
(QL) Pour tout u e ¢2(m) , v e c2() ,
u=7v au voisinage de M => Tu=TIv .

. . . . m
Si m est un entier >0 , fini ou + o , on dira que T est de classe C

s'il applique C%T2(1) dans C™(3M) .

Remarque. - A la donnée d'un opérateur frontidre I' sur M et d'un opérateur

linéaire A de Cz(M) dans C(M) , on peut associer, entre autre, le probléme aux

limites homogéne du type de Green : Pour un second membre f € C(M) , on cherche
u e CZ(M) tel que Au=-f et Tu=0 (voir le § 6 ci-dessous et 1l'exposé n° 4),

N 0 N .
Le cas o TI' n'est pas de classe C~ correspond aux "problemes mixtes".

4.3. Opérateurs frontidre de Ventcel' de type local. — Tout d'abord, on dési-

gnera par v un champs de vecteurs sur oM strictement intérieur et de classe

CO : avec la terminologie introduite au n® 2.8 de l'exposé n® 1, =y est un
champs de vecteurs extérieurs sur 1 de classe CO et, pour chaque carte locale
(U ’ x) de M (41), et chaque x' € U n aM ,

(4.1) | @, ', va) >0 .

Pour chaque u € Cl(M) , on note Lei) la fonction x!' —> (d

v x!
oM .

u vx,) sur

Ceci étant, un opérateur frontidre de Ventcel' de type local est de la forme :

(40) Conformément aux notations introduites au n° 1.1, les fonctions de CZ(M)
sont de classe €2 , ¥ compris au bord.

(41) xn est la coordonnée transversale : voir le n® 1.4 de l'exposé n® 1.
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(4.2) m=eZiay®w)  @edm) (*?) (M),

ol, o« est une fonction >0 de B(3M) , et Q un opérateur-différentiel de dif-
fusion sur la variété aM (n° 1.8).

On notera qu'une modification du-champs.de vecteurs v en entraine une du coef=-
ficient o , ainsi que 1'adjonction & Q d'un champs de vecteurs tangentiel sur
M , mais ceci sans que la forme (4.2) de A, ni la partie principale d'ordre 2

de Q mne soient modifiées.

Si cette derniére est nulle, on retrouve le type d'opérateur frontidre qui inter—

vient dans les problémes aux limites du type "aux dérivées obliques'.

Si v est de classe ¢t , pour que A soit de classe ¢ (m entier positif,

fini ou + » ), il faut et il suffit que o et Q soient de classe ™ sur M.

4.4, Opérateurs frontidre de Ventcel! de type intégral. — On appellera d'abord

noyau singulier de Ventcel' (resp. noyau singulier de Ventcel' régulier), une ap-

plication (x' ’ B) -» t(x' ’ B) de M x @M (44)

dens (0, + ») telle que,

(NWl) Pour chaque x' e M , t(x' , .) est une mesure >0 sur @M (45) pour
laquelle t(x' , {x'}) = 0 , et dont la restriction &2 M ~ {x'} est une mesure de
Radon .

(NWZ) Pour chaque carte locale (v, x) de M telle que U n Al # [ , et chaque

fonction positive f € ¢(1) & support dans U , la fonction
' "l n SR Sro\24 (46
x! = o bz, dy) £ + 2 () = x (=) ()
J=1

est borélienne (resp; continue) et bornde sur U n 1 .

(NWB) Pour chaque fonction unité locale o sur M (n°® 2.3) et chaque fonction

f e ¢(M) , la fonction

(42) yo u désigne la restriction & ™M de la fonction wu .

(43) Par rapport & la définition donnée dans 1'exposé n° 302 de [10] (n° 2.1),
tous les signes sont changés et 8§ =0 (voir aussi le n° 4.8).

(44) B, désigne la tribu borélienne de M .

(45) Pas nécessairement finie sur les compacts au voisinage de x ; l'ordre de
croissance est précisé par la propriété (NWZ)'

(46) On notera le réle privilégié joué par la coordonnée transversale Xn s voir
a ce sujet le n° 4.9, alinéa (a).
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X! —> IM $(xt , dy)(1 - olx' , 7)) £(y)

est borélienne bornée-(resp‘bcontinue) sur M .

On dira de plus qu'un noyau singulier de Ventcel' t sur M est quasi-local, si

(4.3) . t(xt , M~ M) =0 pour tout x!' € Jyl .

Ceci étant, un opérateur frontidre de Ventcel' de type intégral sera une applica-

tion T de CZ(M) dans B(aM) (n° 4.2), pour laquelle il existe un noyau singu-

lier de Ventcel' +t sur M tel que,
(Wl) Pour chaque x' €3M , et chaque u € Ce(M) :

[

(4.4) Tu(x?) = " t(x' , dy) u(ly) dds que x' ¢ suppu .

(W ) Pour chaque carte locale (U ’ x) de M telle que U n aM # [y , 11 existe

des fonctions numériques boréliennes bornées 1) , ﬂ g see n sur U n

\

telles que, pour tout x' € U n M et tout u € CZ(M) 4 support dans U , on ait:

n-1 . -
(4.5 Ta(x?) = ﬂ(x') u(x!) + 2 ﬂa(x’) oL (x')
j=1 ax

L ) - ae) - 2 B @6 - 3T ¢
j=1 o’

(w ) Ti(x') <0 pour tout x' € 3l .

On notera que la conjonction de (Wl), (W2) et (W3) est équivalente & celle de

(Wl) et de la propriété (Wé) obtenue en adjoignant & (4.5) la relation

(4.6) n(xt) + (x' , M ~U) L0 .

Bn particulier, T(x') est toujours <O .

Le noyau singulier de Ventcel! t , qui est entiérement déterminé par T & cause

des propriétés (Wl) et (Nwl), sera appelé le noyau singulier de T .

Pour que T soit quasi-~local, il faut et il suffit que son noyau singulier le
soit. Pour que T soit local, il faut et il suffit que son noyau singulier soit

ale.

(47) Cette intégrale a un sens en vertu de la propriété (NS ) de t : il suffit
de faire un développement de Taylor dlordre 1 de u .
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4.5, = Comme pour les opérateurs de Levy (n° 2.5), on pout dnnnor aux opéraw=
teurs frontitdre de Ventcel! de type intégral une forme plus globale en utilisant un
développement de Taylor global_convenable-:- Reprenant, camme &u n° 2.6, la cons—

***** truction d'une fonction unité locale, donnée au n° 2.3 (& ceci prés que, M étant

ici compacte, on peut supposer"lewreoouvrementv»(UQ)- fini), on Suppose.-que, -Sur”
chaque ouvert U , est définie une carte locale xa de M , et on pose, pour cha-

que u e C (M) y X' edM, et yel,

(4.7) 9;: u(y) = AZ o (x' , y)lulx) + AZ CLE (X')(x (y) - xc(X’))] .
k=1 ax

*
L'application {=x! 'y Y u) -> eX u(y) ainsi définie sera appelée un dévelop-

by

pement de Taylor global & la frontieére sur M .

a*
0 a des propriétés analogues & 6 (n° 2.6) qui permettent d'énoncer :

THEOREME. - On suppose donnés un développement de Taylor global & la frontiere,

*
6 ,sur M et :

- un noyau singulier de Ventcel' + sur M,
~ un champs de vecteurs Z sur la variété ol (48) borélien borné,

- une fonction 1 € B(aM) de telle sorte que,

(4.8) ﬂ(x') + I t(xt ’ dy) (1 - e* i(y)) €0 pour tout x'e€ M .
M x! w

Alors, on définit un opérateur frontiere de Ventcel! sur M en posant, pour

we () et x'e M,

(4.9)  Tu(x') = n(x!) ulx') + (A, u, Zx'> + ﬂn t(x! , dy)(u(y) - ez, u(y)) .

En outre, tout opérateur frontidre de Ventcel! sur M peut 8tre obtenu de cette
maniére.

De plus, pour que T applique CZ(M) dans C(aM) , 11 faut et il suffit que
le noyau singulier t soit régulier (n° 4.4) et que M et 2 soient de classe

.

La premidre partie du théordme réclame une simple vérification sans difficulté.
La seconde (condition pour que T applique CZ(M) dans C(aM) ) réclame des argu—

ments analogues 3 ceux qui ont été développés pour les opérateurs de Levy (exposé

(48) On dit aussi que Z est un champs de vecteurs "tangent & M ".
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n° 2, et ci-dessus § 2). On renvoie, & ce sujet, & 1l'exposé n° 4 (n° II.6) ol sont

données des conditions suffisantes paur que T applique CZ(M) dans Co’x(BM) o

4.6, Opérateurs frontidre de Ventcel' de type intégral dlordre 1 . — Un noyau
singulier de Ventcel! (resp. un noyau singulier de Ventcel! régulier) t sur M

sera dit d'ordre 1 s'il vérifie aussi :

(NW;) Pour toute carte locale (U s x) de M telle que U n M # ) , et toute

by

fonction positive f € ¢(M) & support dans U , la fonction

n-1 . .
xt - EU t(x' , ay) £(y)[X'(¥) + }Zl Ix?(y) = x2(x)|]
J:

est borélienne (resp. continue) et bornée sur U n M .

Si t est un tel noyau, et si T est une fonction borélienne bornée sur M

partout négative, on définit un opérateur frontiére de Ventcel' T sur M en po-

sant

(4.10) Ta(x) = A6x) + T e, a)(aly) —ux) G ewn, weotm) .

4.7. Opérateurs frontidre de Ventcel' quasi-locaux et opérateurs de Levy sur

31 . = Soit T wun opérateur frontidre de Ventcel' quasi-local. Son noyau singulier
t est aussi quasi-local (n° 4.4, relation (4.3)), donc, en vertu des propriétés

(Wl) et (WZ) (ou aussi de la forme (4.9)), pour chaque u € CZ(M) s Tu ne dépend
que de la restriction yo u de u & oM . Autrement dit, T induit un opérateur

Tt de CZ(BM)‘ dans B(23M) , et on a
0 2
(4.11) Tu = T'(y u) pour tout u € c(M) .

I1 résulte immédiatement des définitions que T' est un opérateur de Levy
(n° 2.4) sur la variété M ; et inversement, si T' est un opérateur de Levy sur
M , la relation (4.11) définit un opérateur frontidre de Ventcel' quasi-local sur
M.
(*)

4.8, - On appellera ici opérateur frontidre de Ventcel' sur M , un opé-

rateur frontidre I de la forme I' = A+ T , oi A est un opérateur frontieére de

) Par rapport & la définition donnée dans l'expose n® 302 du semlgalre Bourbaki
[10] (n° 2. 4§ tous les signes sont changés, et § = (le terme Av a été
placé au second membre dans la condition de Ventcel! (2 14))
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type local (n® 4.3), et T wun opérateur frontidre do Ventcel' de typs intégral
(n° 4.4). On peut alors énoncer comme suit."la condition frontidre de Ventcel'" :

o
z

' [}
THEOREME. - Soit (Nt)t>0 un semi-groupe de Feller sur la variété i bord com=-
red

pacte I . Il existe un opérateur frontidre de-Ventcel! ['sur. M , . et—une fonc-
-1 tion positive § borélienne et bornée sur M tels que : Pour tout x' € o1 ,

(4.12)  ou bien &(x') #0 , ou bien 3uce CZ(M) tel que Tu(x') #0 (50) .

(4.13) Pour tout u e CZ(M) tel que 1lim é-(NS u(x!) = u(x')) existe,
s40

8(xt)[1in £ (1 u(x') = u(x'))] = Mu(x') .
sl0

En particulier, si (@ A) est le générateur infinitésimal du semi=-groupe

A b4
(Nt) y ON a

(4.14) we ¢?00) n®, => Iu-= s au (PL) .

-

Pour une démonstration de ce théoreéme, on renvoie actuellement & 1l'exposé n°® 302

du séminaire Bourbaki [10] (n° 2.4, p. 302-308) et a [14].

4.9. Remarques.

(a) Dans son article [14], VENTCEL' postule que le générateur infinitésimal A
coincide sur Cz(M) n @A avec un opérateur différentiel du second ordre elliptique
positif P sur M (n° 1.9 ci-dessus), et la condition frontidre, qu'il obtient,

s'écrit donc (en vertu de (4.14) ci-dessus) :

(4.15) we c2) n 0, => 7x'ed, 8(x?) Pu(x') = Iu(x') .

En réalité cette hypotheése sur A est tout-a-fait inutile ici : Sans aucune hy-
pothése supplémentaire sur le semi-groupe de Feller (Nt)t>0 s la méthode de
el
Ventcel! fournit, en chaque point x' € a , un nombre s(xt) > 0 et une forme li-

néaire Fx’ sur Cz(M) de la forme

(50) Voir au n° 4.9 la remarque (c).
(51) Tu(x') = §(x') Au(x') pour tout x'e M .
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-1 . 2 -1
(4.16) T, =olx) B (x) + 3 ba) 2B (x) + 2 vd(x) B (1)
v 5k=1 wx? x j=1 o’

n-1 . .
- b(x') u(x') + 'rU t(x', dy)[uly) -u(x') -~ 2 -a-%- (=) (2 (y) =xI(x*)) ]
J=1 ox

+ t(x' , dy) u(y) (u e c2(u))

“MNU
(en choisissant une carte locale (U , x) au voisinage de x' ), ou a(x) >0,
b(X') 20,

l'l—_-l Sk n—1
2 b? (xt) E. gk >0 pour tout € = (E.) € R ,
§sk=1 ! !

et ou t(x', .) est une mesure de Radon sur M ~ {x!'} telle que

n-1 . .
(4.17) [, )@ + 3 636) = 3N <v s

j=1

de telle sorte que, pour toute fonction u € CZ(M) telle que lim-é(Nsu(x‘)-u(X'))
si0

existe (dans R ), on ait,

(4.18) ﬁ(x‘)[ljirg (Ns u(x') = u(x!))] = Ty (w) 3

et, de plus, tous les termes obtenus n'étant pas simultanément nuls :

(4.19) si 8(x') = b(x') = bj(x') = 0 (1‘5 j<n -~ 1) et t(x ’ ) =0 , alors

n-1 ..
alx!) +2 2 vdd(x') >0 .
j=1

(b) Ainsi présentée, la condition frontidre de Ventcel! apparaft comme ponctuclle:
une condition (4.18) en chaque point de &M , et ceci, avec une large indéterminn-
tion sur les coefficients qui peuvent tous &tre multipliés, en chaque point, par tva

nombre > O arbitraire sans changer la forme de la condition.

Toutefois, en serrant de plus prés la méthode de Ventcel' (voir 1'exposé n° %02
du séminaire Bourbaki [10]), on peut arriver & choisir §(x!') et T,y veriant en
fonction de x' de facon "mesurable et bornée", ce qui permet raisonnablement
d'introduire les opérateurs frontiére de Ventcel' comme on 1l'a fait ci-dessus aux
n® 4.3, 4.4 et 4.5, et de présenter la condition frontidre en termes de ces opéra-

teurs, ce qui est, on le verra abondammen. ci-dessous, un premier pas important
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vers la construction de semi-groupes correspondant & une condition frontidre donnée

(voir le § 6 ci-dessous et les exposés n® 4, 5 at 6).

Le probldme est actuellement ouvert de savoir & quelle condition sur le demi-
groupe (Nt) , dont on part, il est possible de choisir & et I' plus réguliers
que "boréliens bornés", par-exemple-de classe Co ou CO,X . En particulier, oxistc
t=11 deo semi-groupes (de Feller) pour lesquels ceci n'est pas possible ? L'exis-
tence de problémes aux limites homogénes du type de Green mixtes (voir le n°® 4.2

ci-dessus et le n°® 6.3 ci-dessous) le laisse penser raisonnablement.

(c) On notera 1'importance de la propriété (4.12) (ou de sa forme (4.19)) : Cette
propriété assure que la condition frontiere (4.13) obtenue a une certaine consis-
tance. Elle entraine par exemple que, si § est identiquement nul, @A ne peut
contenir CZ(M) tout entier.

Toutefois, dans 1'état actuel de la question, rien n'élimine le cas ou, ayant au
contraire 6(x') # 0 pour tout x' e M , et T =0 , la condition frontiere se-
rait satisfaite pour tout u € Ce(M) , gréce & une dégénérescence totale de A sur

M ( Au(x') = 0 pour tout u e CZ(M) et x' e M ).
(d) Parmi les termes qui constituent 1'opérateur frontidre de Ventcel! :

fme=aBralu)+m (e )

-~
on reconnaitra

- le terme transversal ou qui intervient dans le probléme aux dérivées obliques,

- le terme du second ordi: semi~-elliptique sur le bord Q(yo u) qui intervient
dans les problimes &tudiés par VISIK dans [15],

- le terme non local Tu qui intervient, au moins quand il est quasi-local, dans
certains probldmes aux limites non locaux étudiés récemment par BADE et FREEDMAN

dans [1] et par BEALS dans [2].

Chacun d'eux recevra une interprétation probabiliste en termes de réflexion des
trajectoires du processus de Markov sur M associé au semi-groupe (Nt) (voir
1'exposé n® 6).

De nombreux problémes se posent & leur sujet, entre autre :

- Préciser davantage la condition de consistance (4.12) (on sent, par exemple,
que la condition frontidre ne peut se réduire & la condition yo u = 0 du probléme

de Dirichlet, car {u | ue C(M) et yo u = 0} n'est pas dense dans C(M) ). Les

impératifs de la construction des semi-groupes fourniront, entre autre, la condi-
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tion suffisante suivante (voir 1'exposé n° 4, n° II.2 et 1'exposé n° 6) :
(4.20) G(X') w oz(x') =20 re=> ‘B(x' y M » BM) = 4 @,

- Parmi tous les couples (& , ') fournissant la condition frontidre (4.14) d'un
semi~-groupe (Nt)t;O , préciser la nature de l'indétermination (il est clair que,
si o est une fonction de B(aM) partout >0 s le couple (08 , o) est équiva~
lent au couple (6 ’ T') ). On étudiera dans 1'exposé n°® 5 un cas ol il existe un

couple (& , I') privilégié, canoniquement associé au semi-groupe (Nt) .

(e) Ainsi qu'on 1'a souligné en (a) ci-dessus, la condition frontiére de Ventcel!
(4.13) ou (4.14) ne réclame aucune hypothése sur le générateur infinitésimal, en
particulier sur 1'étendue de 1l'espace CZ(M) rx@A « Mais il est clair que, comme on
ne sait donner un sens & la condition frontidre (4.13) ou (4.14) que pour les fonc-
tions de Cz(M) rn@A , cette condition sera d'autant plus utile que 1l'espace
() no,

dées, la situation idéale est celle ol sont vérifides les deux propriétés suivantes:

contiendra davantage de fonctions. En particulier, dans cet ordre d'i-

(Dl) 02(M) N®, est dense dans 1'espace de Banach c(m)
(D2) Le générateur infinitésimal (@A , A) est identique & la fermeture de 1'o-

pérateur (CZ(M) n @A , A) (52).

Clest cette situation que l'on réalisera éffectivement dans les constructions de
semi-groupes effectudes dans les exposés n°® 4 et 6 par résolution de problémes aux
limites et application du théordme de Hille-Yosida-Ray (voir l'appendice et les
n® 6.2 et 6.3 ci-dessous). Mais, avant d'aborder ces constructions, il faut obtenir
des indications sur la forme du générateur infinitésimal A sur CZ(M) n @A .

C'est 1'objet du § 5.

(f) On notera que la situation idéale (du point de vue différentiable) caractéri-
sée par les propriétés (Dl) et (D2) ci-dessus est loin d'8tre la plus générale :
prenant, par exemple, pour M le segment (o ’ 1) , et pour (Nt) le semi=-groupe
de Feller sur (O , 1) , image du semi-groupe de Wiener-Levy sur R par 1l'applica-
tion x ~> y(x) définie par y(x) = |x = 2| ( k entier, |x = 2k| 1), on
sait que le domaine de définition du générateur infinitésimal de (Nt) est exacte-
ment 1l'espace des fonctions f € 02((0 ’ 1)) telles que £1(0) = £'(1) = 0 (voir
DYNKIN [3], chap. 2, § 3, n° 2.16 et chap. 10, § 6, n° 10.25 et 10.26). Il suffit

alors de transformer (Nt) par un homéomorphisme de (O ’ 1) sur (O ’ lj , Nulle

(52) Le générateur infinitésimal (@A ’ A) (donc aussi le semi-groupe (Nt) )

est alors entidrement déterminé par 1'opérateur (CZ(H) ne, A) .
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part différentiable, pour obtenir un semi-groupe de Feller sur (0 ’ 1) pour le~-

quel (Dl) (et a fortiori (Dz)) n'est pas satisfaite.

On renvoie, & ce sujet, aux travaux de FELLER (voir [5], et aux chapitres 15 et

17 du livre de DYNKIN [37]).

§ 5. Générateurs infinitésimaux des semi-groupes de Feller sur une variété & bord
compacte, et opérateurs de Waldenfels généralisés.

Les générateurs infinitésimaux cherchés coincident sur les fonctions de classe

2 . B} . , . , .
C (voir le théoréme 5.4 ci-dessous) avec des opérateurs de Waldenfels "générali-
sés" en ce sens qu'ils ne sont pas nécessairement prolongeables continfiment au bord

sur toutes les fonctions de classe 02 (n° 5.2 et 5.3).

5.1. = Comme au paragraphe 4, on désigne ici par I wune variété compacte dont

] o
le bord est non vide. On note M 1'intérieur de M (M =M ~aAM) considéré comme

variété paracompacte sans bord ; en particulier, pour p entier > C , fini ou

o]
+ o, CE(H) e3t le sous—espace de CP(M) formé des fonctions a support compact

o
contenu dans I .

5.2. Opérateurs de Levy généralisés sur I . - On appellera d'abord noyau sin-

. . . . . 53 . . .
gulier de Levy généralisé sur M (°7) une application (x , B) =-» s(x , B) de
ﬁ X %W dans (0 s + m] telle que,

o]
(NSGl) Pour tout xe M, s(x R .) est une mesure 20 sur ﬁM pour laquelle
s(x, {x}) =0 et s(x, 1 vV) <+ » pour tout voisinage V de x ;

(NSGZ) La restriction de s a ﬁ x B, est un noyau singulier de Levy de classe
M
<]
semi-continue sur la variété (sans bord) M (n° 3.1) H

(NSG3) Pour chaque fonction unité locale ¢ sur ﬁ (54), et chaque fonction po-

sitive f e C(#) , la fonction

n

X —> *’M sz, ay)(1 - olx , ¥)) £(y)

[o]
est finie et continue sur M .

Un noyau singulier de Levy de classe CO sur UM (n° 2.4) induit naturellement

un noyau singulier généralisé.

(53) Avec la terminologie du & 3, il s'agit, en fait, de noyaux singuliers de
classe semi-continue (voir (NSGZ) et (NSGB)). On supprime ici le qualificatif de
classe semi-continue pour abréger.

o
(54) On prolonge naturellement les fonctions de Ck(M) 4 M par O sur oM .
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Ceci étant, on appellera opérateur de Levy généralisé sur M une application li-
‘néaire S de CZ(M) dans B(M) telle que,

(SGl) I1 existeun noyau singulier de-Levy-généralisé sur M pour lequel, pour
chaque x € M et chaque u € CQ(M) ,

su(x) = %ﬂ s(x , ay) u(y) dés que x ¢ supp u

]
(SG2) S induit sur CE(M) un opérateur de Levy de classe semi-continue sur M

(n° 3.1) ;
(SG3) S1(x) £ 0 pour tout x € M.

Le noyau singulier s , qui est entidrement déterminé par S , A cause de (SGI)

et (NSGl), sera appelé le noyau singulier de S .

Désignant par 6 un développement de Taylor & ltordre 1 global sur la variété
(o] 0o
M , on peut obtenir, pour Su(x) (u € Cz(M) sy X E€ M) s la m8me expression globale
(2.7) (avec 1la condition (2.6)) que celle introduite par le théordme 2.6 pour les

opérateurs singuliers de Levy sur « (55).

5.3, = Un opérateur de Waldenfels généralisé sur M sera alors une applica-

i 2 o
tion W de C°(11) dans C(M) de la forme W=P + S,

(5.1) Wu(x) = Pu(x) + Su(x) (weciGr) , xen) |,

o]
ou P est un opérateur différentiel de diffusion sur M de classe semi-continue

(n° 3.1), et S un opérateur de Levy généralisé sur M (n° 5.2).

I1 est clair que si P et S sont respectivement, un opérateur de diffusion sur
M , et un opérateur de Levy sur M , tous deux de classe CO , alors W=P+ S
est un opérateur de Waldenfels généralisé sur M . On dira alors que W est un

opérateur de Waldenfels décomposable sur M (voir & ce sujet le § 6 de cet exposé,

et 1'exposé n° 4).

Hais, tout opérateur de Waldenfels généralisé sur M n'est pas de cette forme ¢
en plus des irrégularités de P et S mutuellement compensées (voir le n® 1.6 de
1'exposé n° 2), W peut "ne pas se prolonger continfiment au bord" ainsi que le
montre l'exemple d'un opérateur de diffusion P sur i de classe Co dont les

coefficients n'ont pas de limite au bord (voir le n°® 5.5, alinda (b), sur ce sujet).

Ceci étant, on peut énoncer :

(55) Voir note (54)-
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pee

. 3
5.4. THEOREME, - Soient (Nt) 450 Un semi-groupe de Feller sur la variété
compacte M , et (@A , &) son géndratour infinitdsimal.

On suppose que :

(Di) Pour tout x € ﬁ , 11 existe un voisinage V de x tel que, pour toute

fonction o € Cw(M) , 11 existe une suite (un) de fonctions de @A pour la-

quelle,
(5.2) lim ”un -l =0 (°%) ,
n—xo
(5.3) u =¢ sur V pour tout n (57) .

n

Alors, il existe un opérateur de Waldenfels généralisé W sur M (n° 5.3) tel

que, pour tout u € Cg(M) NO, et tout xel,

A
(5.4) Mu(x) = Wwu(x) .

556 Remarques.

(a) Les semi-groupes qui seront effectivement construits dans les exposés n° 4 et
6, poggéderont la propriété (Di), et méme la propriété (Dg) ci-dessous qui 1l'impli-
que (7) :

[*]
(Dg) Pour tout compact K contenu dans M , et tout ¢ € C (M) , il existe une
suite (un) de fonctions de CZ(M) n @A telle que
lim Hun - wH =0 et u =¢ sur K pour tout n .
n—m
On notera que la propriété (Dg) implique la propriété (Dl) (densité de Cz(M) n @A
dans C(M) 5 n° 4.9, alinda (e)) ; mais qu’il n'en est pas ainsi de (Di). Tenant
compte de la forme de l'opérateur I' qui intervient dans la condition frontiere de
Ventcel', on peut dire que la propriété (Di) tient au fait que T' est de degré O

a4 1'intérieur de I et de degré 1 au moins sur le bord (59), ce qui permet, par-

tant d'une fonction o € Cw(M) , et la modifiant uniquement dans un voisinage du

%) || || désignant la norme uniforme sur C(i) .
(57) Voir la remarque (a) du n°® 4.9.
(58) Voir 1'appendice 1 de 1l'exposé n° 6.

(59) Voir le n°® 4.9, alinda (d).
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bord et de moins de € en norme uniforme, d'obtenir une fonction u satisfaisant

la condition frontidre Tu = 6.y0 A , donc présuméa dtre dano QA (60).

(b) Comme pour les théortmes 3.5 et 3.6 (dans le cas ou M est sans bord), on
notera que, pour le théoréme 5.4, une hypothése concernant 1'appartenance a @A de
fonctions de classe C , entraine une conclusion concernant la forme de A sur

les fonctions de classe 02 » et pas seulement de classe c® .

(c) Puisque A applique ®, dans c(M) , il résulte de (5.4) que, pour chaque
u e C2(M) n &, , la fonction Wu , qui, a priori, n'est définie et continue que sur

l'intérieur M de M , Se prolonge en une fonction de c(m) .
La manidre dont Wu se prolonge continfiment & M , pour les fonctions

u e CZ(M) n®, , clest-a-dire (§ 4) pour les fonctions satisfaisant la condition

frontiére de Ventcel'!, peut &tre illustrée par l'exemple suivant & une dimension 3

H=(0, 1), W) =324 i-%% (we c®@m), xe o, 10 3

avec la condition frontiére de Neumann ¢

du du

- = o = O .
dxlx:O dxlx:l
Un développcment de Taylor montre que,
du d2 u
si ix =0, on a lim Wu(x) = 2 5
lx_o x-0 dx lx:O

(voir & ce sujet FELLER [4], et le chapitre 15 du livre de DYNKIN [3]).

5.6, - La démonstration du théoréme 5.4 va reposer sur le lemme suivant :

~

1 .
LEME ( ). - Pour chaque x € ﬁ s on désigne par Uk le sous—~espace vectoriel

de C(M) formé des fonctions ¢ € C(M) pour lesquelles il existe une suite (un)

de fonctions de @A telle que,
<Px) lim Hun - ¢ll = 0, et il existe un voisinage V de x tel que u =o
-0

sur V pour tout n .

.
(6V) Ceci est particuliérement facile & vérifier lorsque T est quasi-local
(n° 4.1 et 4.7) et A 1local.

(b*) Avec les notations, et sous 1'hypothése (Di) du théoréme 5.4.
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On pose de plus U= N ﬁx . Alors, @, < ] et,
]

M

A

o
(1) Pour chaque x € M , la forme lindaire u -> Au(x) sur @A se prolonge

de fagon unique en une forme lindaire -Kx sur ﬂx de telle sorte que,

(QX) Pour tout o € ﬁx ’

(5.5) Kx(w) = 1lim Aun(x)

—xo
pour toute suite (un) de fonctions de ®, ayant la propriété (Px) ci-dessus.
De plus, Kx satisfait au principe du maximum "en =x "
Pour tout o € ﬂx ) w(x) =s8up o 20 => Kx(m) <0.
(2) si on pose, pour tout ® €U et tout x € ﬁ ’ Kw(x) = Kx(m) , on définit

~ o
une application lindaire de U dans C(M) qui satisfait au principe du maximum:
[

pour tout x € M ,

L vel et olx) =sup 20 => Ao(x) <0 .

On peut établir ce lemme comme suit

(a) Tout d'abord, il est clair que ®, < ﬂ , puisque, si w©w € ®, , on peut pren—

A A

dre u, = pour tout n .

o [¢]
(a) Ensuite, pour chaque x € M , et chaque voisinage U de x dans M , il

e}
existe des ouverts relativement compacts Ul et U2 de M tels que

C-—C _C
x€U €U cU,cU,cU ,

et une constante ¢ > 0 telle que, pour toute fonction u € ®A nulle sur U2 , On

ait,

(5.6) [auly) | < cfjul] pour tout y €U, .

En effet, en vertu de (Di), il existe des ouverts Ul et U, de M tels que

2

X € Ul U1 c U2 < U2 cU , et une fonction VY € @A s positive, nulle sur U1 , et

21 sur M~ U2 « Alors, si u €®

A est nulle sur U2 s O a

= lly su < fully s

donc, puisque A satisfait au principe du maximum positif sur @A (voir 1'appen-

dice n° A.B), pour y € Ul , On a,

= lul| a¥(y) < auly) < ||| a¥(y) 5
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d'olt la propriété annoncée en premant c = Ay .

(y) On peut alors définir A (x € ¥) au moyon do 1la rolation (5.5) en rcmar-
quant que la propriété. etabllewen (B) assure que la limite A (@) lim Aun(x) est

-

indépendante de la suite (u ) choisie (lide & © par la propriété (PX)). De plus,
la m8me propriété entraine que, lorsque o € U , la convergence de la suite (Aun(x))
a lieu uniformément localement en x sur M ; d'ob résulte la continuité de K@

sur M (propriété (2)).

(8) I1 reste & montrer que Kx satisfait au principe du maximum en x , pour
chaque x € ﬁ (1a propriété correspondante de A en résulte immédiatement) :
soient done x € ﬁ et o€ ﬁk tels que @(x) = sup © > 0 . Par définition de A ’
il existe un voisinage V de x , et une suite (un) de fonctions de @A telle

que, pour chaque entier n ,

Bl

et u =o sur V .

oy = ol g5 0 o le) -l (] < .

Par ailleurs, en vertu de (D’), il existe une fonction Y € @A s, et un voisinage

V., de x telsque V, €V, Y1, Y(x) 1 et Y(y) 0 pour tout ¥y é V .

1 1
Posant alors, pour chaque n , Vv_=1u_+ E-Y s On a
n n n
1
vn € @A et vn(x) = sup Vh = m(x) 5- .

Donc, d'aprés le principe du maximum positif de A ,
Avn(x) <0 .

On en déduit KX(@) £ 0 en faisant tendre n vers 1'infini dans la relation

B () = B (o) - du (x) + av (x) = 3 a%(x) ¢ 7 (1 + lav(x)]) .

Le lemme est ainsi établi.

5.7. Démonstration du théoréme 5.4.

(¢) On remarque d'abord que, d'aprés 1l'hypothése (D'), ¢®M) ¢ U (lemme 5.6) ;
donc aussi C (M) c U . En vertu du théordme 3. 3, la restriction de A & 2(M)r1U
coincide donc avec un opérateur de Waldenfels W="P+ 8 sur la variété it , et on
peut, de plus, choisir P de sorte que P1 =0 . Il reste & montrer que l'opéra-~

~

[e] .
teur de Levy S sur I[I se prolonge en un opérateur de Levy généralisé S sur M

(n° 5.2) tel que

(5.7) Km(x) = §@(x) + So(x) pour tout o € CZ(M) N U et xe o
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(B) Pour cela, on désigne, pour chague x € % s par ﬁg le sous-espace de ix
(lemme 5.6) formé des fonctions ¢ € ﬁx nulles au voisinage de x ; et on remarque
que, puisque Cm(M) = ﬁg en vertu de 1l'hypothése (Di), le sous-espace ﬂg est po-
sitivement riche sur 1'espace localement compact M ~ {x} . La restriction de AY
a ‘ﬁg s qui est une forme linéaire positive en vertu du principe du maximum posi%if
qu'elle satisfait (lemme 5.6), se prolonge donc en une mesure de Radon positive
s(x ’ o) sur M < {x} ; mesure qui, de par sa définition méme, prolonge la mesure
E(X ’ . ( s désignant le noyau singulier de 1l'opérateur de Levy s ). Prolon-

O ’
(NSGl)

et (NSG2) (n° 5.2) &tant 4videmment satisfaites d'aprés ce qui précdde, il reste &

i

geant alors la mesure s(x , .) 2 B, au moyen de la relation s(x , {x})

(o]
et faisant décrire M & x , on définit un noyau de Levy généralisé sur M

o
vérifier (NSGE). Or, o désignant une fonction unité locale sur M , on montre que,

pour tout f e ¢(M) , £ >0, la fonction
r
x = oy s(x, ay)(1 - olx , ¥)) £(z)

est finie et continue sur M par le raisonnement standard déja utilisé au n® 3.4

et fondé sur la relation
r ~,,
e 8(xy ay)(1 = olx, ¥)) £(y) = A((1 - o)) (%)

pour chaque f € Cw(M) et x € ﬁ (62) et le fait que A applique CW(M) dans
(i) (Leume 5.6).

(y) Ceci étant, on pose, pour o € C2(M) ot x e il ,

[

Losle, a1 - oz, 7)) ofy) (%))

(5.8) So(x) = §(GX 0)(x) +

S, ainsi défini, est 1'opérateur de Levy généralisé cherchd. En effet, soien’

~ o] ~|
© € 02(M) nU et x €M . On remarque d'abord que (1 = ok)m € %g s en effet, Vl

étant un voisinage de x sur lequel (1 - Gx)m s'annule, il suffit, pour chaqu:

n , de choisir une fonction Yn € Cm(M) telle que Yn =0 sur V1 et

1
e, = (1= ool < 4

puis, en vertu de (Di), de choisir une fonction w € ©, telle que

A

(62) Cette relation résulte directement des définitions de s et de A , et de
ce que (1 - oi)f e U .

X
]
(63) o désignant toujours une fonction unité locale sur M .
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| I L
Wy = vl S5

et u = 0 sur V ( V étant le voisinage de x figurant dans (Di)). T1 en ré-

~ ~

sulte, puisque ¢ € U< Ux , que 1l'on a aussi o, © € Uk s et on peut écrire,

(5.9) Ko(x) = Kx(m) = TLX(OX ®) + KX((l - oi)m)
= E (o, o)+ s(x, @)(1 - 0 (1) oly)

en vertu de la définition de s . Pour achever la démonstration, il suffit alors de

montrer que,

(5.10) KX(GX ©) = T»’(crx o) (x) = Polx) + g(ox o) (x) :

De (5.9) et (5.10), il résulte d'une part, que 8 satisfait la relation (5.7) re-
quise, d'autre part qu'il posséde, en plus des propriétés (SGl) et (SG2) gui résul-
tent immédiatement de (5.8), la propriété (SG3)’ puisque, en faisant o = 1 dans
(5.7) on obtient Si(x) = Al(x) < 0 , d'aprés le principe du maximum de A , puis-

que 51 =0 .

Or, V¥ => KX(Y) et ¥ -> ﬁY(X) dtant deux formes lindaires sur 1l'espace
Ci(ﬁ) n ﬁx (qui contient C;(ﬁ) ) satisfaisant au principe du maximum "en X ", on

’ 0,0 2.9 .
est ramené (campte tenu de ce que Ck(H) est dense dans Ck(M) ) au lemme suivant:

LEMME, - Soient ¥ une variété sans bord (avec les hypothéses et notations du
n° 1.1), ® wun sous-espace vectoriel de CE(Y) contenant CE(?) , X un point
de Y, et T une forme lindaire sur @ satisfaisant au principe du maximum po-
sitif en x

fe® et flx) =supf >0 => T(f) O .

On suppose qu'il existe une fonction 6 € C;(V) , & support dans une carte lo-
cale (U, ) de ¥, comprise entre O et 1 et égale & 1 au voisinage de
x , telle que

feW => o6fe® .

2
Alors, T est continue sur ® pour la topologie induite par celle de Ck(Y) .

-

En effet, d'une part la restriction de T a @ n CE(U) est continue (pour la
topologie induite par Ci(U) ) ainsi qu'il résulte, par transport au moyen de X ,
de la remarque du n® 2.2 de l'exposé n° 2 ; il en résulte que 1l'application

f -» T(8f) est continue. D'autre part, l'application f => T((1 - 6)f) est
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est une forme linéaire positive sur ® , donc continue pour la topologie induite

par Ck(Y) y et a fortiori par Cﬁ(v) .
C. Q. F. D.

§ 6. Conclusion : Construction de semi-groupes de Feller sur une variété 3 bord et
résolutions de problémes aux limites intégro-différentiels du second ordre.

6.1. - Les résultats présentés aux paragraphes 4 et 5 ci-dessus (théoréme 4.8,
et théordme 5.4) engagent A poser comme suit le probléme de la construction des
semi-groupes de Feller sur la variété & bord compacte !M pour lesquels le domaine
de définition du générateur infinitésimal contient "suffisamment" de fonctions de

classe C2 :

1° On suppose donnés (64) :

= une fonction & >0 de B(2M) et un opérateur frontidre de Ventcel' T sur
M (n° 4.8),

- un opérateur de Waldenfels généralisé W sur M (n° 5.3).

2° On désigne par ® le sous-espace de Cz(M) formé des fonctions u € Cz(M)

telles que, pour tout x' € aff

(6.1) lim Wu(x') existe (on note Wu(x') cette limite) |,
xag'
x€M

et

(6.2) 6(x') wu(x') = ru(x') .

3% On cherche un semi-groupe de Feller (Nt) sur M (appendice 1, n® A.1) dont
le générateur infinitésimal (@A , A) ait les propriétés suivantes :

(6.3) c?(M) n 0,0 ,

(6.4) Au = Wu pour tout u € CZ(M) N @A .

6.2. - Gréce au théordme de Hille-Yosida-Ray (appendice, n° A.4) on peut abor-
der cette construction, en considérant 1'opérateur (non partout défini) (© , W)
sur C(M) , et en s'attachant & montrer les propriétés (1), (2) et (3) (ou (3')) au
n° A.4.

4
(6f) Avec les m8mes hypothéses sur M qu'au § 5 (n° 5.1).
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6.3. = Pour cela, on se placera, dans los oxponés n°® 4 ot 6, dans un cadrn |
plus restrictif, -en—particulier-on supposera gue,

~ W est un opérateur de Waldenfels décomposable sur M (n° 5.3), et pas seule-
ment un opérateur de Waldenfels généralisé,
[
- § et I sont de classe ¢ (6)).
La propriété (3'), par exemple, revient alors & la résolution du probléme aux li-

mites :

. u e L 9 - 1 = - =
(6.5) 02 (x) u=f, Tu-gy Wu=0
pour un ensemble densSe dans C(M) de seconds membres f .

On verra dans 1'exposé n® 4 comment la possibilité de résoudre un tel probléme
aux limites est lide au principe du maximum positif sous sa forme faible (propriété
(2) du théordme de Hille-Yosida-Ray, appendice n° A.4) qui assure l'unicité de la

solution.

On verra enfin dans 1'exposé n® 6 que, selon un résultat de SATO et UENO dans [9],
la densité de ® (propriété (1)) est aussi conséquence de la résolution du problsce

aux limites (6.5). ,

Appendice
Semi=-groupes de Feller et théortme de Hille-Yosida—-Ray

Dans tout cet appendice, on désigne par E un espace localement compact & base

dénombrable d'ouverts (espace LCD ), et par CO(E) 1lfespace des fonctions numéri-

ques continues sur E tendant vers zéro & 1l'infini.

CO(E) est muni de la norme uniforme !/ || qui en fait un espace de Banach. Lors-

que E est compact, CO(E) est identique & l'espace C(E) .

A.l. - Un semi-groupe de Feller sur E est un semi-groupe (Nt)t>0 d'opéra~-

teurs lindaires bornds sur l'espace de Banach CO(E)

(Nt Ny=N,, » 78,8205 Ny= 1)

(65) On ne déerit ici que le cadre trds général : il faudra faire, en plus, une
hypothése de régularité des opérateurs (caractére holdérien), des hypothdses d'el-
lipticité, et une hypothdse de transversalité de I' dans le genre de (4.20) (n° 4.9,
alinéa (dﬁ)
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fortement continu (lim ||V, £ - £|| =0, V fe Cy(E)) , et tel que, pour tout

10
t30,

(A.1) fe CO(E) et 0Sfg1l => OgN, £<1

Le générateur infinitésimal (@A ’ A) du semi-groupe (N ) sera touJours enten=—

du au sens fort : @, est l'ensemble des u € CO(E) tels que 1lim —-(Nt u - u)

t10
existe dans CO(E) , et, pour u € @A ’
(A.2) Au = 1im + T (Nt u - u) .
t10

Le générateur infinitésimal (@A , A) détermine entidrement le semi=-groupe (Nt) .

La résolvante du semi-groupe de Feller (Nt) est, comme d'ordinaire, la famille

(GX)K>O d'opérateurs lindaires bornds de CO(E) dans CO(E) définis par :

(a.3) & f(x) = 5; —hs N f(x) ds (f e CO(E) , X€EB, A>0) .

Et, pour chaque A >0 ,

(a.4) feCyB) et Ogfgl => 06 £< %- ,
et
(A.5) A - A est injectif , et G, = I (66) .

A.2. = On dira que le semi-groupe de Feller (Nt) sur B est intégrable (67)

Fy

0 t
aussi & l'espace CO(E) . On définit alors un opérateur lindaire positif G de

si, pour chaque fe C.(E) , £ >0, la fonction x -» f(x) dt appartient
0

CO(E) dans lui-méme en posant, pour f € CO(E) et x€ B,
rco
(A.6) ef(x) = v N, £(x) dt .

G sera appelé le potentiel du semi-groupe intégrable (Nt) .

LEMME, - Soient (Nt) un semi-groupe de Feller sur & , (@A , A) son généra-

teur infinitésimal, et (Gk)k>0 sa résolvante. Pour que (Nt) soit intégratble,

) D, =G (c (8)) et (A -a)e f=f pour fout fe CO(E) .

6
( 7) V01r la remarque du n° A.5.
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il faut et il suffit que A applique injectivement @
si G est le potentiel de (Nt) ,

- 6 ' -
(A7) G=- A 1 ( 8) et G, = 6(1 + AG) 1 pour A\ < Uéﬁ .

, sur CO(E) ; et alors,

A.3. - Le générateur infinitésimal (@A , A) d'un semi-groupe de Feller (Nt)
satisfait au principe du maximum positif

(A.8) Pour tout u e @A et xe€ B, u(x) = sup u >0 => Mu(x) €0

(en effet, il suffit d'écrire

L, o) - ul) =2 0w, an)G) - u@) + B2 @ 1) - 1)

9

et dtutiliser la propriété (A.1) du semi-groupe (Nt) ).

Inversement ¢

-

A4, THﬁORﬁME (HILLE—YOSIDA—RAY). - Soient ®@ un sous-—espace vectoriel de

CO(E) , e¢ D une application linéaire de & dans CO(E) . On suppose que :

(1) & est dense dans CO(E) ;
(2) Pour tout u € ®, tel que sup u >0, il existe x € E tel que

u(x) = sup u et Du(x) <0 ;
(3) 11 existe A >0, tel que A = D applique ® sur un sous—espace dense de

CO(E) .

Alors, 1'opérateur (® , D) est préfermé dans CO(E) , et sa fermeture (0 , D)
Lest le générateur infinitésimal d'un unique semi-groupe de Feller (Nt) sur B .
™ COROLLAIRE. - Si, en plus de (1) et (2), on a aussi,

(3') D applique (& sur un sous-espace dense de CO(E) ’

alors le semi-groupe (Nt) obtenu (il est clair que (31) => (3)), est inté-
62 —
grable (7).
| &=

On trouvera une démonstration du théordme de Hille-Yosida-Ray & partir du théore-
me de Hille-Yosida dans SATO et UENO [9], p. 535.

68) 0, = (c (E)) et = AGf = f pour tout f €C (E)

( ) Ce corollaire est une forme du théoréme de Iunt de la théorie du potentiel ;
voir [11], exposés n° 6 et 7.



Le corollaire résulte du théoréme et du lemme A.2.

A.5. Remarque. - La définition d'un semi-groupe intégrable adopté ici (n° 4.2)

ne coincide pas avec celle utilisde parfois en théorie du potentiel (voir 1'ezposé

n°® 9 de [11], p. 9-01) : la propriété introduite ici est beaucoup plus forte ;

c'est elle uniquement qui interviendra dans les exposés n° 4, 5 et 6 de ce séminai-

re.
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