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THÉORIE DE LA CAPACITÉ DANS LES ESPACES FONCTIONNELS

par Jacques DENY

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
9e année, 1964/65, n~ 1 20 octobre et 5 novembre 1964

1. Généralités sur les es aces fonctionnels. Potentiels purs.

DEFINITION 1. - Soient X un espace localement compact, et ~ une mesure de

Radon positive sur X . Un espace fonctionnel relatif à X et .~ est un espace

de Hilbert complet dont les éléments sont des classes de fonctions numériques loca-
lement §-intégrables, vérifiant l’axiome suivant :

(a) Pour tout compact K de X il existe un nombre A(K) tel que, pour tout

élément u de H, on ait:

On désigne par Il.11 la norme dans H, et par (., . ) le produit scalaire.

Deux fonctions presque partout égales (localement) pour ~ représentent le même
élément de H . On désignera le plus souvent par la même lettre un élément de H

et l’un quelconque de ses représentants. On considèrera seulement le cas des espa-

ces fonctionnels réels. Un élément de H est dit positif (resp. positif dans un

ouvert w ) s’il admet un représentant positif (resp. positif dans c~ ) . L’ensem-

ble des éléments positifs de H est un cône fermé noté H+ .

Les éléments Uf . - Soit B l’ensemble des classes de fonctions mesurables es-

sentiellement bornées à support compact. 0 A tout élément f de B on peut associer

un élément U 
, 

de H , et un seul, tel que l’on ait ?

Cela résulte immédiatement de ce que, d’ a rés (a~ la forme linéaire u ~ ~ u f d~
est bornée, donc continue 0

L’ensemble de ces éléments Uf est partout dense dans H 9 en effet cet ensem-

ble est linéaire, et si u est orthogonal à tous les Uf , on a ~ u f d ~ 0
pour toute f E B , donc un représentant quelconque de u est nul presque partout,
donc u est l’élément nul de H.

L’ élément Uf est appelé le p otentiel engendré par f . Le nombre
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est l’énergie de f . La racine carrée de l’énergie est unessemi-norme hilbertienne
sur B .

L’application linéaire f -~ Uf de B dans H est appelée le noyau associé à

l’espace fonctionnel H ; elle n’est pas nécessairement injective.

Potentiels purs. - On note P l’adhérence du cône constitué par les éléments

Uf avec f e B (ensemble des éléments positifs de B ). Les éléments de P sont

appelés potentiels purs. Plus généralement, si w est un ouvert de X ~ on note

P l’adhérence de l’ensemble des éléments Uf avec f E B~(o)) (ensemble des élé-
ments de B+ à support dans w) 0 Evidemment P est un sous-c8ne fermé de P,
et on a P = P., . Pour que P soit réduit à l’élément nul, il faut et il suffit

que tout élément de H s’annule (presque partout) sur w. C’est en particulier
le cas si west de mesure nulle.

Voici une caractérisation importante des potentiels purs, et plus généralement
des éléments de P, :

THÉORÈME 1. - Soit W un ouvert de X . Pour qu’un élément u de H appartienne
à il f aut et il suf f it qu’ il s atisf as se à l’ une ou l’ autre des relations sui-

vantes, qui sont équivalentes ~

Démonstration. - L’ équivalence des relations ( 1 ) et (2) est évidente.

Tout élément de P vérifie (2) : s en effet, cette relation est évidente pour un

élément Uf avec fe’B + (~) ~ car Uf v = 7fvd~~0 ; f v 0 ; elle est donc vraie

pour tout élément de P (continuité du produit scalaire ) .

Soit inversement u un élément de H p sa projection u’ sur le c8ne convexe

et fermé P est, d’après un théorème élémentaire bien connu dans les espaces de

Hilbert, caractérisée par les relations :

La relation (4) ayant lieu en particulier pour les éléments v = U’’ avec f E 

il en résulte presque partout dans w. Supposons maintenant que u

vérifie la condition (2) ; on a alors 1

d’après (3) et le fait que u’ - u est positif dans w. On a donc u’ = u , donc

u est bien un élément de P .



1-03

et encombrement a

Dans ce paragraphe, on ne fait aucune hypothèse nouvelle sur H. Si w est un

ouvert de X, on note ~~ l’ensemble des éléments de H qui sont ~ 1 sur w .

C’est un convexe fermé de H (d’après l’axiome ( a) ) , éventuellement vide o

DÉFINITIOn 2. - on appelle encombrement (1) de w , et on note enc (w) , le nom-

Dans ce dernier cas, on appelle potentiel d’ encombrement de w l’ unique élément de
U 
w 

dont la norme est minimma.

L’existence et l’unicité de ce potentiel d’encombrement résultent de ce que tL
, 

est convexe et fermé. L’encombrement de w est le carré de la norme du potentiel
d’encombrement.

Pour que l’ encombrement de w soit nul, il f aut et il suffit qu_e l a me sure de

w soit nulle. En effet enc(w) = 0 entraîne que le potentiel d’ encorbrement u

de w est nul, et comme u(x)  1 presque partout sur 03C9 , cela entraine 1(lJ) = o.
Si inversement 03BE(03C9) = 0 , l’élément nul appartient à d’où 0 .

Le potentiel d’encombrement u de w est un élément de P : en effet, pour
tout élément v de H positif sur w, on a )tu + (par définition) ,
d’où le résultat, d’après le théorème 1.

Notons maintenant l’adhérence de l’ensemble des éléments U f avec f E B (w)
et d~ = 1 . C’ est un ensemble convexe et fermé de H ~ vide seulement si W
est de mesure nulle.

DEFINITION 3. - On appelle capacité de w , et on note cap ( w) , le nombre :

w 
.

Voici une adaptation au cadre des espaces fonctionnels d’un résultat récent de
B. FUGLEDE [7] : .

, ,

THEOREME 2. - L’ encombrement d’un ouvert quelconque w est égal à sa capacité.
Si ce nombre est fini, le potentiel d’encombrement u de w est égal à son po-
tentiel capacitaire, c’est-à-dire u = 0 si 03BE(03C9) = 0 00FF sinon

(1) Terminologie introduite par G. CHOQUET [5] dans un contexte un peu différent.( ) Terminologie introduite par G. CHOQUET [5J dans un contexte un peu différent.
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où v est l’élément de norme minimum de P .
Démonstration. - On peut supposer ~(~) &#x3E; 0 . Alors P1 n’est pas vide et admet

un unique élément de norme minimum, soit v . Cet élément est caractérisé par :

Il en résulte qu’on a presque partout sur w .

Si + 0153 ~ il n’y a pas d’ élément ~ 1 sur w , = 0 , d’où
v=0 et cap(w) = + 00 0 .

Si  + oo ~ appelons u . le potentiel d’ encombrement de w . On a, pour

toute f ~ B+(03C9) avec / f d03BE = l :

d’ où, comme v est limite de tels U :

Cela exige v 4 d’où  + oo . Posons alors w = On a w ~ 1

Mais d’autre part, (5) et l’ inégalité de Schwarz entrainent

d’où

et par conséquent w = u (unicité de l’élément de Uw dont la norme est minimum).

Le potentiel capacitaire w est donc égal au potentiel d’encombrement u . De

plus on a :

ce qui achève la démonstration.

Dans la suite, on utilisera seulement les expressions "capacité" et "potentiel
capacitaire" au lieu de "encombrement" et "potentiel d’encombrement".

Familles ordonnées d’ ouvertso - Soient w et w’ deux ouverts de X, tels que
w soit contenu dans on a l’inclusion évidente U , ’ cU, d’où on déduit

cap(w’ ) ; la capacité est une fonction croissante d’ouverts.

L’inclusion précédente, et un théorème élémentaire concernant les projections
d’un élément d’un espace de Hilbert sur les ensembles d’une famille ordonnée f il-
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trante de convexes fermés non vides permet d’énoncer x

Soit {a).}, -r une famille ordonnée filtrante d’ouverts de X , de capacité finie.
Si la limite de la famille ordonnée filtrante des nombres réels est finie,

la famille des potentiels capacitaires des ~. converge fortement dans H .

Dans le cas d’une famille croissante, la limite de n’est autre que la

capacité de

si cette limite est finie, le potentiel capacitaire de converge vers celui de

cela résulte de la relation

On en déduit en particulier que la capacité d’un ouvert quelconque est la

borne supérieure des capacités des ouverts relativement compacts contenus 

Capacité extérieure et potentiel capacitaire extérieur. - Soit. E une partie

quelconque de X. On appelle capacité extérieure de E , et on note cap (E) ~ la
borne inférieure des capacités des ouverts contenant E .

Posons

Si ce convexe fermé de H n’est pas vide9 son élément de norme minimum uE est

appelé potentiel capacitaire extérieur de E . C’est la limite forte des projections
u 
w 

de l’origine sur les U 
w 

non vides, de sorte qu’on a ~uE~2 = cap e (E ) .
Si cap (E) est finie et est une suite décroissante d’ouverts conte-

nant E et telle que tende vers cap (E ) 9 u 

03C9n 
converge fortement vers

de sorte qu’on a presque partout sur E . Il en résulte qu’un en-

semble de capacité extérieure nulle est (localement) de mesure nulle.

Si E et E’ sont deux parties de X telles que E c E’ ~ on a évidemment

c tE ’ d’où cap (E) ~ cap (E’ ) . La capacité extérieure est donc une fonction
croissante d’ensembleso Cette fonction n’est pas en général sous-additive (elle
l’est lorsque le noyau associé à H est positif ; voir § 3 ) .

La capacité d’un ouvert quelconque ~ est la borne supérieure des capacités (ex-

téreure) des compacts contenus dans w. En effet il suffit de le montrer pour W
relativement compact (la capacité d’un ouvert quelconque étant la borne supérieure
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des capacités des ouverts relativement compacts qu’il contient). Soit donc {K }
une suite croissante de compacts contenus dans Lj et tels que 03BE(Kn) tende vers

1(W) 0 Si cap (K ) est bornée (seul cas non trivial) , la suite des potentielse n

capacitaires extérieurs uK n est convergente (d’après la décroissance des convexes
vers un élément u de H tel que u(x) ~ 1 presque partout puis-

que presque partout sur K n et que 03BE (w - tend vers 0 , Comme on

a u n’est autre que le potentiel capacitaire de w, d’où le ré-

sultat.

Appelons capacité d’un compact sa capacité extérieure. On peut définir la capaci-

té intérieure d’un ouvert w : d’après la remarque précédente, elle coïncide avec

la capacité de w . La capacité extérieure est donc une fonction .croissante d’ensem-

bles, qui est continue à droite pour les compacts. Ce serait une "vraie capacité"
(2) si la capacité extérieure d’une limite croissante d’ensembles E 

n 
était égale

à la limite de cap (E ~ . Or, dans le cadre très général où nous nous sommes placés,e n

il n’y a aucune raison pour qu’il en soit ainsi s cela tient au fait que la topolo-

gie de X n’a joué jusqu’à présent presque aucun rôle, et que le choix des ouverts

pour la définition de la capacité était parfaitement arbitraire. On introduira plus
loin (9 4) une condition de régularité qui entrainera cette propriété des suites

croissantes, ce qui permettra d’énoncer un théorème de capacitabilité.

3. Es aces fonctionnels à no au ositif.

DEFINITION 4. - L’espace fonctionnel H est dit à noyau positif si l’application
linéaire f - U de B dans H est croissante. o

Il revient au même de dire que tous les potentiels purs sont positifs. Voici une

caractérisation importante, due à ARONSZAJN et SMITH [2] :
, ,

THEOREME 3. - Pour que l’ espace fonctionnel H soit à noyau positif, il faut et

il suffit Ql1’ à tout élément u de H on puisse associer un autre élément u de

H tel qu’on ait :

Rappelons brièvement la démonstration. Supposons H à noyau positif. Soit u e H ,

( ? ) Traduction de l’expression "true capacity" , employée par BRELOT [3] ~ on

dit aussi : "capacité générale".
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et soient u’ et u" les projections de u et - u sur P (le c8ne des poten-
tiels purs). Posons u = u’ + u" . On sait (voir démonstration du théorème 1) qu’on
a u’ (x) ~ u(x) et un (x) ~ - u(x) presque partout. 0 Comme u’ et un sont posi
tifs par hypothèse, on a û (x) &#x3E; iu(x) 1 presque partout. D’autre part, on a

~~  ~u~ (propriété des projections sur un cône convexe d’un espace de Hilbert,
qui se réduit à une remarque de géométrie élémentaire dans l’espace R3 ) e La con-
dition est donc nécessaire.

Supposons inversement que la condition soit vérifiée. Soit u un potentiel pur
et soit ~5 associé à u comme dans l’énoncéo o On a ~

or, d’après les deux relations de l’énoncé et la caractérisation des potentiels
purs (théorème 1 ) , le second membre est ~ 0 ; on a donc u =. û &#x3E; 0 ; la condition
est donc suffisante. 0

THÉORÈME 4. - Si l’espace fonctionnel H est à noyau positif, la capacité exté-
rieure est une fonction complètement sous-additive d’ensembles.

Considérons d’abord deux ouverts qu’on peut supposer de capacité
finie, et appelons leur réunion. Soient u1 et u2 les potentiels capacitai-
re s de wl et c~z . L’élément

est, d’après le théorème 3 , b 1 sur et on a donc

La sous-additivité de "la capacité, démontrée dans le cas de deux ouverts, s’é-

tend immédiatement au cas d’une suite finie. Considérons maintenant une suite infi-
nie d’ouverts Posons

1 , 

~

si tous les w, i sont de capacité finie (seul cas non trivial) , il en est de m~me

des w’ , et on sait (vcir § 3, familles filtrantes d’ ouverts) que la capacité den

w’ tend vers celle de
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On a donc :

De cette relation, on déduit immédiatement la sous-additivité complète de la capa-
cité extérieure.

DÉFINITION 5. - Une fonction numérique f définie sur X est dite quasi-continue
si elle vérifie la propriété suivante : quel que soit e &#x3E; 0 , il existe un ouvert

de capacité e tel que la restriction de f au complémentaire de cet ouvert soit
continue.

Le résultat suivant nous sera utile dans la théorie de la complétiez fonctionnelle :

THÉORÈME 5. (~). - Si l’espace fonctionnel H est à noyau positif, toute fonction
numérique quasi-continue f qui est  0 presque partout sur X est  0 quasi-
partout (io e. sauf sur un ensemble de capacité extérieure nulle) sur X 0

En effet, d’après le théorème 4, il suffit de montrer que les ensembles

Eo: ={x j 1 f(x)&#x3E;a&#x3E;0}

sont tous de capacité extérieure nulle. Supposons donc que, pour un certain a &#x3E; 0 ,
on ait cap (E ) &#x3E; a 0 Soit w un ouvert de capacité  cap (E ) et tel que la

restriction de f à C w soit continue 0 L’ensemble Q = E 
a 

u 03C9 est un ouvert, et
sa capacité est strictement plus grande que cap(w) . 0

Soit g e B+(O) telle que /g dé: = 1 et ~Ug~2  l/cap(Q) + £ ,où e est un

nombre positif donné (l’existence d’une telle g est assurée par le théorème 2).
Si u est le potentiel capacitaire on a :

et cette dernière quantité est  1 pour e assez petit. Cela entraine

3 Enoncé sans démonstration (un peu légèrement) dans [6J (2e partie, proposition
3.2) lorsque les notions de "quasi-partout" et de "quasi-continuité" sont relatives
à la capacité newtomienne classique. Une démonstration, valable pour les capacités
associées à des noyaux plus généraux que le noyau newtonien, a été donnée par
H. WALLIN [8] (lemme 6) o
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ce qui est contraire à l’hypothèse que E 
a 

est (localement) de mesure nulle. 0

Remarque. - L’énoncé précédent est encore valable si on y remplace X par un

ouvert de X.

4. Es aces fonctionnels ré uliers.

On dira qu’un élément u de l’espace fonctionnel H est continu (resp. quasi-
continu) s’il admet un représentant continu (respo quasi-continu). o Si la mesure est

partout dense dans X, un élément de H admet au plus un représentant continu,
mais peut admettre une infinité de représentants quasi-continus.

Si u est un élément continu de H, on a l’inégalité

(on a désigné par la même lettre l’élément u et un représentant continu) ; cela

résulte de l’identité de la capacité et de l’encombrement (théorème 2) , car l’élé-

ment u/a est &#x3E; 1 dans l’ouvert {x j 1 u(x) &#x3E; a} .

Si l’espace fonctionnel H est à noyau positif, l’ensemble des représentants

quasi-continus d’un élément de H ~ est, d’après le théorème 5, identique à l’en-

semble des fonctions numériques qui sont quasi-partout égales à l’un quelconque de

ces représentants.

DÉFINITION 6. - L’espace fonctionnel H est dit régulier si l’ ensemble des élé-

ments continus de H est partout dense dans H .

Exemple. - Soit v une mesure positive et de type positif sur X = Rn (plus gé-
néralement un groupe abélien localement compact). Soit HO l’espace vectoriel des

(classes de) fonctions localement sommables u de la forme v * f , avec f E B 0

On vérifie aisément que l’application

est une forme quadratique définie positive sur D’autre part, soit K un com-

pact de X 9 si u = v * f , on a

où x est la fonction caractéristique de K, de sorte que, si on pose

il vient



1-10

Il en résulte que le complété de Ho pour la norme est isomorphe à un es-

pace fonctionnel H (relatif à la mesure de Haar) qui est à noyau positif 0 Cet

espace est régulier, car tout élément de H est limite forte de ses ?’régularisés",

qui sont des éléments continus. 0 On l’appelle espace des potentiels d’énergie finie

par rapport au noyau de convolution v o 
’

THÉORÈME 60 - Dans un espace fonctionnel régulier à noyau positif, tout élément

admet un représentant quasi-continu.

Soit en effet u un élément de l’espace fonctionnel régulier à noyau positif Ho

Il existe une suite d’éléments continus u de H convergeant vers u, et tels

que

Posons

D’après (6) et la sous-additivité de la capacité, on a &#x3E;

COL 
.

de sorte que la capacité de l’ouvert w. = U e k tend vers 0 lorsque j tend
J k=j 

"

vers + 00 0 
-J

00

Or, dans la série + 03A3 (uk+1(x) - uk(x)) est normalement conver-

gente, donc la série converge en tout point du complémentaire de l’intersection des

03C9j , c’est-à-dire quasi-partout, et sa somme définit une fonction quasi-continue

u* .

Il reste à prouver que u* est un représentant de u 0 Or si f E B, 1(x&#x3E;à = 0

sur 03C9j , on a, en vertu de la convergence 
de u vers u dans L1loc et de la

convergence uniforme de u 
n 

vers u dans i

Il en résulte qu’on a u(x) == u (x) presque partout dans C 03C9j , d où finalement

u(x) = u*(x) presque partout, car l’ intersection des étant de capacité exté-

rieure null e, elle e st loc alement de mesure nulle (voir § 2).

Le résultat suivant montre que l’introduction de ces représentants quasi-continus

réalise une "complétion fonctionnelle" (voir de l’espace des éléments continus

de H s
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70 - Soit H un espace fonctionnel régulier à, noyau positif. Soit

{v} une suite convergente d’éléments de H, de limite v o Si v* (resp. v*)
n .~~.~..~.._........... n .~..

est un représentant quasi-continu de v n (respo v ), il existe une suite partielle
v* telle que v* (x) converge quasi-partout vers v* (x) 0
nk nk 

~...

Voici le principe de la démonstration: on commence par établir que, ss u* est

un représentant qu asi-continu de l ’élément 11 de H , on a :

Cela se déduit facilement de (6) appliquée à une suite d’éléments continus de H

convergeant assez vite vers u pour que la convergence de u (x) vers u* (x)
soit uniforme sur le complémentaire d’un ouvert de capacité arbitrairement petiteo

On achève alors, comme dans la démonstration du théorème 6, en observant que, si

la série 1 4k vk~2 est convergente, la suite v*k(x) est uniformément

convergente sur le complémentaire d’un ensemble de capacité extérieure arbitraire-
ment petite. Toute fonction f telle que f(x) = lim £(x) quasi-partout est un

représentant quasi-continu de v , donc est quasi-partout égale à v* , dl après le
théorème 5 0

On suppose que H est un espace fonctionnel régulier à noyau positif.
Si l’ensemble E c X est de capacité extérieure finie, les éléments de tL sont

les éléments de H dont les représentants quasi-continus sont ~ 1 quasi-partout
sur E.

En effet, soit u un élément de et u~ un représentant quasi-continu
de u. Par définition de uE (voir § 2) il existe une suite d J éléments u ~ u03C9n ,
où a) est un ouvert contenant E , convergeant vers u dans H e d’après
la remarque suivant le théorème:&#x3E; CI tout représentant quasi-continu ri" de u est

1 quasi-partout sur 03C9n , donc quasi-partout sur E o Donc u (x) est? 1

quasi-partout sur E , d’après le théorème 7c

Soit inversement u un élément de H, dont un représentant quasi-continu u

est ~1 quasi-partout sur E . 0 Modifiant éventuellement u* sur un ensemble de

capacité extérieure nulle, on peut supposer u*(x) ~.. 1 partout sur E . Comme on

a u = lime 1 + 2014)u et que uE est fermée on peut même supposer u*(x) &#x3E; 1 partout
sur E .

Soit alors 8 &#x3E; 0 , et soit 03C9~ un ouvert de capacité  £ , tel que la restric-
tion de u* au complémentaire de 03C9

e 
soit continue 0 L’ensemble
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est un ouvert de X qui contient E 0 Si we est le potentiel capacitaire de w£,
on a u (x ) + w 

e (x) % 1 presque partout sur (2 £ , donc ve = u + w~ est un élément

de donc de ) . C omme w tend vers 0 avec £, il en résulte bien que

u appartient à uE .

THÉORÈME 80 - On suppose que H est un espace fonctionnel régulier à noyau posi-
tif. Si E X est la limite d’une suite croissante d’ ensembles E ,
on a c ap (E ) = lim c ap (E ) 0
- e en

En effet on peut supposer que tous les E sont de capacité extérieure finie
n

(seul cas non trivial) . Soit u 
n 

le potentiel capacitaire extérieur de E , c’est-

à-dire la projection de 1 orlyne de H sur uEn , et soit u*n un représentant
quasi-continu de 

Si 1.’ intersection ~ ~ n ~ n n’est pas vide, un converge fortement vers l a

projection u de l’origine sur U 0 Soit u* un représentant quasi-continu de u.

Comme 1 quasi-partout sur E (lemme précédent), il résulte du théorème 7
n n

que 1 quasi-partout sur E . Donc u est un élément de ~, 

L’inégalité opposée étant évidente , on a bien cap (E ) = lim cap (E ).

Si U est vide, cap (E ) - u 2 tend vers + ~ ; alors cap (E) = + 00 , ete n n e

l’énoncé est encore valable. o

COROLLAIRE 0 - Sous les mêmes hypothèses sur H , tout ensemble K-analytique de

X est capacitable_o

En effet, les conditions de 1~ énoncé du théorème de capacitabilité de Choquet
sont toutes remplies (voir [3] et [4]). o
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