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Séminaire BRELOT~CHOQUET--DENY 101
(Théorie du Potentiel) :
8e annde, 1963/64, n° 1 24 Octobre 1963

FROCRES RECENTS DANS IA THECRIE DES CONES CONVEXES
A BASE COMPACTE

par Paul-André MEYER

Ies résultats de cet exposé trouvent leur origine dans un mémoire de LOOMIS
([3]), paru en Juillet 1962, qui envisage le probléme des représentations inté-
grales dans les cBnes convexes & base compacte d'une manidre nouvelle, suggérée
par la théorie des représentations des groupese Ce mémoire a fait 1'objet d'un
traveil (non publié) de JeMsGe FELL et de moi-mbme, qui contenait certains des
résultats présentés ci=dessous. FELL y montrait, par exemple, que la relation
A <<p entre deux mesures (la relation d'ordre forte de Loomis) était équivalente
dans le cas métrisable & 1'existence d'une dilatation T telle que TA = p « En
revanche, nous avons vainement cherché & prouver que les ordres = et << étaient
identiques j ce point fondamental a été établi par CARTIER, grice & une adaptes
tion de la méthode qui nous conduisait au théoréme de Fell cité plus haute Nous
avons appris par la suite que le théoréme de Cartier avait déji été démontré pour
les espaces vectoriels de dimension finie, et qu'il était bien connu des statis—
ticiens (dans ce cas particulier) sous le nom de théoréme de BlackwellmStein—
Shermane

Je commencerai ici par les résultats qui peuvent s'énoncer sans utiliser les
définitions de Loomis j; je donnerai ensuite ces définitions, et la forme compléte
du théoréme de Cartier ; j'en déduirai enfin les théorémes relatifs aux mesures
meximales.

les résultats de cet exposé feront plus tard 1l'objet d'une publication en com-
mn par les trois auteurs.

le Notationse

E est un espace vectoriel topologique localement convexe, K une pertie con-
vexe compacte de E , contenue dans un hyperplan affine fermé qui ne passe pas
par 1'origine 3 K est la base d'un cbne convexe fermé C o

Soit € 1'espace des fonction réelles continues définies sur X j toute fonc=
tion f e G se prolonge de maniére unique en une fonction positivenent homogéne
définie sur C , que nous désignerons encore par f . Nous désignons respective-

ment par M, i R m{ 1'espace des memures de Radon sur K (muni de la topologie




l.(R

vague), l'ensemble des mesures positives sur K , 1l'ensemble des mesures de pro=
babilité sur K .

Etant donné un point x € C , nous notons e, la forme lindaire f ~~ f(x)
sur C o

Soit W un élément de I ; la résultente r(p) de p est le seul point
x € C tel que 1'on ait f£(x) = (4 £) pour toute fonction lindaire continue
£ e '

Nous désignons par 8 1'ensemble des fonctions qui appertiennent & C et sont
concavese L'ordre de Choquet (noté =) est défini sur M par la relation @

A<p <=> (A, H>(u, £y V fes R
Deux mesures qui vérifient cette relation ont la mBme masse et la m@me résultantee
Soit une fonetion f € C ; la fonction 5 est définie par
T(x) = inf s(x) (xe€C) .

s€eS

s>f
Cette fonction est concave semi=continue supérieurement ; l'ensemble des s € S
qui magorent f étant filtrant decroissa.n'b, la relation A < entraine
)»(f) p(f) « On a évidemment £< T e

Le théoréme suivant est bien connu (voir [2])e

e N\
THECREME le = On a pour tout x € C et toute fonction f € C

£(x) = sup (ns £ .

r?q )=x

Démonstratione = La relation r(n) = x équiveut & e <mn , et donc entraine
f(x) >{n , £) « Pour établir 1'inégalité inverse, remarquons que 1'application
£f z‘(x) de C dans R est sous-linéaire ; elle est donc égale & 1'enveloppe
supérieure des formes lindaires sur G qui la minorent (théoréme de Hahn-Banach).
Soit n une telle forme lindaire ; la relation £ < O entrafne f < 0, et donc

(n y D) n est donc positive. Supposons que f soit affine ; on a alors
0"
T=r , et (- = = £ 3 cela entraine les relations s
(n, £ ¢ £(x), Ny =5 g=1(x) .

On a par conséquent <T'l ’ f) = f(x) 3 la résultante r(n) est donc égale & x

et on a ¢
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£f(x) € suwp (n, £ .
o+

i

Ie théoréme est établie

2e Le théoreme principale

Considérons 1l'espace vectoriel topologique produit M x M ( M &Stant muni de

la topologie vague) » et 1l'ensemble compact suivé.nt, contenu dans m’{ x m‘{ H

U:{(ax,q): xe K, neiﬂq, r(n) = x} H

U est évidemment contenu dans le c¢Bne convexe fermé s
Va{(Ayp) s Aedl, pen, rA=<p} .

Le lemme suivant est alors la clef de la démonstration de Cartier s

IEMMEe = V est le cOne convexe fermé engendré par U

Démonstratione =~ I1 nous suffit, en vertu du théoréme de HahneBanach, d'établir

1'assertion suivante :

Soit (A, p) un élément de V , et soit h wune forme lindaire continue sur
Jx M, telle que le demimespace {h > 0} contienme U ; on a alors h(A, p) >0

Toute forme lindaire continue sur M x M é&tant de la.forme
(ay B) ~> {a, w=(B, (ueC, vec0
nous sommes ramends a montrer que la relation ¢
ux) ={n, =0 V(sx,q)eU
entraine
Ay w=Cp, vw=0 .
Or la premiére relation est équivalente, d'aprés le théoréme 1, & la suivante 3
u(x) > sup (M, V= :r(x) V xc K
e
r?n):x
Nous avons alors 3 i
A,wsO, D, Ve, v

. .
d'aprés les relations u=>v, A<M, v=2v.le lemme est établie
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Voici maintenant la forme du théoréme de Cartier qui est vraie sans aucune
hypothése de métrisabilité s

'd \
THEGREME 2¢ = Soient A et p deux Sléments de T tels que A <pj il existe
une mesure positive © sur U dont la résultante (dans M x M ) est gale &
(7\- . }1) U ‘

Démonstrations = Soit Uc 1l'enveloppe convexe fermée de U 3 U étant contemu

+ + . . .
dans 1'ensemble convexe compact Jy x My o qui ne contient pas 1'origine, Uc
est un ensemble convexe compact qui ne contient pas O « Ie cBne convexe fermé

V engendré par U est donc égal & U 1:'.Uc e Il suffit alors de remarquer que
teR
A

Uc est égal & 1l'ensemble des barycentres des mesures positives de masse 1 sur
U

3¢ le cas métrisables

Supposons maintenant que K soit métrisable 3 il en est alors de m8me de
'ensemble convexe compact I"LI e Appelons dilatation sur K toute application
borélienne T § X ~~o Tx de K dans 311; telle que 1'on ait r(Tx) = X pour
tout x € K o Pour toute mesure A € M, nous désignerons par TA la mesure
définie par @

(\T)\ [ f> = /K <TX ’- f) d)\.(X) (f € C) .

On a alors le théoréme suivant s

L)
THEGREME 3 (cas métrisable)s = Soient A et p deux éléments de 3 la

relation A < p est équivalente & 1'existence d’une dilatation T sur K telle

que TA=p e

Démonstratione = Soient T wune dilatation, g une mesure positive, f une
fonction concave continue § la relation r(Tx) = X entraine (TX s £ < £(x) 3

nous avons donc
(M, 2= [ (T, £ AA(x) € Jg £(x) aMx)

ou encore A < TA o Réciproquement, soient A et p deux mesures 2 O telles
que A < j j nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que la masse
totale de A et de p est égale & 1 o Il existe alors une mesure de probabi-
1lité 6 sur l'enéemble compact U dont la résultante (dans I x M) est égale
3 (A, p o Considérons le sous-ensemble suivant de K x JT(1+ s

U= {(x,n): rly) = x} 5
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transportons la mesure © en une mesure 6' sur Ut s au moyen de 1l'application
(ex s M ~ (x,n) 3 O estune mesure de probabilité sur U' , qui posséde
les deux propriétés suivantes

(1) 1'image de ©' par la projection de K x Ml sur K est égale & A

(2) la résultante (dans M ) de 1'inmage de ©' par la projection de K x M sur
T est égale d o

Utilisons alors le théoréme de désintégration des mesures sur un compact métri-
sable ¢ il existe une application boréliemne x ~~- e}'{ de K dans l'ensemble
des mesures de probabilité sur U' , telle que 1'on eit ©' = /K M aa(x) , et
que e}'{ soit portée par 1'ensemble des (x , n) € U' o Soit T, la résultante
(dans M) de 1l'image de 6! par la projection de K x Ml sur M3 T  est une
mesure de probabilité sur X de résultamte x , 1'application x ~~ T est

X
borélienne, et 1l'on a d'aprés la propriété (2) ci=dessus 3

H = / K TX d)o(x) .
L'application x ~~ Tx est la dilatation cherchéce

Cet énoncé donne la solution d'un probléme posé par CHOQUET ([1], pe 339).

4, Définitions de 1l'article de Loomise

ae Soit x un élément de C ; nous appellerons subdivision de x toute famille

finie ((xi)ieI d'éléments de C, telle que l'on ait ZI X, = X o Une subdivie
ie

sion (xi) est dite plus fine qu'une subdivision (yj)jeJ s'il existe une

jel
partition de I en des ensembles Ij (j € J) tels que 1l'on ait

yj = 4 % pour tout Jj € J .
iel
3
Nous é&crirons alors (yj)je 5 }— (Xi) se1 5 le relation I est un préordre sur

1'ensemble des subdivisions de X

Soit S wun ensemble de subdivisions de x , filtrant & droite pour la rela-
tion | 3 nous dirons alors simplement qus S est un ensemble filtrants (Dans
la terminologie de LOOMIS ¢ S is a s~boolean set over X e)

be Soit s = (xi)i o7 Une subdivision de x € C ; la forme lindaire positive sur
G

£ ~ 2 f .)
' iel (Xl
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est déterminée par une mesure positive sur K , que nous désignerons par la note-

tion e (et qu'il est facile d'expliciteri). On a évidemment r(ss) =X e

ce On définit, comme (a), les subdivisions d'une mesure W & M ;5 soit (p.i) i€l
une telle subdivision de p ¢ la famille (r (},ti)) je7 ©St alors évidemment ume
subdivision de r(u) . Nous désignerons par S(i) 1l'ensemble des subdivisions de
r(u) qui proviennent ainsi de subdivisions de P 3 cet ensemble est évidemment
filtrant, car 1'ensemble de toutes les subdivisions de p est filtrant.

Soit S un ensemblc de subdivisions de x € C 5 la mesure p € 1 est aite

compatible avec S si l'on a S cS(4) ; on a nécessairement alors r(e) =x.
de On définit une relation << sur e par 1'équivalence
A<<p <=> S(N cs(p (relation d'ordre forte de Loomis) .

Cette définition mérite d'étre énoncée de manidre plus explicite 1 ona A <<p
si et seulement si, pour toute subdivision ()\.i) de A, il existe une subdi-

€
vision (p) de p telle que 1l'on ait r(pig = r(?\i) pour tout iel.

iel
ee Soient s et 8! deux subdivisions de x ; les relations s l— st et
gy ey, sont équivalentes.

5. Equivalence des deux relations < et =<<.

Voici maintenant la forme compléte du théoréme de Cartiere. Les implications
() => (a), (b) <==> (c) é4taient établies dans le travail FELL-MEYER.

’
THROREME 4o = Soient A et p deux mesures positives sur X o Les propriétés

suivantes sont alors équivalentes ¢

- }\"<IJ..

be Il existe une mesure © sur U dont la résultante est le couple (A,
(voir le théoréme 2).

Co A< e

Démonstrations — Nous avons déja vu que (a) entratne (b). Supposons que (b) soit
vérifiée, et soit (?\) une subdivision de A 3 il existe (théordéme de Radon-
Nikodym) des fonctions borellennes posn,tlves fi (1 € I) telles que 1l'on ait

Z f ).. = f.o)\- [}
eI 1= i i

Définissons des fonctions boréliennes g sur U en posant ¢
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g (e, ) = £, ()

et posons ¢

Gi = gi'e
I‘(Gi) = (}\.i ’ pi) (résultante dans T x ) .

Les mesures Gi sont portées par U ; on a done r(ei) eV , done r(%i) = r(pi)

pour tout i (et méme A, < P, pour tout i )e La relation 6 = 2 6, montre
i 71 jer *
que les 4. constituent une subdivision de u 3 l'assertion (c) est donc établie.
Montrons enfin que (e) entrafne (a). Soient A et P deux mesures telles que
A<<p. f une fonction qui appertient & 8§ , € un nombre > O « Recouvrons

K au moyen d'un nombre fini d'ensembles convexes compacts A, , A2 y soe 4 A

n ’

tels que l'oscillation de f sur chaque ensemble Ai gsoit inférieure & € .
Posons ensuite _
B.'..L = Ai\(.U. Aj) (l =1 e n)
j<i

et désignons par A, la mesure A.xp 3 nous avons A= 2 Ay + Choisissons des
i iel

mesures W, telles que 1l'on ait
r{p) =r(\,) 2 pi=p e
i 1 eIt
La fonction f &tant concave et positivement homogéne, nous avons 3

(P ’ f) = Z <“'i ’ f>$ Z f(r(lvli)) = Z f(r(}\i)) .
iel iel iel

La mesure }‘i étant portée par A; , cette quantité est majorée par

2 K)\l ) £) + 8'“7‘«1“] ={A ) f) + 50“>\H .

iel

Le nombre & étant arbitraire, ona (p, £f) < (A, £) , et la propriété (a) est
établic.

On sait que la relation < est une véritable relation dlordre sur I (voir
ltarticle [2]), compatible avec la topologie vague sur 7 . Etant donné 1'in-
térét de 1l'ordre << dans la théorie des représentations des groupes (théorie
dans laquelle 1l'ordre < , au contraire, n'intervient pas de maniére naturelle),

nous expliciterons le résultat suivant @
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COROLIAIRE. - La relation =< est une véritable relation d'ordre sur n ’

compatible avec la topologie vague.

Ce résultat était établi par une méthode différente dans le travail FELL-MEYER,
de mfme que le théoréme suivant (dont la démonstration a été améliorée par CARTIER).
» \
THEOREME 5,

8. Soit S un ensemble filtrant de subdivisions de x , et soit § le filtre

des sections de 1'ensemble préordonné filtrant S . L'spplication s ~~» & de

S dans M admet wne limite vague suivant % , que nous noterons g ¢ Cette

mesure est compatible avec S , et l'on a gg << P pour toute mesure H compa—

tible avec S

be On a ES(p) = g pour toute mesure M € .

Démonstration. — Toutes les mesures & ayant la méme masse, l'application

S~ € prend ses valeurs dans une partie compacte de m 3 il nous suffit donc
de montrer que cette fonction admet au plus une valeur dtadhérence suivant & .
Soit A une telle valeur § l'ordre =< étant compatible avea la topologie vague,
ona g << A pour tout s € S , de sorte que A est compatible avec S  Soit

pu une seconde mesure compatible avec S ; la relatipn 8 <<y passe a la limite,
et entratne la relation A <<p . Autrerent dit, A est la borne supérieure de

S pour ltordre <<, et & ce titre est unique.

Supposons ensuite que 1l'on ait S = S(4) pour une mesure M , et montrons que
1'on a alors Bg = M o La mesure W étant compatible avee S , on a Eq Sl Y
Soit f une fonction qui appartient & § ; utilisons & nouveau les ensembles Bi

qui nous ont servi & établir le théoréme 4, posons By = HeXp 3 comme alors,
i

nous avons, en désignant par s la subdivision (r (pi)) 4ole..p ? Q9 appartient

a S(u) .
n
(e, s £ = 2 £llp)) <p, D)+ e
1=1 .

et & plus forte raison, d'aprés la relation ey << gy 8
(es , B <p, £+ e

e étant arbitraire, nous avons (z»:S , £y <{p, £, done p << €y 9 et le

théoréme est établi.
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6e Mesures maximales.

On appelle mesure maximale toute mesure p € m* qui est maximale pour 1'ordre

<. Ces mesures sont étudides dans 1'article [2], ot 1'on examine dans quelle
mesure elles sont portées par 1'ensemble des poimts extrémaux de X , o% ot 1'on

4

montre que les mesures maximales sont caractérisées par la propriété ¢
N .
{py £=£)=0 pour toute fonction f e€C .

L'un des objets principaux de l'article de LOOMIS était 1'étude des mesures
meximales pour 1'ordre << , Le travail FELL-MEYER ramenait cette étude & 1l'article
[2], en montrant que les mesures maximales étaient les mémes pour les ordres <
et =< . Ce résultat est maintenant évident; puisque 1'on sait que les deux ordres

. eux-mfmes sont identiques.

IOOMIS a &tabli le théoréme suivant, qui entrafne le théoréme d'unicité de
Choquet - on remarquera en effet que, lorsque le cbne C est réticulé, l'ensem~
ble de toutes les subdivisions de x est filtrant, d'aprés le "lemme de décom-
position®. Il existe donc un ensemble filtrant maximum, et le théoréme 6 entrafne
1tunicité de la masure maximele p dont la résultante est x .

roos
THEOREME 6.

a. Tout ensemble filtrant de subdivisions de x est contenu dans un ensemble

filtrant maximal (pour 1'inclusion).

be Pour qu'un ensemble filtrant S soit maximal, il faut et il suffit qutil

existe une mesure maximale H telle que S = S(p) 3 cette megure est alors unique.

Démonstration. — L'ensemble des ensembles filtrants de subdivisions de x ,

ordonné par inclusion, est évidemment inductif ; (a) est donc une conséquence
immédiate du théoréme de Zorne Soit S un ensemole filtrant maximal, et soit p
une mesure compatible avec S (il en existe, d'aprés le théoreme 5 (a)) 3 ona
Sc s ,dme S=5() ,etenfin p=gy (théordm 5 (b)). La resure &g

est donc maximale, et la seule mesure compatible avec S «

Réciproquement, soit p une mesure maximale j si S(w) n'était pas maximal,
S(p,) serait strictement contenu dans un ensemble filtrant maximal, qui serait de
la forme S()) d'aprés ce qui précéde. Les relations S{u) c SN 4 S AN
entrafneraient les relations W <<A, 1 # A, ce qui contredirait le caractére
maximal de i o L'ensemble S(p) est donc maximal, et le théoreme est établi.
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Voici enfin un complément utile au théoréme 3 &

e N
THEOREME 7+ = Supposons que K soit métrisables Soient A une mesure positive,

B une mesure positive maximale telle que A <<u, T une dilatation sur K

telle que 1'on ait TA= p o L* ensemble des x € K tels que la mesure Tx ne

soit pas meximale est alors A=négligeablee

Démonstratione = Soit (fn) nel une suite dense dans C 3 on a pour tout n 3

~ A~ ;
Ry £, =20 = Jp (T, £ = 15D dNx) =0 .
L)
Les fonctions fn - fn' étant positives, on a A~presque partout

A
(Tx » £, = fn) =0 pour tout n .
L'application f ~~ t &tant continue pour la convergence uniforme sur K,

L3
(voir [2]), cette relation entraine (Tx y £ = £)=0 pour toute fonction f e C3;

la mesure Tx est donc meximale pour A=presque tout X e
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