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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 701
(Théorie du Potentiel)
Te annde, 1962/63, n° 7 6 décembre 1962

’ ’
INT.éGRAIES STOCHASTIQUES ET MARTINGALLES DE CARRE INTEGRABLE

L)
par Philippe COURREGE

On étudie dans le présent exposé, 1'extension au cas d'une mertingale généra~
lisée de carré intégrable des méthodes de définition et de certaines propriétés
des intégrales stochastiques introduites par ITO et DOOB dans le cas du mouvement
brownien ou des cas dérivés (cfe [2] pages 426 et 436, et [3] page 175).

by

Ies notations et conventions sont celles du précédent exposé & ce séminaire sur
la décomposition des martingales de carré intégrable (cfe [1], § O)s

0. Position du probléme.
Soient X= (X t) 4R Une martingale généralisée de carré intégrable, et 4 = (‘[‘t)teR

le processus croissent naturel normelisé en O associé & X (cfe [1], 463, théo-

réme 3)eo Supposons d'abord que X soit standard et ait ses trajectoires 3 varia-

tion bornée (le cas discret (cfo [1], n°® l¢2) donne un exemple de telle martin-
gale)s Si &= (q)t)teR est un processus mesureble borné et nul hors de (a , b) xQ
(o =w<a<b<4+w), onpeut définir 1'intégrale stochastique /_::o <I>t X,
comme la variable aléatoire dont la valeur, en we€ Q , est égale & 1'intégrale
de la trajectoire + - @t(w) par rapport & la mesure sur R associée, par le pro-

cédé de Stieltjes 3 la fonction 3 variation bornée t+ - Xt(w) .

L'application & -/ "¢ dX, einsi définie est lindaire, oty si & est un

t Tt
processus bien adapté, & trajectoires en escalier de la forme
N L
\ R
(E) &, = 2 ¢, 1 (t)
tT e by Thety)

o =< ty<t <..o<t et oh, pour tout k, ¢, est une variable aléa~

toire Ftk-mesurable et bornée, on a

ne1
. 0 A oo 2 ., 1
(2) B/ 70, ax |y =B/ 17 |o % et} ()

(1) Pour la démonstration de cette relation, voir le n® l.3.
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Supposons maintenant, que X soit une martingale de carré intégrable quelcon=
que 3 X n'a pas, en général, ses trajectoires pe se & variation bornée, par
exemple, le mouvement brownien a pe se ses trajectoires 3 variation non bornde
(efe [3], ps 174) ; mais on peut alors utiliser la relation (1) pour définir
1'intégrale stochastique d'un processus bien adapté, 3 trajectoires en escalier
de la forme (E) ci-dessus, emsuite vérifier que la relation (2) est encore satis—
faite (cfe n° 1.3), et enfin utiliser cette relation pour prolonger, par conti-

nuité en moyenne quadratique, 1'application & - /':? o dXt o C'est ce que nous

t
allons faire dans la suite (cf. n° 103, le4)s Nous montrerons ainsi que 1'on peut,

au moins dans le cas oi X est quasi continue & gauche, définir 1'intégrable
stochastique, des processus & fortement bien adaptés et mesurables tels que

B/ o |* abd <+ o

de telle sorte que (2) soit encore satisfaite (cfe n® 244 ot 245)e Nous Studie-~

rons ensuite, toujours deans le cas oo X est quasi continue 2 gauche, un procédé

de prolongement utilisant la convergence en probabilité (cfe § 3).

Nous étudierons seulement le cas d'une martingale définie sur la droite réelle
R 3 les autres cas s'y raménent sens difficultés (cf. appendice).

le Intégrale stochastique des fonctions étagées stochastiquess

lels = Dans ce paragraphe, nous sllons définir et &tudier 1'intégrale stochas-
tique pour certains processus bien adaptés dont les trajeetoires sont des fonc.-

tions en escaliere Nous prendrons ces trajectoires continues & gauche j ce choix

est motivé, d'abord par 1'analogie avec la théorie de 1'intdégration au sens de

by

Stieltjes par rapport & une fonction a croissante et continue & droite (si

u<v, l?ﬁ ) est continue & gauche et /[ l?ﬁ ) da = afv) = a(u) ) ; ensuite,
s ’
comse on le verra ci-dessous (cfo n® 2:6) par le fait que la relation (2) (cf-

n® 0el) n'est pas nécessairement vérifide si & est un processus dont les tra-

BN

jectoires sont des fonctions en escalier non continues & gauchee

le2e Les fonctions étagées stochastiquese

’
DEFINITION 1. = On appelle subdivision stochastique de 1'interwvalle fermé
(a, b) d¢ R= (= w , + ) , toute suite finie et croissante (Tk)ng.sn de

temps d'arr®t sur (a, b) telle que Ty= a et T,=Dbe

Toute subdivision ordinaire, &= t,<t; <.es <t =b de (a, b) est aussi

une subdivision stochastiques
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DﬁFINITION 2¢ = On appelle fonction étagée stochastique (sur R ) tout processus

® = (cbt)"beR de la forme s -
(E.S) V teR, o, = 2 ¢ }
k=0 kel

ol (Tk)OSk$n est une subdivision stochastique d'un intervelle compact (a , b)

2
1 )
k { T, <t<T

de R, et ou, pour tout k , ¢) st une variable aléatoire FT ~mesurable et

bornée. k

On appelle fonction étagée (sur R ), toute fonction étagée stochastique pour

laquelle les temps d'arr®t T, (0<k <n) sont constantss

k
Lutrement dit, une fonction étagée est un processus & = (@t)teR de la forme :
n:l R
(E) V teR & = 2 ¢, 1 (t)
t7 0t ot

U =< ty<t; <ee< t, <+ ©, et oi; pour tout k, est Ft ~ICSUT &=

LPtl«: k

ble et bornée«

PROPOSITION le = L'ensemble SS (resps & ) des fonctions étagdées stochastiques

(respe des fonctions étagdes) est un sous=espace vectoriel de 1'espace dos precessus

fortement bien adaptés, mesurables et bornés dont les trejectoires sont continues

a gauche et pourvues de limite & droite.

Soit ¢ = (ét)teR une fonction étogée stochastique ¢ @ est fortement bien
odapté ; en effet, soit T un temps d'arrdt borné sur R 3 on a g

@T:ZLP

1
k k {Tk<TSTk%l} ’

donc, pour tout 1t ,
CIJ 1 = Z (,P 1 .
T {1t} .k {Tk<TSTk+1A‘b} »
D'ou le résultat (3), puisque 3
91 YT <TT At} T Pk Mgt} HT<rt Hoer, o at)
kK="l * ® X <

est Ft-mesurable.

¢ est mesurable, car {t , w | Tk(w) <t< Tk+l(w)} €8y xFo

kel

(2) Autrement dit (cf. [1], § 0), @t(w) = @K(w) si Tk(w) <t < Tk}l(w) ; et
@t(w) =0 si t< To(w) ou Tn(w) <t

(3) Ie fait que & est fortement bien adapté résulte, plus généralement de ce
que 6§ cM (cfe n° 2.3 ci-dessous)e
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I1 reste & montrer que la sorme de deux fonctions étagées stochastiques est
encore une fonction étagde stochastique, ce qui résulte de 1'un ou 1'autre des

deux lemmes suivants s

IEMME le =~ Pour qu'un processus & = soit une fonction étagée stochas~

tique, il faut et il suffit gue & soit bien adapté et borné, et qu'il existe
un entier n et un intervalle compact (a4, b) de R tels que toutes les

trajectoires de @ sont des fonctions en escalier continues & gauche a support
dans (a, b) et ayant au plus n discontinuités.

La condition est évidemment nécessaires Pour montrer qulelle est suffisente,
considérons la suite croissante (Tk)l<k<n dos discontinuités doc @ « De fagon

plus précise, cette suite peut 8tre définie par récurrence comms suit 3
TO = a
. +
T (W) = inf{t | £ 2T (0) et |2, (w) -.@Tk(w) | > 0}

si cet ensemble est non vide, et

qu_l(w) =D
s'il est videe.
les relations
+
[T, <td=1{T, <t} nl U {1 <r}nle #op}} ’
re k
r<t

et

| e vel
permettent alors de démontrer par récurrence sur k que (Tk>1Sks est une sub~

{o £ o7} = ‘U{<I> <u}n{<1> > u} U{c1> >v}n{<I> < v}
r T k k

division stochastique de (a , b) (compte tenu du fait que le processus (o° )teR ,
standard et bien adapté, est fortement bien adapté, cfe 2.3 ci-dessous).
On peut alors écrire :

nE% + L0
vVt o = 2 & I
t o {Ty<teTy, 4

ce qui achéve la démonstration du lemme 1.

IEMME 2¢ = Si & et &' sont des fonctions étagées stochastiques, il existe
une subdivision stochastique (Tk)0<k<n telle que V t €R,

Q

K {T <t<T

@—Zcp
k+1}

Voo T
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et
n=1
Q
ot = 2 ot 1 .
v o T TSteT,
Soit (a, b) un intervalle compact tel que & = 0 et & = 0 pour

t ¢ (a, b) . La suite (Tk)05k<h défini par réecurrence en posant $

To(w) = a 9
et

. +
Ty 1(W) = inflt | + > T, (w) et "2 (w) £ @Tk(w) ou &} (w) ¥'®¥;(w) "}
8i cet ensemble est non vide,
Tk+l(w) =b s'il est vide s

répond & le question j3 on le montre comme ci-dessus dans la démonstration du
lemme le

le3e Intégrale stochastique des fonctions étagées stochastiquese

L4 \
THEOREME le =~ Soient X = (Xt)teR une martingale géndralisée standard de carré
intégreble définie sur R, et A= (At)teR le processus croissant naturel nor-
malisé en O associé (cfe [1], § 4)e

Si, pour toute fonction étagée stochastique

n-_-l o)
®= (8,) ol V teR, o, = 2 ¢ 1
t/ teR ? s 7 0y Pk {T<tgT, )
on pose @
5 5
(18) o dX, = 2 ¢ (X -X. ) ’
= b T g T T Ty

on définit une application lindaire de 1'espace 83 des fonctions étagées sto-

chastiques dans EZGD s F, P) ayant les propriétés suivantes ¢

2 2
(15,) B |/ e, ax, )™= B/ 27fe, | ek}
(Isz) E{/__::o q’_t dXt} = 0 .

(ISB) si S et T sont des temps d'arrBt bornés sur R, tels que 8<T, et

si Z est une variable aléatoire Fgq-mesurable et bornée, on a 2

T 7 )
zafs o, d.Xt=/S Zud, X, pe Se
Q

T . < s oo
(gg /é A dXt désigne 1'intégrele /;; 1{S<ms$} Qt dXt Yo

2
La variable aléatoire j;:f)ét dXt , ou sa classe dans L (Q, F, P) , est ap~-

pelée intégrale stochastique du processus & ;3 1'application ¢ - /;:? @t dXt est

appelée intdégrale stochastique (associée & la mertingale X ).
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Démonstration. ~ Dfabord Z ¢ = 0 entroine 2 ¢ (X X, ) =03
k {T 6T e P

1'application ¢ - / _:m <I>t dXt est donc bien définie par lo reletion (IS) ; et

elle est lindaire d'aprés le lemme 2 (n® 1.2)c

La relation (IS.?.) résulte de la proprigté forte de la martingale X (efs [1],
appendice). La relation (ISB) réclame une simple vérificatione Il reste & mon-
trer (181). On a

B |/ 1" e, dxt|2}-_- 5 oBloy oyt =X )& =Eg)}
) el Tk g+l R

mais, si £ <k, @ ch(XT - Xn ) est Fp —mesurable et de carré intégreble ;
Ll b k
donc, d'aprés la propriété forte de la martingale X,

Elg, ¢,(X - X )(X -X.)}=0 .
kT T T, T
A- -

VRN ax, [} = i E{“Pi(XTku B XTk)Z}
2
4! aprés la propriété (Dl) forte (cfe [1], proposition 1, n® le6)e D'eu le résul-
tat, puisque 3
Plag b)) =/ e
k1 k

d'apres la propriété de 1fintégration au sens de Stieltjes par rapport 4 la fonce

ah, (oo [1], n° 0u7)

tion croissante continue & droite t - i&t(w) rappelée au n° lele

lede Mesure v, sur (Rx Q, @ x F) , associde au processus croissant

intégrable A , et prolongement isométrique de 1'intégrale stochastiques = En

posant ) dv, = E{/ + <I> dlx } , pour tout processus ¢, memrable et 72 0,
on définit une mesure VA > 0 su.r 1’espace mesurcble (R x Q, x F) , et

pour tout processus & € £ (R x Q. By x T, v),

" dfat} .

On peut alors exprimer comme suit la relation (ISZ) :

400
/ O] dvA: E{/-oo ¢

1'application ¢ - f ke <I> dX est une isométrie du sous-espace 88 de

(R xQ, By x F vA) Ez(v ) dans L (Q , P) . Cette isométrie se pro=-
longe & l’ adherence E;S de & dans o (vj) , et le prolongement, que nous

noterons encore & - /_::O <I>t dXt y vérifie encore les relations (ISl), (ISQ) et
(183).
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Mu paragraphe 2, nous allons étudier, selon les propriétés de régularité de la
martingale X , 1'étendue de 1'adhérence ES de &y danms Ez(v A) .

2. Prolongement isométrique de 1'intégrale stochastiquee

2ele Tribu 6 sur R xQ engendrée par les processus bien adaptés dont les
trajectoires sont continues & gauches

PROPOSITION 2¢ =~ La tribu 6 sur R xQ , engendrée par les processus bien
edaptés dont les trajectoires sont continues 3 gauche, est aussi engendrée par
les ensembles de la forme Ju, v) x B, ot Be F, »

La proposition résulte de ce que 1]; v) est continue & gauche, de ce que toute
fonction étagée est OGemesurable et du Jemme 3 ci=dessous s

IEMME 3+ = Tout processus bien adapté, dont les trajectoires semt continues &
gauche, est limite simple d'une suite de fonctions étagées.

En effet, soit &= (<I> ) 4ep U tel processus que 1'on peut aussi supposer borné;
et, pour chagque n, so:Lt -n= tg < t’l < eee < tk = n une subdivision de
n

(-n, n} de pas <.1-. Si on pose

k =l

-l 1 (4

=0 by )tk’tk-l-l)

la suite (%) répond 3 la question.

Re2e Prolongement isométrique de 1'intégrale stochastiquees Cas d'une martin-
gale quelconque.

’ A
THEOREME 2+ = Soient X une martingale généralisée standard de carré intégrable
et A le processus croissant naturel associé 3 X (cfe [1], § 4)e

(1) L'espace & des fonctions étagées stochastiques est dense dans 1'espace
ﬁz(RXQ,S’v‘\‘)O

(2) L'intégrale stochastique introduite par le théoréme 1 se prolonge (de fagon
unique) on mne appllcatlon linéeire @ +/ " ¢ X, do (Rx0Q,6, v)
dans L (Q s P} vérifiant les relations (ISl), (ISZ) et (133) (cf. n® 1.3).

(2) résulte de (1).
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Pour montrer (1), il suffit de montrer que, pour tout M € 6 tel que
Mcla,b)xQ (o = ®<a<b<+w), 1, est limite, dens ez(vﬁ) d'une

suite de fonction étagées.

n—l
Soit § la famille des sous-ensembles de R x Q de la forme U )ti ’ ti-;-l] x Ai’
i=0

oh a=ty<t; <ea<t =Db etor Vi, L eF & est une algébre

t, }
. i
sur Ja s b) x Q car elle est steble par union finie et aussi par passage come

plémentaire, puisque
Qa, ) x\(Ju, v xB) = Qa, u) xQ v (Ju, vJ xCB) u (Ju, b) x Q) .

Par ailleurs, si L€ F , et a <u<vgb, Ju, v)x4h€F; done la tribu
sur Ja, b) x Q engendrée par F est égale 2 la trace de 6 sur @(Ja, b xQ)
C'est alors un résultat classique qu'il existe une suite (Mn) d'éléments de &

1 by 3
telle que, VY n, M CM et P(M\Mn) < =y clest-a-dire

RQ L R2 L
My =y Paysg s
n 4
d'ol le résultat puisque 13’& € & pour tout n e Le théoréme 2 est établie
n

COROLLAIRE. - Lfespace & des fonctions étagdes est dense (pour la topologie

de Siz(vA) ) dans 1'espace & des fonctions étagées stochastiquese

Remarques = On verra ci-dessous (cfe n® 246), que, en général (plus précisdément,

quend la mertingale X n'est pas quasi continue 3 gauche), 1'adhérence & de

& dans Ez(vh) ne contient pas tous les processus de £ (v&,‘) bien adaptés et
standardse On ne peut donc pas espérer améliorer beaucoup, dons le cas général,
le résultat du théoréme 2. Par contre, si la mertingale X est quasi continue

4 gauche (cfe [1], n® 2.1) 1'adhdrence E de & denms 532(\)‘,‘) contient tous
les processus de ﬁz(vﬂ) fortement bien adaptés. Résultat central de cet exposé
que nous allons maintenant établir.

2e3¢ La tribu M sur R x Q engendrée par les processus mesurables et for—

tement bien adeptése = L'ensemble des M e @; x F, tels que

{w] (T(w) , w) eM} e Fp pour tout temps d' arrdt borné T sur R, est une

tribu sur R x Q contenue dans (BR x F o

Pour qu'un processus ¢ soit mesurable et fortement bien adapté, il faut et
il suffit que & goit Temesurable.

I1 en résulte que M est la tribu sur R x Q engendrdée par les processus
mesurables et fortement bien adaptés.
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Tout processus bien adapté dont les trajectoires sont continues & droite est

Memesurables En effet un tel processus & est fortement bien adapté ; il est

aussl mesurable comme limite simple de processus mesurables de la farme

n
Y- 2 d

1 (t) o th<t, <ees <t .
et tk+l j-bk"l-’k-i‘l] 0 L

n

Enfin 6 c .

2444 Prolongement isométrique de 1'intégrale stochastique. Cas d'une mar-

tingale quasi continue & gauches.

THEOREME 3+ - Soient X une martingale généralisée stendard de carré intégre~

by

ble quasi continue & geuche et L le processus croissent naturel associé & X

(cfe [1], § 4)e L'intdzrale stochastique introduite par le théoréme 1 (n° 1.3)
’

peut 8tre prolongde (de facon unique) en une application linéaire ¢ - f’:ow o " dXt

de 1'espace ﬁz(R x Q, M, vy) des processus ¢ mesurebles et fortement bien
adeptés tels que B/ '™ [0,]2 al,} <+ dans 1'ospacc L@, F, B de telle
sorte que les relations ( ISl) ’ (IS.?.) et (ISB) (n° 1.3) soient encore vérifidese.

Cette epplication & - /__:om tbt dX'l:, ; qui prolonge celle introduite par le

théoréme 2 (n°® 242), sera encore appelée intégrale stochastiquee

Compte tenu du théoréme L (n° 1:3) et du théoréme 2 de [1], n® 2.2, le théo-

réme 3 résulte de la propriété de densité suivente

PROPCSITION 3. = Soit &4 = (Ii_b) tep Un processus croissant intégrable ayant

ses trajectoires continues. Pour tout processus fortement bien adapté et mesu-
rable ¢ tel que E{/ " |8.[% al} <+, ot tout &> 0, il existe un nombre
positif M et une subdivision stochestaque (Ty)q., tels que, si V= (\I’t) teR

N

est la fonction étagde stochastique définie par

nel M0
Y = (o) 1 V t€R ’
7 0 T {Tk<t$..k+l}
(o "= inf(sup(® , = M) , M) est la tronquée de ® 3 hauteur M), on ait
400 2 .
B{/ > |8, - ¥, | ah l<e .

COROLLAIRE 1, =~ L'espace & des fonctions ¢tagdes est dense dans
Ez(RXQ’m’ \)A) ©

COROLLAIRE 2+ - Soient X une martingele généralisée standerd de carré inté-

by

grable quasi continue 3 gauche, [ le processus croissent naturel associé & X ,

et @ un processus de Ez(R *x Q, Iy VL) o
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Si, pour tout te€R, & s'annule sur le sous=-ensemble S de Q, il en est

de mBme de f_:o <I>_b dXt o

En effet, d'aprés la proposition 3, / e <I>t dXt est limite pe s« d'une suite

de variables aléatoires de la forme Z <I>T (XT - X ) , qui s'annulent sur
k=0 "k Tkl k
1'ensemble S

2¢5¢ = Pour démontrer la proposition 3, nous allons nous ramener par un
changement de variable stochastique" au cas,. déja comnu (cfe [2], page 440), ou
At(w) =t pour tout (t, w) ¢ Ce cas est contenu dans le lemme suivent

IEMME 4+ = Soit (G ) une famille croissante (mais ne matisfaisent pas
nécessairement aux ax:Lomes Tz et T3 (cfe [1], n® Osl)) de sous=-tribus de F ,
et soit &= (<I> ) ueR Un Processus borné et bien adapté (3 la famille (Gu)u R

de sous=-tribus) tel que E{./.__:o |<I>ulz du} < + « ¢ Llors, pour tout € >0, il
existe une suite uy<u; < eee <u  telle que, si &= (Eu)u o ©st la fonction
étagde définie par

n=l

3 2 8

w10 “kl)“k"’ml)(u) !

on ait
"~
B/t e, - Eulz dul < e .

Pour une démonstration de ce lemme, voir [2] page 440, et [3] page 176e

Par ailleurs le changement de variable stochastique utilisera le lemme d'ana-
lyse classique suivant :

IEMME 5¢ = Soient a, beR; a<b, et o une application croissante et
continue de (a , b) dans R » Pour tout u € R, posons :

Blu) = infft | t € (a, b) et a(t) >ul si al(db) >u ’
et
Blu) = b si a(b) <u .
Ltapplication P de R dans (a 2 b) einsi définie a les propridtés suivantes
4
() =

(i) B est croissante et continue & droitee

(4) Si o est biunivoque, B est, sur (a(a) , a(b)) la fonction inverse
de o .
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(i1) a(a) cugald) => a(p(w) =
(ii1) a<tgb = "p(w) <t < u<a(t) "

(iv) Pour toute application ¢ de R dans R borélienne et bornée sur

Ja, b), ona:
a(b)

/]a,b] ¢ da = /oc(a) o(p(u)) du .

(i), (ii), (iii) se laissent vérifier par des reisonnements ¢lémentaires (pour
(iv), cfe par exemple RIESZ et NiGY : legons d'analyse fonctionnelle, pe 124).

Nous allons maintenant établir la proposition 3. Soit & wun processus forte-
ment bien adaptd et mesurable tel que E{/ ":o |<I>t|2' dIst} <+ o « On peut supposer
que @ est borné et nul hors de Ja, b x Q (ol =w<a<b <+ =)

Pour chaque we Q, et u€e R, posons :

1

eu(w) inf{t | t >a et Ay (w) >ul} si Ab(w) >

6,(w) =b si 4 (0)<u
u - eu(w) est la fonction B du lemme 5 corresvondant & la fonction croissante
et continue t ..,At(m) . Pour chaque ueR, Gu est un temps d'arrét sur
(a , b) ; en effet, d'aprés (iii) on a : fe, <tl={u<a} vour a<tgb.

Soit G =F, ; d'aprés (1), (Gu)ueR est une famille croissante de sous-

Oy

tribus de F .
- . L b . .
woit & le proesssus (@e )ueR o Montrons ..'.ibord que ¢ satisfait aux hypo-

théses du lemme 4 D'une part, puisque eu est Fe -mesurable pour tout u, le
u

processus (eu)ueR » qui a se# trajectoires continues & droite d'aprés (i), est
A
mesurable (cfe n° 2+3). Il en résulte que le processus (<I>e )u g = 0 est aussi

mesurable, puisque 1l'application u , w - <I>e (w) est composés des applications

megurables u, W - eu(w) s W et t, w23 (w) » D'autre part, puisque ¢ est
fortement bien adapté, le processus @ est blen adapté 3 la famille (Gu)u
de sous~tribuse Enfin, d'aprés la définition de 6, »

u >-[Lb(w) => eu(w) =b et u <1aa((A)) == eu(w) = a H

donc, si M= sup l@t(w)] , et puisque @t(w) =0 pour t¢ Ja, b(, ona:
tyw

E{/_'::o |<I>e ]2 du} = E{/LAb l<1> du} < ¥ E{fy =L } <+ .
u a

»
I1 résulte alors du lemme 4 appliqué au processus & , que, e > 0 d&tant donné,

il existe une subdivision Uy < uy < ses < u, telle que, si
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1 ) Vv uekR
870 Cu PRI ’

on a
ST L - g% aulse .
Soit alors ¥ = (Wt) 4R le processus défini par @
vo= 1y, ; bj(t) e;Lt ’ V tekR
montrons que ¥ répond & la question @
D'une part, d'aprés (iii), pour a<t<b et k=0, eee y n=1,

{uk <l < uk+1} = {euk <t g euk“}.

donc, compte tenu de ce que euk(w) € (a, b) pour tout k et tout w,

Il;l Q
VtER, W—';_@ {9 <t<6 } [}

b =
k=0 u‘.k uk uk+l
D'autre part, d'aprés (ii)

o

.o

b (W) <u<ly(w) => Aeu(w) =u et 6(w) €Ja, b)
donc,

.[a.a(W) <u< .be(w) => ‘Pe (w) = E.u(w) H
u

d'ou, d'aprés (iv) @
[&
o b 2
B/ 17 |e, ...1111 ak.} =B/ ° |eg -y | au}

e u u

i

B 2 w 2

= E{/Aa |<1>eu.. gl au} < B{/ " |c1>eu.. ;;u| du}

>

Ce Qe Fo D»

Remarques = Dans le cas particulier ou la mesure sur R associde & la fonction
croissante t - At(w) admet pe se une densité par rapport & la mesure de ILebesgue,
DOOB montre (cf. [2], pages 446-447) que llespace & des fonctions étagées est
dense dans l' espace des processus & mesursbles et bien adaptés tels que
E{/ oo |<I>tl dh } < 4 o « La restriction d!'8tre "fortement" bien adaptés emt donc
:mutlle dans ce cas. La question est ouverte de savoir s'il en est encore de méme
pour un processus croissant intégrable & trajectoires continues quelconqueg.
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2.6. Limitations du prolongement isométrique dans le cas oi la martingale X

by

n'est pas quasi continue & gauche. —~ Il résulte de la proposition 3 (n® 2.4) que,

by

lorsque la martingale X est quasi continue & gauche, la ferméture & dans
2(vA) de l'espace & des fonctions étagées, contient 1'ensemble des processus
® bien adaptés et & trajectoires continues 3 droite tels que E{/+°° |® l da }<+m¢

Nous allons montrer, par le contre exemple suivant, que ce résultat n’est plus

“

vrai, en général, lorsque la martingale X nfest pas quasi continue & gauche.
Soient Q = {wl s w2} ol £ Wy
F= OD(Q) = {¢ 5 {Wl} P {WZ} » Q}

th{;d,o} si t<ty et Fu=TF si t2t; (b t; €R est fixé) 9

0 t
et
P{w}) =a ot 0<a<1i .

Dans 1'espace de probabilité (Q , F , P) , la convergence ps S et la convergence

en moyenne quadratique, équivalent & la convergence simple.
Soient ensuite
cp_{w}uP({w}) 1{w}..a 9
et
R
Xy = E{@}Ft} = ¢ 1[to’+w)(t) .
On vérifie alors les propriétés suivantes :

ae X = (Xt)teR est une martingale de carré intégrable et le proecessus crois-

sant naturel associé est donné par ¢
2
hylog) = bylw) = Bl¢T 1y () (bem)

be Pour tout processus V¥ appartenant 3 1'adhérence & de & dans

Ez(R x Bp x ¥, vA) > On a3
-+ oo
/m v, &K, = Lpo‘?to

(i1 suffit de le vérifier pour ¥ € &, puis de considérer une suite de processus

v% e & tendant dans Bz(vA) vers We & )o

cs Soit & le processus défini par s
9
o =1 1 R s
t {ml} [tOPtcflt(t) (t € ) 3

BN

® est bien adapté, a ses trajectoires (pc se) continues & droite, et on a
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(1) E{chbt-}: a(l =a) £ 0
0

(2) BJeo, |2} = B/ |o % and = a(l = ) = (1 = q)
0
£0 siafg .
de T1 résulte de (b) et de (c) (relation (2)) que, si a# %— , O£ 5 .

Remarque. = Soient (Xt) teR  UDe martingale de carré intégrable, et A le pro-
cessus croissant naturel associée

as Si le processus ® = (1(u v[(t))tER (ot w <v ) appartient & 1'adhérence
T de & dans ¢ (vA) , on a nécessairement

/n::o Igu v((t) &K, = X - X; Pe 8o

. n . n
— 1 ° 1
en effet, soit & ( Yo /), (Vn)j(t)) 4ep § d'une part la suite (&) tend
vers & dans ﬁz(vA) 3 d'autre part
400
f_oo (I)I-[:;l dxt = XV..-l/n = Xu-l/n Po Se

d'ot le résultat, quand n - = , compte tenu de l'uniforme intégrabilité de
1'ensemble des X_zb (t €£k) »

be Dans le cas ou le processus croissant A a toutes ses trajectoires identiques
3 une mdme fonction croissante © , DOOB montre (cfe [2] pages 439=440) que 1'en-
semble des fonctions étagées & trajectoires continues & droite et dense dans
1'espace des processus @ bien adaptés et mesurables, tels que
E{/_':o ld’tlz d8(t) } <+ o ¢ Compte tenu de (&) et de (ISB)’ il semble alors natu=
rel, ainsi que le fait DOOB, de définir 1'intégrale stochastique en partent des

\,

fonctions étagdes & trajectoires continues & droite, et en posant 3

400 -
/__m &, ax

k +’k+l X
pour un processus & = (<I>t) teR de la forme
n-1

%= Z Lk [tk’ s (¥

) < < see ' ¢ = 2o
oty <ty < 'bn et o ¢ est F_bk mesurable et borné
Une telle définition ne conduit pas, en général, i une intégrale stochastique

satisfaisant aux relations (ISl) et ( 2)9 ainsi que le montre 1l'exemple précé-

dent (cfe (c)) puisque ¢@ = 9 (X =X ) o
'b 'bo tO
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2.7. Propriété de martingale du prolongement isométrique de 1'intégrale

stochastique. — Soient a , be€R, agb et &= (@ ) un nrocessus tel

que le vrocessus (lj b)(u) ¢u)ueR aopartlenne a1l adherence & de & dans

£ (vA) (cf. n® 1,4) ; nous désignerons par /' @u dYu 1'intégrale stochastique
/;w Ija,b](u o, &, -

On a alors la proposition suivante :

PROPCSITION 4+ - Soient X une martingale généralisée standard de carré inté-

grable et A le processus croissant naturel associé a X o

Si a<b etsi o= (@ ) qer oSt un processus tel que Jo pvocessus
(1] b)(u) appartient 2 l'adherence 3 de & dans e~ (vp) (efe n® 144),

alors toute version du processus (/- @ te(a b) est une martingale de

carré intégrablea

I1 suffit de montrer que, pour a<s <t <b,
t s

1 = .
(1) E{/; ®u qu l Fs} - /; ®u qu

Soit (%) wune suite de fonctions étagdes convergeant vers le processus
(1)a,b](u) Qu)ueR dans £° (vA) o Pour chaque v € (2, b) , la suite

/ v oof dX ) converge vers J_ ' dX_  dans ° . donc dans il . T1 suffit

neN a u u v

donc, d'apres la propriété de continuité de 1'espérance conditionnelle, de mon-
trer la relation (1) pour @ é&tagée 3 ce qui est une aimple vérification.

PROPCSITION 56 = Avec les notations de la proposition 4, si la martingale X

a ses trajectoires continues, alors, il existe une version de la martingale

(/a ¢ ax )te[a b) qui a aussi ses trajectoirss continueso

I1 suffit de remarquer que la propriété est vraie lorsque & est une fonction
étagée, puis d'appliquer (en reprenant la suite (6™  introduite dans la démonse

tration précédente) le Lemme 6 ci-dessous & la suite des mertingales

t
— (/ CI)’vdX tEE“ bj o

IEMME 6e = Soit (Xn) une suite de martingales stendard de carré intégrable
définies sur l'intervalle (a , b) telle que la suite (Xg) soit de Cauchy
dans If(Q F, B) o Alors il existe wa cnsemble AeF , Penégligeable, une
sous=suite (X k) de X% , et upne martingale standard de carré intégrable Y

telle que, pour tout &€ QW ,

we

ilm Xnk(w: Yt(w) uniformément lorsque t déerit (a , b)
300



en outre, pour chaque t € (a, b),

Ln X =Y, dams K@, F, B .
n-o

On pourra aussi consulter & ce sujet [2] page 445; et [3] page 182

3« Prolongement de 1°intégrale stochastique utilisant la convergence en probabi-

Litéso

Dans ce paragraphe nous allons étendre au cas d'une martingale généralisée de
carré intégrable quasi continue & gauche le procédé de prolongement de 1'inté-
grale staochastique utilisant la convergence en probebilité introduit par K. ITO

dans le cas du mouvement brownien (cf. [3] page 178).

3ele = Nous désignerons par M(Q , F, P) 1'espace des classes de fonctions
numériques mesurables I-équivalentes ; si, pour tout h e M(Q, F, F) , on pose
N(h) = E{ lh } N(h = h') est un écart borné et invariant par translation
sur M(Q 9 ) , qui définit la topologie de la convergence en probabilité
(topologie compatlble avec la stwucture vectorielle qui fait de M(Q, F, P)
un espace de Fréchet).

On a alors la proposition suivante

PROPOSITION 6o = Soient X une martingale généralisée standard de carré inté-

grable quasi continue & gauche; et A le processus croissant naturel associé i
X o Pour tout processus & mesurable et fortement bien adapté tel que

E{/‘ml I dftt}<+oo9_gpaz

—r a—

400 SN .,.‘/ 00 2 1/3
(P N/ T K ) <4y le, 1% aa))

D! aprés la proposition 3 (n® 2.4), il suffit de montrer le relation (F) quand
® est une fonction étagde stochastiques Soit done ¢ une fonction étagée sto~
chastique, et a € R un nombre tel que t >a => @t =0

Pour chaque € > 0 , posons 3
‘I‘E(w) =inf{u | u<a et /_ l@ (m)f dh (w) > ¢ }
81 cet ensecmble est non vide, et
Ts(w) = a s'il est vide .

u 2 Y Ve . I
Le processus (/_oo l@sl dA <) uer étant bien adapté et standard, on a



Tl

{T_ <u}—~U{/r|<I>| dA, >s}eF, pour tout u < a .
#=4
Donc T est un temps d'arr®t sur R majcré var a . Le processus

{u<I‘ Ig ueR est donc encore une fonction étagée stochastique, et on a,

d' aprés (

1l

ol l/_jo 5 1{u§8}dxu|2} B/ 2 |e|? g, 1%

~

T
€ 2
= ® <€
=B/ e,]" an ) <
d'aprés la définition de T_ , et la continuité des trajectoires de L o Posons

s =/

>3

{J

u{<31‘} 5
P

:

m N

d'aprés ce qui précéde, on a E{S
Soit alors 1 un nombre >0 3 on a:
00
>
{/27 e ax | >n}
00 400 2 . < 0 2 2

¢ ({1 e ax | >n}a U7 |0 |®an, s €D 0 U/ 2% an, >

Mais, d'aprds le corollaire 2 de la proposition 3 (n° 2.4),

& 2 2 +o0 .
W € {/m [ﬁbul dAu < £} = Se(w) = f__oo o, qu(w) De Se H
dtou

HI o, ax | >l s, >nds B2 (e P an >

ou encore, d'apres 1'inégalité de Eeby\s/ev :

HI/ 2 dxl>q}<_2.+i_*;iuo//+“ ak )

(puisque la fonction o - ’I"‘EL‘"‘ (a > 0) est croissente)e

D'ou, finalement, puisque \I(/ +°°¢> dX) N o+ I{l/ <I> ax i >nl,

N(f_::% dX) q+-§+1+€N(\/+oo )
81/.2

e

"

n
on en déduit 1%indgalité (P) 3 en effet, prenons n 3 si

4 oo 2 . .
nV/IF e |fak) =0
il suffit de faire tendre € vers O3 et si

+ o0 2 )
N(\//_Oo ]@ul dk ) >0

il suffit de prendre

€=

- x-—y

(\//+°o |‘I’ lz ak ]2/3 s



/:-...8

et de remarquer que

’ + o0 2 .
1\1(\/,/”=°o l@ul dfau)s 1 .

La proposition 6 est établie.

3025 = Soit alors mﬁ 1'ensemble des processus ¢ mesurables fortement bien
adaptés tels que

[ ]@_ﬁl‘: dh <+ @ Do so ,
et pour tout @ e I, , srit
P(P) = N(\,/ ';°° ]@ |2 ak ) o

p(® = ?) est un écart borné et invariant par translation qui definlt sur I,

une ‘topologie Gf compatible avec la structure vectorielley et £ (R xQ, R, vA)
est un sous-espace dense de JTL[ pour cette topologie 51 $ en outre, sur

Ez‘ RxQ, R, vf) » la topologie © est moins fine que la topologie initiale,

donc & est aussi un sous-espace dense de :mi, pour la topologie GA « La rela=
tion (P) (proposition 6} sfécrit alors
1

N/ e ax) <o,
et entraine que 1'application & - f__';w ¢, &, est continue de & RxQ, T, vA)
muni de la topologie induite par &, dans MQ, F, F) mui de la topologie de
la convergence en probabilité. L*application ¢ - /_::° <I>u qu se prolonge donc
en une application linéaire de :m,t dans M(Q s F s P) vérifiont encore la rele=
tion (P) °

Nous pw~vons done énoncer le théoréme

< )
THEOREME 4. « Soient X une mortingsle généraliséde standerd de carré intégre~

by

ble quasi continue & gauche, et 4 le processus croissant naturel associé & X
(efe [1], §4). L'intégrale stochastique introduite par le théoréme 1 (n® 1.3)
peut 8tre prolongde (de fagon unique) en une application linéaire & ~ /* o, dXt

de 1l'espace JTLA des processus & mesurables et fortement bien adaptés tels que

o0 2
/_:o ‘q)tl dA.t< 4+ o Ps Se 9

dgng 1'espace M(Q , F, P) des classes de variables aléatoires équivalentes, de

telle sorte que la relation srivante soit vérifiéde @

1/3

o

'E’T[ /20, ax,| L—é&- . \// +°°"l<1> 5 ak, 1

(P s
1o [/, ax,] ] \“\//w. d.d
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En outre, ce prolongement coincide avec celui introduit par le théoréme 3 sur
1'ensemble des processus ¢ € It tels que

27 l@tlz ah} <+ e °

APPENDICE

Appendice : Cas _d'une martingale définie sur R = (0, + ol «

On prolonge d'abord la famille (F )teR , en posant F'b F, pour <0

Ensuite, & tout processus & = \@t) % eR , on associe le processus % aéfini par

»

»
<I>t=<1>t si t=0, ct & =<I>O si t<0.81 X‘(X)’aeR+ est une martine

gale de carré intégrable, et si A= (At) +eR est le processus croissant naturel

A +

associé & X, A est le processus croissant naturel associé & la martingale de
A

carré sommable X o

Si on pose alors

) mﬁh
S e, ax =/ e X,

chaque fois que cette derniére intégrale est def:mle, on définit une mtegrale
stochastique qui ne porte pas de messe au point O (clestm=a=dire [re o { O}(t) d.Xt=O),
et qui est donc entiérement déterminde par la valeur qu'elle prend sur les proces=~

sus étagés ¥ de la forme
n-1
vV ot ¥ o= 2 gl
65 0 K ety

o O= 1%, <ty <eee <t et ob @ est F, ~mesurable et bornée Dans le cas

)(t)

on X est quasi continu & gauche, on obtient, a paertir de la proposition 3, le
résultat suivant s

L'espace &, des fonctions étagées VY= (‘I’t) 4er de la forme précédente est
+
dense dans l'espace des processus fortement bien adaptés et mesurables tels que

$00 2
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