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Séminaire BRELOT-CHOQUET~DENY 2=01
(Théorie du Potentiel)
7e annde, 1962/63, n° 2 25 octobre 1962

UNE ERééENTATION DE LA THéORIE DES ENSEMBIES SOUSLINIENS
APPLICATION AUX PROCESSUS STOCHASTIQUES

par Paul~André MEYER

La théorie des ensembles Keanalytiques, qui a longtemps passé pour un diver-
tissement polonais réservé & quelques spécialistes, est bien connue maintenant
gréce aux travaux de CHOQUET sur la capacitabilitée Or CHOQUET a démontré récem-
ment un tres beau théoréme sur la capacitabilité des ensembles sousliniens abse
traits, qui semble en particulier trés bien adapté asux besoins de la théorie des
processus stochastiques. Etant donné que la théorie de 1'opération (4) de
Souslin est un peu rebutante, et en tout cas assez mal connue, nous avons essayé
de montrer ici que toute la théorie des ensembles sousliniens abstraits et des
capacités abstraites peut se développer sans l'opération (A) , exactement sui-
vant le mdme plan que la théorie "topologique's La plupart des démonstrations
étant, ou trés faciles, ou tout & fait classiques, nous n'en donnerons presque

aucunee

I. Ensembles S-analzgigues.

le Notationse

Soit E un ensemble 3 nous appellerons pavage de E tout ensemble de parties
de E , contenant la partie vide. Si & est un tel pavage, nous désignerons paer
& (respe 80 ’ 86 ) 1'ensemble des réunions finies (respe des réunions dénom-

brables, des intersections dénombrables) d'éléments de &

Soient (Ei ’ Si) des ensembles pavés. Nous appellerons pavage produit (respe
pavage somme) des &; le pavage sur E= M B, (respe sur E = Z:Ei ) constitué

i

par les parties de E de la forme Il A (respe 2 Ay )o &0 A&, = E; (respe
i i

Ai.= %) sauf pour des indices en nombre fini, pour lesquels on a A €8y o

2+« Pavages semi~compactse

4
DEFINITION le ~ On dit qu'un pavage & est semi~compact s'il possede la proe
priété suivante : pour toute suite (An)nGN d'éléments de & , telle que
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ﬁA:ﬂ 3
neN n

il existe une partie finie I c N telle que

na=pg .

nel n

o

€ A\
THEOREME le = Soit & un pavage semi-compact 3 le pavage &5 p est encore

semi~compacte

Démonstratione = Nous nous bornerons & établir que

( & semi-compact) => ( &p semi=compact) .

Soit (Ah) une suite d'éléments de & , telle que l'on alt

N A £ P

nel

pour toute partie finie I C N . Chaque An est une réunion

U A,
jeg. W
n

ou Jn est un ensemble fini, et o les Anj appartiemment & & < On construit

T
)

alors par récurrence des jn e d
de N,

tels que 1'on ait, pour toute partie finie I

NA, £¢ s

nel njn

I1 résulte de la semi-compacité que l'on a alors

nj

N & . #f,ectafortiori N A £ .
neN n neN

N
THECREME 2« ~ Soient (Ei)ieI des ensembles munis de pavages semi~compactse

&; 3 les pavages I g et 2 &; sont alors semi-compacts.
i - i

/ 4
THECREME 3. - Soit (E , &) un ensemble pavé, et soit f une application de

E dans un ensemble F » On suppose que, pour tout x € F , le pavage constitué
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-1
par les ensembles f {x}nh , Ae &, est semi-compacte On a alors, pour

toute suite décroissante (An) d'éléments de & 2

fF(N &)= N f£(a) .
nell n nell n

3¢ Ensembles Sw-analytiquese

4
DEFINITION 2¢ = Soit F un ensemble muni d'un pavage & « On dit qu'une par-
tie A de F est Swanalytique s'il existe un ensemble auxiliaire E muni

———

d'un pavage semi~compact & , et une partie B de E x F, appartenant a

(& x g)oé , telle que A soit la projection de B sur F e

le pavage sur F constitué par les ensembles S-analytiques sera désigné par
la notation &(5) .
LN
THEOREME 3.
e Ona §cC a(g) .
be Tout éldment de @& (%) est contenu dans un élément de 56 .
ce On a [a(fg)JO = [0.(5)]6 = a(%) .

de Soient E un ensemble muni d'un pavage semi-compact & , B une partie
(5 % B)=analytique de E x F 3 la projection de B sur F est alors S-analyti-

quee

e« Soient (F, %) et (G, 8) deux ensembles pavés, et £ wune application
de F dans G telle que f"l(g) c®(5) « On a alors eussi f‘l(a(g)) c aE) .

£o 0 a A(A(3)) < A(S) .

La démonstration de ce théoréme ne présente aucune difficultée Il suffit de
revenir, chaque fois, & la définition decs ensembles S=-analytiquese Nous trai-
terons & titre d'exemple 1'assertion [Ct(ﬁ)]6 c &(3) « Soit (An)nEN une suite
d'ensembles S-analytiques ; il existe pour chacun d'eux un ensemble En s muni
d'un pavage semi-compact & , et un élément B de (Sn x 5)06 qui se pro-
jette sur F suivant A . Soit alors E 1'ensemble l;lEn muni du pavage
semi-compact & = !;l&n s et soit B;l le cylindre de base Bn dans 1'espace
E x F (ensemble des points de E x F qui se projettent sur En x F suivant

un point de B )+ Ltensemble N A est la projection sur F de N Bl , et cet
n n
ensemble appartient & (& x 5)0 5
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Voici un résultat simple, qui montre dans quel cas les ensembles "boréliens"

sont aussi analytiquese

THEOREME 4. - Soit (T, %) un ensemble pavé, et soit &(5) la tribu engen-
drée par les éléments de 5 « Pour que 1'on ait G(§) c A(8) , il faut et il
suffit que le complémenteire de tout élément de & soit S~analytique.

Soit un ensemble E , muni d’un pavage semi-compact & § supposons que % soit
une tribu, et que le complémentaire de tout élément de & appartienne a 80 H
le complémentaire de tout élément de & x § est alors (& x 5)=analytique, et il
en résulte que sa projection sur F est &w-analytiquee La mBme propriété est

done vraie pour la projection de tout élément de G(& x 8) e

4. Ensembles analytigues et ensembles sousliniense

Soient 7 (respe Z ) 1'ensemble des suites finies (respe infinies) d'entiers
>0+ Siun élément s de Z, est un segment initial d'un élément s' de 2,
(respe d'un &lément o de Z ) nous éerirons s < s' (respe s < o )e Pour
toute suite s € ZO s nous désignerons par |s| la longueur de s o Soit main-
tenant (F, ) un ensemble pavé ; on appelle systéme déterminant (sur &)

toute application Hs s - Hs de Z, dans S . Le noyau du systeme détermi-

nant H est llensemble ¢

A(H) = U N H .
*€Z s<g °

Les noyaux des systémes déterminants sur § constituent le pavage des ensem-

bles S=sousliniens, pavage que nous désignerons par S(5) .

Le théoréme suivent, que nous démontrons d'aprés CHOQUET, n'est en aucune manierw

indispensable au développement de la théories

4 b Y
THECREIE 5. - Les pavages (%) et $(5) sont identiquese

Démonstratione

1° Tout ensemble analytique est sousliniene

Soit A un ensemble snalytique ; 1l existe un ensemble E , muni d'un pavage
semi-compact & , et des éléments Enm de &, B ~de §, tels que A soit
la projection sur F de 1l'ensemble @
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nU(EmnXBm) .
nm

Or cet ensemble est aussi égal i ¢

;gz 2 (Eno(n) * Bnc(n)) y

Pour tout élément o de Z (respe s de Zo ), posons I, (respe I, Y= ¢
ou F suivant que 1l'intersection N E

(respe N E ) est vide ou
n no(n) nds| ns(n)
none Le pavage & étant compact,
(IO=¢) <> (3 s <g: IS=¢) .

Posons alors, pour tout s € 25 s de longueur n s

HS = an(n) N IS .

Le noyau du systéme déterminant (HS) est égal a A .

2° Tout ensemble souslinien est analytiquee

Soit A le noyau d'un systéme déterminant (HS) « Soit T le compactifié
d'Alexandrov de 1l'espace discret N, et soit (E , & 1'espace compact I@g,
muni du pavage (semi-compact) constitué par ses parties ferméese Pour tout &lé=-
ment s de 25, soit ZS 1'ensemble des suites infinies d'entiers qui com-
mencent par la suite s : on vérifiera aisément que ZS est un 8@6 de E .
Posons ensuite G = 2, x H  ; c'est un (& x S)Oé « Pour tout entier p , soit

)
Jp la réunion

(o
[
Ve

|sl=p

soit enfin B 1'intersection des Jp, + B est un ensemble (& x S)=wanalytique,
sa projection sur F est donc analytique, et on vérifie aisément que cette pro-

jection est égale & A .
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II, Le théoreme de capacitabilité

DEFINITION 3¢ = Soit § un pavage d'un ensemble F , staoble pour les opéra-

tions de réunion et d'intersection finies. On appelle capacité sur F (sur

(F, 8) , s'il peut y avoir ambiguité) une fonction I , définie sur P(F) , 3

valeurs dans 34 s qui possede les propriétés suiventes g

19 I est croissantec

2° Pour toute suite croissante (An) de parties de F , on a 3

I(Li An) = SEP I(An) o

3° Pour toute suite décroissante (B ) d'éléments de § , on a ¢

I(r;l Bn) = igf I(Bn) e

Une partie A de F est dite capacitable si 1'on a 1'égalité ¢

I(4) = sup I(B) .
BchA

Bﬁﬁé

L4 K3
THEOREME 6e¢ =~ Tout ensemble $-analytique est capacitablee

La démonstration de ce théoréme est identique & la démonstration classique de
CHOQUET, telle qu'elle est exposée dans BRELOT [2] ou dans BOURBAKI [1], par

exempleo

THEOREME 7« = Soit 3 un pavage d'un ensemble F , stahle pour les opérations
de réunion et d'intersection finiesa Soiq I une fonction d’ensemble définie -

sur § , positive, croissente. fortement sous-additive. Posons, pour tout
Aeﬁgog

(L) = sup I(B)

B
ECA
puis, pour toute partie C de F :
1%(C) = inr I7(A) .
Ae%o

e
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Pour que I soit une capacité fortement sous=additive, il faut et il suffit

que I wvérifie les deux conditions suivantes ¢

19 Pour toute suite croissante (An) d'éléments de & , dont la réunion A

appartient & $ , on a

I(4) = sup I(An) .
n

”° Pour toute suite croissante (A ) a'éléments de S, on as

* .

IIT. Application aux processus stochastiques.

ls Définition des processus stochastiquese

On considére un espace probabilisé (@, §, P) ; la loi P est supposée
compléte, ce qui signifie que toute partie A de Q qui est contenue dans une
partie mesurable et P-négligeable, est elle~m®me mesurable (et P-négligeable).

Un processus stochastique est une fonction (t , w) - X(t , w) , définie sur

1'ensemble produit §+ x Q , & valeurs dens un espace mesurable E , qui posséde

la propriété suivante g
pour chaque t €R_, 1'application partielle w +X(t , W) est S-mesurable.

Nous désignerons cette application par Xt » de sorte que nous écrirons indifw-
féremment X(t , w) ou Xt(w) s et que nous parlerons indifféremment du pro-

cessus X ou du processus (X’c)

Nous nous bornerons ici au cas des processus stochastiques pour lesquels
1'espace d'états E est la droite rdéelle R (ou parfois la droite achevée E )e
La théorie que nous présentons ici s'étend facilement aux processus & valeurs
dans un espace localement compact & base dénombrablee

Nous dirons que deux processus stochastiques X et Y (définis sur le mBme
espace probabilisé) sont des modifications 1'un de 1'autre si 1'on ay pour chaque
te §+ :

P{Xt(w) £ Yt(w)} = 0 .
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Un processus X est dit mesurable si la fonction (t, w »X(t y, w) est

mesurable, lorsque §+ x Q@ est muni de la tribu produit naturelle.

2, Temps d'arr@t.

On est smené la plupart du temps & introduire une structure supplémentaire sur.
1'ensemble Q , de la manidre suivante ¢ on se donne une famille croissante de

sous-tribus de § ¢ ($t) teR il est commode de supposer que cette famille
M..!.

est continue & droite (on a I 5, = § pour tout se R )y et que la tribu
8

30 contient tous les ensembles P-négligeables. On dit alors qu'un processus

(X,) est adapté & la famille (5 ) si la variable aléatoire X  est §, ~mesu~
t —_— t t t

rable, pour tout telk -

On appelle temps d'arr8t toute variable aléatoire T définie sur Q , a
valeurs positives finies ou non, telle que l'on ait $

{T<'t:}e$t pour tout te R .
On peut associer & chaque temps d’arr@t T une tribu ST s composée des

ensembles A€ % tels que l'on ait

An{T<t}les

£ pour tout t € §+ .

La continuité & droite de la famille (ﬁt) permet d'ailleurs, si on le désire,
de remplacer le signe < par < dans les deux définitions précédentese Si S
et T sont deux temps d'arrtt tels que ST, ona S5 C S8

Soient X un processus stochastique, T un temps d'arr®t 3 nous désignerons
par X, la fonction sur Q, égale 3 X(T(w) y w) sur l'ensemble {T < o},

A

4 0 sur l'ensemble {T = o}

3¢ Définition de divers pavages sur }L x Qe

Soit s un nombre > 0 . Nous désignerons par @, la tribu borélienne de
1'intervalle (O 5 s) . Nous dirons qu‘un processus stochastique X possede la

propriété (MA) si s

el

pour tout s > 0, l'application (t, w) »X(t , w) de (0, 8) x Q dans R
est ( B x ‘e?s)-mesurableo
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Nous dirons qu'une partie A de B# x Q posséde la propriété (MA) si son
indicatrice (;A(t ;s W =1 ou O suivant que (t ; W) eppartient ou non 2
L) la posséde 3 les parties qui possédent la propriété (Mh) forment une tribu
sur 34 x € , pour laquelle les fonctions mesurables sont les processus qui pos—
sédent (MA) -

Soient S et T deux temps d'arr®t tels que S < T . Nous leur associerons

des "intervalles stochastiques® g
(5, (={(t, w: 5wLt<T(W}

On définit de méme des intervalles (S , T) » etce Nous désignerons par 3 le
pavage sur §¥ x 0 constitué par les intervelles stochastiques de la forme

(5, T( o Nous dirons qu'un processus stochastique X est bien mesurable s'il

est mesurable relativement & la tribu &(3) engendrée per 3

Tout intervalle (S , T( possédent la propriété (ML) , tout processus bien

mesurable la posséde aussic

Soit T wun temps d'arr®t ; pour chaque suite (Sn) de temps d'arr®t infé-
rieurs & T , considérons 1l'ensembie @

S )= {ws 8 (W) <Nw) ,Vnel,  1ns (W=1w} .

n
n

Soit J la réunion essentielle de tous ces ensembles, pour toutes les suites
(Sn) 3 sil'ona J= {T >0}, nous dirons que le temps d'arr8t T est presque
approchable (nous réserverons le mot Yapprochable" su cas oy il existe une seule
suite de temps dfarrét 8§, $ T, telle que J(Sn) = {T>0})

P

Nous désignerons par &' le pava-e sur 54 x Q constitué par les intervalles

stochastiques (S , T) qui possédent les propriétés suivantes :
1° T(w) < @ pour tout w tel que S{w) < *,
2° Ie temps d'arréet S est presque approchablee

Voici quelques propriétés de ces pavages 3

L4 ~
THEOREME 8. - Soient X un processus qui posséde la propriété (ML) , T un

temps d'arr®t ; la fonction XT est alors une variable aléatoire ﬁT-mesurablec
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Démonstration. — Soit ¢ un nombre 3 O3 1fapplication w - (inf(T(w) , s) , w)
de Q dams (0, s) x Q est mesurable lorsque le premier ensemble est muni de
la tribu $  , et le second de la tribu @ x 3 o On obtient aldrs le résultat

en composant cette application avec 1'application (t , w) - X(t , w) , définie

sur le second ensemble, et en revenant & la définition de &y «

On appelle "trajectoires" d'un processus les applications t - X(t , w) .

THEOREME 9, - Tout processus X dont les trajectoires sont continues & droite

est bien mesurable-

Démonstration. ~ Nous comaencerons par remarquer que XT est une variable

aléatoire $T mesurable pour tout temps d'arrét T o Pour 1°'établir, on appro-

chera T par les temps d'arrdt s
T(w)=inf{t: teD , t>TW)} (nel)

ol Dn désigne 1l'ensemble des nombres de la forme k/2n (k € ﬁ) s on utili=~

sera la mesurabilité de X; par rapport a & (immédiate, du fait que T,
n n
ne prend quiune infinité dénombrable de valeurs), et la relation

qui résulte de la continuité & droite de la famille (QL) .

Ceci étant établi, on construit des temps darrdt S, s par récurrence, de la

maniére suivante 2

S, (W =inflt s t>8 (W), [L(w) - Xsn(w)l > e} (e > 0) o

La vérification de la mesurabilité des S = est immédiate, par récurrence,

grice 3 la continuité & droite des trajectoirese On considére alors le processus 3

Lorsque & - O, le processus Y converge vers X o FPosons ¢



R2ell

Tkn(w) Sn(w) sil'on a ke < Xg (W) < (k+ 1).e

n

co dans le cas contraire a

Le processus X est limite des processus bien mesurables

2 keol
k.n {Tkﬁgfsnfl}

Ce théoréme entraine le résultat suivant § la tribu des ensembles bien mesurables

by

est engendrée par les processus & trajectoires continues & droite, ou encore par
les processus dont les trajectoires sont bornées, continues & droite et pourvues
de limites & gauche (1'indicatrice d'un intervalle stochastique (6 , T( est un

processus de ce type)o

5. Megurabilité des temps d’entréee

La premiére application de la théorie des capacités aux processus a été donnée
par HUNT. La généralisation suivante du résultat de Hunt est due & BLACKWELL et
FREEDMAN (sous une forme un peu différente de celle que nous donnons ici)e

Soit A une partie quelconque de 34 x Q0 3 nous désignerons par D, ("début”
de A ) la fonction définie sur Q par

Dy(w) = inf{t s (t , w) €A} .

’ S
THEOREME 10e =~ Si A est une partie mesurable de 34 x 2, D, est une varia=

ble aléatoire 3 si A posséde la propriété (ML) , D, est un temps d'arrdt.

Démonstration: —~ Nous nous bornerons & établir la seconde assertiene Consid4rous

1'ensemble {D, < s} ; c'est la projection sur Q de 1l'ensemble ((0, s) % Q) nA
Or cet ensemble est (Bs x Ss)mmesurable (11 nous suffirait qu'il 4t (@S x 38)»
analytique) ; sa projection est donc $Smanalytiqueg donc capacitable pour la
mesure extérieure associde & P (considérée comme loi de probabilité sur 58 )o

La tribu §, étant compléte, le théoréme est établio

Considérons en particulier une partie analytique B de la droite réelle. Si

le processus X posséde la propriété (Mh) s 1'intersection

(0, s) «Q) nx=t(B)
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est (8 g X ESS)-analy‘tique, de sorte que 1l'on peut eppliquer le théoréme précédents

La variasble aléatoire ;

TB(w) = inf{t ¢ Xt(w) e B}

est appelée le temps d'entrée de X dans l'ensemble B o

6+ Existence de diverses modificationss

Désignons par M(®) 1'ensemble des (classes de) variables aldatoires & valeurs
réelles définies sur (0, §, P) , muni de le distance suivante 3

7

-1 L
a(f ; g) = 2 — PF|f ~ g| > 2}
n 2

qui définit la topologie de la convergence en mesure. Il est bien connu que toute
suite de variables aldatoires (fn) , telle que le série 2 d(fn ’ fm—l) con=

verge, converge en mesure et presque partoute

Une application de R dans M(Q) sera dite mesurable si elle est limite
uniforme dfune suite de fonctions étagées mesurables; ou encore, si elle prend
ses valeurs dans une partie séparable de M) et si 1'image réciproque de
toute boule ouverte de M(Q) est mesurable dans R .

Le théoréme suivant est dft & DOOB (non publié). Kous ne le démontrercns pas

ea détails iei.

’ 3
THECREME 11, - Soit X un processus stochestique adapté eux tribus (5,0) ;

pour qu'il existe une modification de X qui posséde la propriété (MA) s il

faut et il suffit que 1'application t - Xt ﬁiﬁ R dans M(Q) soit mesurables

(La mesurabilité de 1'application +t - Xt est vraie pour tout processus mesu~

rable X , non nécessairement adapté & la famille (5 ) 3 pour établir la réci-
proque, on construit des processus (X ) qui possedent les propriédtés suivantes 3

x{é: Xk/n pour t € (/n, (k+ 1)/n( (k eN)

( ) 1/2-n pour tout t

n
Xk/n est S(k+1) /n—-mesurable pour tout k € N N
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On pose alors Y(t , w) = lim ™t , w) 14 oh cette limite existe, =0 14 od
n
elle n'existe pas ; le processus Y est la modification cherchée.)

THEOREME 12.

ae Soit X un processus stochastique mesurable, borné en module par une consw

tante. Il existe un processus stochcstique ¥ , bien mesurable, tel que 1l'on ait

pour tout temps dfarrét T s

Yo = B[X, | Sp] Po se o

be Soit X un processus stochastique qui posséde la propriété (MA) (ou tel,

plus généralement, que XT soit @&rmesurable pour tout temps d'arr®t T ) ; il

existe un processus bien~mesursble Y tel que 1l'on ait pour tout temps d'arrdt
T

YT:.' XT Ps Se o

Démonstrations = Nous nous bornerons & établir la premiére assertion, car la

seconde s'en déduit trés facilement. Soit M 1'espace vectoriel constitué par
les processus mesurables bornds qui vérifient (a) ; il est clair que cet espace
est stable pour les passages & la limite le long de suites monotones, uniformé=
ment bornées en module. Four montrer que M contient tous les processus mesu-
rables bornés, il suffit de montrer qu'il contient les processus de la forme s

Xt , o) = a(t)s2(w)

oi a(t) est la fonction indicetrice d'un intervelle de R _, et Z(w) désigne

une variable aléatoire bornée. Soi% alors {Zt) une version continue & droite

de la martingale (E[Z | 5%]) 2 il nous suffit de prendre ¢
Y(t . w) = a(t)oYt(w) o

Nous allons étudier maintenant une autre modification remarquablees Nous aurors
besoin de quelques remarques sur les temps 4'arr8t. Si T est un temps 4'arrdy,
et s1 A est un élément de ST o nous désignons par TA le temps d!arr@t défini
par °
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TA(w) = T(w) pour w el ‘I’A(w) = o pour wg A 0

I1 existe un élément A de S tel que T, soit presque~approchable, et

que 1'on ait pour tout temps d'arr@t presque-approchable S :

P{S(w):T(w)<oo, wa} =0 e

I1 suffit pour le voir de choisir pour A la réunion essentielle des ensembles
J[(Sn)] qui ont été définis au n® 3 ci-dessus. Le temps d'arrBt T, ainsi cons-
truit sera désigné par Sa ("partie presque-approchable de T ") dans la suite,
tandis que le temps d'arrtt T, , sera désigné par T, ("partie totalement inacw

cessible de T ")e

Pour tout temps d'arr®t T , nous désignerons par [T] 1'ensemble
{(t, w:s t=T(w}! (1e graphe de T )

et nous remarquerons que, si T est presque~approchable, 1'ensemble [T] est

J'=analytique, ainsi que son complémentaireo

THEORELE 13¢ = Soit X wun processus bien mesurable 3 il existe un processus

bien mesurable X' qui posséde les propriétés suivantes g
q

l(B) est.

——

1° Pour toute partie analytique B de la droite, 1'ensemble X'~

3'—analytiqueo

2° On a XT = X% Pe Se pour tout temps d!arr®t presque-approchable T e

3° Il existe une suite de temps d°arrét Rn tels que 1l'on ait @

{(t,we X(t,w£X(t, W}=U [th .
n

Démonstration. = Soit E 1'espace compact [0, 1]E o Le processus X étant

bien mesurable, il existe un processus Z & valeurs dans E y dont les trajec-
toires sont continues & droite et pourvues de limites & gauche (y compris une
limite & gauche au point & 1'infini), adapté & la famille (5%) , et une fonc-

tion numérique mesurable f définie sur E , telle que 1'on ait
X(ty, W=£fo2Z(t, w o

2’ 3 O o Y
Nous désignerons par Z  le processus obtenu en rendant Z continu & gauche ¢
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Zg(w) = Z,c’_(w) .

Commengons par établir que 1'ensemble (ZO)—](B) est d'-analytique, pour toute
partie analytique B de E o Il suffit de le montrer dans le cas ol 1'ensemble
envisagé est un ouvert U « Désignons par (Up) une suite croissante d!ouverts,

telle que U= U'U'p .

p
Posons ¢

k da
H = lim inf H
p n
H=UH .
p P

On a évidemment H= @O)"l(U) o I1 nous suffit donc de montrer que l'on a
Hknp € &' o Or posons ¢

knp(w) = k/2® lorsque Zi/zn(w) appartient 2 Up

« dans le cas contraire .

1

A1)

-
Hknp = [Tknp , Tknp + 1/27]

de sorte qu'il suffit d'établir que Tknp cst presquemapprochables Or soit (tj)
une suite strictement croissante, qui converge vers 1{/2n « Considérons les temps

dtarr®t suivants @

1

. 0
Sj(w) 'bj si Zt.(w) e Up

J

0 0
2B i Z) (W) £ U is Z w) €U
k2" si tj( ) £, , mais k/Zn( ) b

j+ k2P si Zg.(w) £ Up , Zl(:/zn(w) ¢ Up .

J

On a évidemment Sj < Tknp ’
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1im S, =
s J

et S.(w) <T
j J

Tknp knp(w)

dés que j est suffisamment grande

Nous allons alors modifier le processus ZO de la maniére suivantee Soit
(Dn) une suite de temps d'arr®t qui "porte! toutes les discontinuités de Z ,

en ce sens que 3

{6, w) s 2w #£ 2 _(w}=U[]
n

(pour voir qu'il existe une telle suite, on pourra choisir une distance d come
patible avec la topologie de E , et désigner, par Tnl(“» ’ Tnz(u0 cee Tnmﬂu) ,

le premier eee le m-iéme instant t pour lequel on a

V-3 > a6 , @) 2/ 3

il suffit emsuite de ranger ces temps dfarrét Tnm en une suite),

Construisons alors les temps d'arr®t Dg (parties presque~approchables des
D" ) et D? s et posons @

2 (t 5 w)

2(t , w) pour (t,w) eU[D]]
n

1l

(6, @) pour (t, ) £ UMDY .
n

Chaque ensemble [DzJ gtant 3'-analytique, ainsi que son complémentaire, 1'ene
semble Z’-l(B) est encore analytique pour toute partie analytique B de E j
il est clair que 1'on a Zq = 2§ pour tout temps d'arr®t presque approchable S
et que 1'ensemble {(t , w) ¢ 2Z(t , w) £ 2*(t , W)} est égal & la réunion des
[D?] . ‘

Pour obtenir la modification X' cherchée, il suffit maintenant de poser

La seule assertion qui demande alors une vérification est alors (3) : il suffit

de poser

I

n . s .
Rn(w) Di(w) si XDn(w) est différent de X n(w)

. D
i i

o dans le cas contraire

It
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et de remarquer que les Rn sont des temps d’a.rr@t.

7« Sections des ensembles bien mesurabless

THEOREME 14. - Soit A unc partie bicn mesureble de R x Q@ , et soit C le

sous—ensemble de Q ¢

C={ws 3T t: (t,w) e€h} (projection de & sur Q) .

Il existe, pour tout € > 0, un temps d'arr8t T tel que 3

{T< o} cC F{T(w) < o} >P(C) =&

(T(w) 4 w) € A pour tout w tel que T(w) < .

Démonstration. = Nous pouvons associer & A , en vertu du théoreéme précédent,

une partie bien mesurable A' et des temps d'arrdt Rn tels que 1'on ait s

At e a(3Y)

LAA = U [Rn] ( & désignant la différence symétrique)
n

(S(w) , w) ed <=> (S(w) , W) €A! po s

pour tout temps d'arr®t presque-approchable S o

Posons

1l

RIW = Ry(W) st (RW) , w) ek, (RW) ,w) £4

= o dans le cas contraire H

posons aussi 3
g _ 3 ! L
51(w) = inf(R] (W) wee RY(W))
et choisissons k assez grand pour que l'on ait

i § ) = oo < .
P[lx;fSn< y S, = =} <ef2
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D' autre part, désignons par J" le pavaege ajfé s et par & la fonction qui
associe & toute partie H de ‘I}_P x Q la mesure extérieure de sa projection sur
Q ; la fonction @ est une capacité relativement & 3" o L'ensemble A' , étant
#'-analytique, contient un élément A" de 3" tel que o(An) > O(A') = &/2
soit S le'Mébut" de AM : c'est un temps d'arrBt presque-approchable, et 1'on
a (Sw) , w) € A", donc € A' . Etant domné que S est presque-approchable,
on a2 aussi (S(w) , w) € A o Pour obtenir le temps d'arr®t T cherché, il suffit
de prendre ¢

T:: inf(S ’ Sl'{) ]
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