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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 1301
(Théorie du Potentiel)
6e année, 1962, n® 13 Juin 1962

SUR DES MESURES QUI DEFINISSENT DES GRAPHES D'APPLICATIONS
par Gabriel MOKOBODZKI

1. Préliminaires.

Soient E et F deux espaces vectoriels sur R ; soient A et B deux en~
sembles convexes non vides de E et F respectivement, et soit f wune appli-
cation affine de A dans B .

Soit alors y € A .

PROPOSITION 1. = Les conditions suivantes sont équivalentes :

l. £ est injective dans la facette de y 3

2, ¥y est extrémal dans 1'ensemble convexe :E‘-l(f(y)) .

Démonstrations = (1) => (2) est évident, car la facette de y par rapport

by

-l
& £ (£(y)) est contemedans la facette de y par rapport & A .

(R) => (1) se déduit du lemme suivant

IEME. = Si y est extrémal dans £ (f(y)) et sl y= Ay, + Q- 7») Y,
(Yl s ¥, € A ) ;‘yz s 0<A<1) alors y, est extrémal dans £ (f(yl)) .

Solent alors y) , y, dans la facette de y , et supposons que £(y,) = (%) =3

Soit V3 =21-(y1 + yz) 3 ¥ est dens la facette de y , et comme f est affine,
f (.'Y3) =z .
Mais y5 est extrémel dans £ (2) , par suite
V3= =V, .

Autre forme (équivalente) de la proposition précédente. - Soient tonjours E

et F des egpaces vectoriels sur R, C; et 02 deux cfnes convexes pointés
de E et F respectivement, et soit f wune application positivement linéaire
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de Cl dans O2 o

Soit alors y € G, ,tel que £(y) #0.

PROPOSITION 2., = Les conditions suivantes sont équivalentes

le f est injective dans le cbne convexe pointé engendré par (y - Cl) n G,
(ce cone est la facette de y dans C; ).

2: y définit une ar8te extrémale du cBne convexe pointé engendré par
-l
£ (£(y)

3. y est extrémel dans 1l'ensemble convexe f"l(f(y)) .

Le. proposition se démontre suivant le schéma

2e Etude des mesures extrémales.

Soient Z et X deux espaces compacts, ¢ une application continue de Z
dans X , qui se prolonge en une application linéaire vaguement continue de
M°(Z) dans '(X) définie par

"2 ale(e)) =/ (£ 0 o) do

ou feCRX et oge (2 .

Posons v = ¢(0)

IEME 1, - Pour que f , fonction numérique sur X , soit w=intégrable, il
faut et il suffit que f o ¢ soit o-intégrable.

' Désignons par M0 et Mv respectivement les ensembles

MO={0'; o' € W(2) ; o'< o} Mv‘={v'; vte @) ; vyl
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PROPOSITION 1. - Pour toute o € (2) , ¢ est une surjection de M_ sur
M =M °
ole) = v

Démonstrations — Il existe une application affine 1 de Mv dans Mo telle

que
¢ © ¢ = identité de M .
Définissons Y » Soit 0K V' < v+ Alors

vt o= fov

o f est v-intégrable et 0L f <1,

Posons alors
Yv') = (£ o g)eo .
I1 est clair que Y(v'). ne dépend que de W' et que
9 o Y(y') = .

Nous allons maintenant utiliser les résultets préliminaires, en remarguant que
. : 1
¢ est aussi une application affine de m%(z) dans W (X) .

PROPOSITION 2. - Les conditions suivantes sont équivalentes :

l. ¢ est une bijection de Mb sur Mv (¢ est alors l'application inverse)s

2. o est point extrémal dans 1l'engemble convexe {compact) ¢"1(¢(c)) .

La proposition est une application directe de la proposition 2 des préliminaires

et de la proposition 1 ci~dessuse

DEFINITION. - Nous dirons que ‘e € I (Z) est ¢-extrémale (ou simplement extré-

male, s'il n'y a pas de confusion possible) si les conditions équivalentes de la

proposition précédente sont vérifiées.

COROLIAIRE, - Si o est extrémale et si 0L o' < o alors o' 1'est aussi.

PROPOSITION 3. - Les conditions suivantes sont équivalentes




13-.04

A, o est extrémle (o e T (2)) .

Bs Pour toute f >0, o-intégrable sur 2 , et tout € >0, il existe un

————

compact K c 2 +tel que
le ofK) > (1 =€) o2) ;
2e flK continue dans K .

3¢ [((x,5) ek), (ox) = o(y))] => (£(x) =£(y)) .

Si ces conditions sont vérifides, il existe une fonction numérique unique g

définie et continue dans ¢(K) et telle que

g o o(x) = £(x) pour tout x €K .

Démonstrations = On peut toujours se ramener au cas ou 0 <f <1

Ly (A) _> (B)o

Soit
V' = o(fe0)
et soit f' y=intégrable, O < f' <1 , telle que
V! = frev = ¢(f.0) .
L'application ¢ étant une bijection, on a
(£f' o @)oo= feo .

Par suite f =f' ¢ ¢, O = pe pe sur 2.

Soit alors X; un compact de Z tel que o(K;) >0(2Z)(L - €) et tel que les

restrictions de f et f' o ¢ goient continues dans Kl .

Soit X 1le support de OIK = 3 oK) =0(K1) o Alors £ et f'o ¢ sont
1
continues dans K et égales o' = pe pe dans K , par suite

t(z) = £' o ¢(z) pour tout z € K .
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2. (B) = (&) .

On remarque immédiatement que si 0< o' <o et si o vérifie @), il en est
de méme de o' o On va montrer que (B) entraine que ¢ est une injection de
Mc dans Mv .

Nous aurons besoin des lemmes suivants :
IEMVE 1. - Soient o , 0, € n(z) , o, #0, et 0(0) =¢(a) .

Il existe alors of et o € M (2) telles que

ae o] <o ;3 A< of £a
be  ¢(a}) =q>(oé) .

ce Les supports de of et 02‘ sont contenus dans deux compacts disjoints.

Démonstration. ~ Soient

W =0, = inf(q , o) R
lp =0 = inf(my 5 05)
et soit K un compact de 72 tel que
(0 =05 W > @ -e) (0<e<i) .
Il existe alors HZ' >0, pé < Hy telle que

o(Hl) = @(ullF) .

Soit maintenant HE wun compact de Z tel que
W (H) > (2) (L = @) 0<agl ’
et tel que
HnK=4¢ .

I1 existe alors pj , OSSP < HlIK’ s telle que



13-06

olp)) = cp(pz‘lK) .

—_— |
Posons G]‘. =} et 0 = pz'lK .

Les mesures of et 02" répondent & la question.

IEMME 2. - De plus, il existe deux points x; et x, € Z tels que o(x) = 9k,)
et

Par suite, pour tous voisinages V1 et V2 de x et % respectivement, il
existe o} ,0f €M*(2) telles que

L. oo <o, 0< oy <ol .
2, Soi' cV, 3 Soé' cV, .
3. of £04 3 o(of) = ¢(of) .

I1 suffit de prendre x dans le support de Lp(di) , alors (p"l (x) rencontre
les supports de oi et cé .

Revenons & la démonstration de ((B) => (4)).
Supposons que ¢ ne soit pas une injection de M_ dans M , v = ©(a) o

Il existerait elors o , o 2 o,

0, »0,K 0 5 0y #0535 ¢lay) =9(0,) =V )

les supports X, et K, de o; et o, étant disjointse
Soit f 1la fonction caractéristique de K; .

D'aprés B , il existe un compact K de 2 ; K c K uK, tel que

L. 01,(K) ;%ol(z) H oz(K) >/23r oz(Z) .
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2. fIK coﬁtinue et ((x, 7y) e K)(o(x) =o0(y)) = (£(x) = £(y)) .

On a nécessairement
o(K; 0 X) n oK, oK) #0 .
Sinon on aurait, puisque ¢(o;) = o(o,) ,

20,(2) =2 0,(2) € 0, (K n k) < 0, (97 (oK n K;)))

< 0y n (K) < 5 0, (2)

ce qui est contradictoire puisque 9y #0 . I1 existe donc x, € Kl nkK,
X, € KZ n K tels que

o(x) =9(x,) et £(x) #£(x) ;

eontrairement 3 1'hypothése (B).

Soit toujours o € M (Z) , o extrémale.

COROLIAIRE l. - Soit fn une suite de fonctions numériques o-mesurables sur
/N

Pour tout € > 0 , il existe un compact K cZ +tel que

e o(k) > (1 = &) of2) .
Re fnl continue dans K pour tout n .
K
2 [(x,yeK) , (o) =0¢())] => £ (x) =£ (), V n .

COROLIAIRE 2. - Soit H un sous-espace vectoriel fermé de C(Z) et de type
dénombrable.

Il existe alors une suite Kn de compacts de Z telle que

L. Les ¢(Kn) soiert deux & deux disjoints .
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2. o( gKn) = o(z) .

3. Soit A =U Kn « Alors
n

[((x,y) eh), (o) = )] => (£(x) =£(y)) ¥V £€H

Supposons que Z soit de la forme Y xX ob Y est un espace compact métri-
sable et ¢ la projection canonique de Z sur X .

COROLIAIRE 3. -~ Il existe une suite Kn de compacts de X deux & deux dis-

joints et une application n de L =UK dans Y telle que, si v = ¢lo) ,
n

1. UK) = v(X .
S(U ) = w0

2+ n est continue dans chaque Kn .

3, Pour toute £ e C(Y) ,

/(foPY)do=ffon.dv

ol Py est la projection de 72 sur Y « Cela résulte du fait que C(Y) est

de type dénombrable.

Soient maintenant X et Y deux espaces compacts, V une mesure de Radon

sur X , © une application de X dans Y, telle que, pour toute f € e() ,
f o n soit v-mesurable .
Soit alors g € C(Y x X) , alors
x » g(n(x) , x) est v-mesurable sur X .

(Utiliser STONE-WEIERSTRASS.)

On définit ainsi une mesure de Radon o0 sur 2 =Y x X par
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[egdo=/glnlx) , x) dv(x) , V ge C(2) .

PROPOSITION 4, = la mesure O est extrémale pour la projection P, de Z sur

X ,et 1l'ona

PX(O) =V .




