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SUR DES MESURES QUI DÉFINISSENT DES GRAPHES D’APPLICATIONS

Gabriel MOKOBODZKI

Séminaire 
(Théorie du Potentiel)
6e année, 1962, Juin 1962

1 . Préliminaires*

Soient E et F deux espaces vectoriels sur R ~ soient A et H deux en-

sembles convexes non vides de E et F respectivement, et soit f une appli-
cation affine de A dans B .

Soit alors y ~ A .

PROPOSITION 1. - Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est injective dans la facette de y ;

2. y est extrémal dans l’ensemble convexe f_1(f(y» . ,

Démonstration~ - (1) ===&#x3E; (2) est évident, car la facette de y par rapport
à est contenre dans la facette de y par rapport à A.

(2) (1) se déduit du lemme suivant :

Y est extrémal dans f-1(f(y» et si y= Xy + (l-À) y y
(Y1 ’ Y2 e A; Y1 ~y~ ~ 0X1) alors y~ est extrémal dans f-1 (1(yi) ) .
Soient alors Y2 dans la facette de y, et supposons que f(Y1) = f(%) = z .
Soit Y3 = + Y2) ; y est dans la facette de y , et comme f est affine,

Mais 3 est extrémal dans f~’~ (Z) ~ par suite

Autre forme (équivalente) de la proposition précédente. - Soient toujours E

et F des espaces vectoriels sur R ~ el et C2 deux cônes convexes pointés
de E et F respectivement, et soit f une application positivement linéaire
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de C dans C~ ~
Soit alors y E C1 , tel que f(y) ~ 0 .

PROPOSITION 2. - Les conditions soivantes sont équivalentes :

1. f est injective dans le cône convexe pointé engendré par Cl
(ce cône est la facette de y dans C~ )~

2.. y définit une arête extréioale du cône convexe .pointé engendré par

f~(f(y)) . 
~ -

3 . y est extrémal dans l’ensemble convexe 

La proposition se démontre suivant le schéma

2. E tude de s mesures extrémales.

Soient Z et X deux espaces compacts, 03C6 une application continue de Z

dans X , qui se prolonge en une application linéaire vaguement oontinue de

dans définie par

où f E et 03C3 E m+ (Z) .

Posons v : 

1. - Pour que f f fonction numérique sur X , soit 03BD-intégrable, il
faut e t ïl suffit que f o cp soit 03C3-intégrable.
~ 

Désignons par FI 
J 

et Fi 
v 

re spectivement les ensembles
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PROPOSITION 1 . - Pour toute cr e m+(z) , 03C6 est une surjection de Fi sur

Démonstration..- Il existe une application affine 03C8 de M03BD 
v 

dans Fi 
cr 

telle

que

D éf ini s sons ~ . Soit 0 : v’ ~ v . Alors

où f est v.-intégrable et 0 ~ f ~ 1 .

Posons alors

Il est clair que ~(~’) ne dépend que de v’ et que

Nous allons maintenant utiliser les résultats préliminaires, en remarquant que
(p est aussi une application affine 

PROPOSITION 2. - Le s conditions suivantes sont équivalentes :

1. tp est une bijection de i~~ 
(j 

sur 
v (’P est alors l’application inverse).

2. 03C3 e st point extrémal dans l’ensemble convexe (compact) 03C6-1(03C6(03C3)).
La proposition est une application directe de la proposition 2 des préliminaires

et de la proposition 1 ci-dessus.

DÉFINITION. - Nous dirons que e E ?K (Z) est ..extrémale (ou simplement extré-
male, s’il n’y a pas de confusion possible) si les conditions équivalentes de la

proposition précédente sont vérifiées.

COROLLATRE, - Si ce est extrémale et si 0$ 0’ cr alors 03C3’ l’est aussi.

PROPOSITION 3. - Les conditions suivantes sont équivalentes :
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A. o est extrémale (ae?f~(Z)) ~
B. Pour toute f  0 , 03C3-intégrable sur Z , et tout e&#x3E; 0 , il existe un

compact K c Z tel que

1.

2.

3.

Si ces conditions sont vérifiées, il existe une fonction numérique unique g

définie et continue dans et telle que 
.

Démonstration. - On peut toujours se ramener au cas où 0 ~f ~1 ,

1, (A) ==&#x3E;(B). 

Soit

et soit f’ v-intégrable, 0 ~ f ~ 1 ~ telle que

L’application 03C6 étant une bijection, on a

Par suite f =f * o-p p~ sur Z.

Soit alors K. un compact de Z tel que o(K.) &#x3E; o(Z)(l - s) et tel que les

restrictions de f et f’ soient continues dans K. ~
Soit K le support de 03C3|K1 i = 03C3’ ; 03C3(K) = 03C3(K1) . Alors f et fi o (p sont

continues dans K et égales 10’1 - p. p. dans K , par suite
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2. (B) =~&#x3E; (A) .

On remarque immédiatement que si 0 : a’ ~ o et si a vérifie ~) ~ il en est
de même de o’ . On va montrer que (B) entraine que 03C6 est une injection de

M dans M . ,

a )) .

Nous aurons besoin des lemmes suivants :

IEMME 1. - Soient 03C31 , 03C32 e et = p (°2) .
II existe alors ai et E ~ "z&#x3E; telles que

c. Les supports de Q~ et o2 sont contenus dans deux compacts disjoints.

Démonstration. - Soient

et soit K un compact de Z tel que

H existe alors ’2  0, ’2  2 telle que

Soit maintenant H un compact de Z tel que

et tel que

Il existe alors ~1, 0. P( 6 telle que
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Posons ai = et 02 = ~21 i K
LeS mesUres J( et a( réPondent à la qUestion.

lEMME 2. - De plus, il existe deux points x1 et x£ e Z tels que 1p(X:!.) = 
. et

Par suite~ pour tous voisinages V 1 et V2 de xl respectivement, il

existe 03C3"1 , 03C3"2 ~ telles que

1.

2.

3.

Il suffit de prendre x dans le support de (p(~) ~ alors fi -1 (x) rencontre

les supports de o~ et c~ .
Revenons à la démonstration de ((B) ===&#x3E; (A)).

Supposons que (p ne soit pas une injection de Fi 
(j 

dans = (p(o) ~

Il existerait alors 0 ,

les supports K1 et K2 de al étant disjoints.

S oit f la f onc ti on carac téri stique de Ki .

D’ aprè s B , il existe un compact K de Z 9 u K2 te l que

1.
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2. f i K continue et ((x , y) e ==~&#x3E; (f(x) = f (y) )

On a nécessairement

Sinon on aurait, puisque = ~(02) ,

ce qui est contradictoire puisque 0’2 f; 0 . Il existe donc xl e Ki n K ,
x2 ~ K2 n K tels que

contrairement à 1’ hypothèse ( B) .

Soit a extrémale .

COROLLAIRE 1 . - Soit f une suite de fonctions numériques 03C3-mesurables sur

Z. 
n

Pour tout ~ &#x3E; 0 , il existe un compact K cZ tel que

1.

2.

~.

GOROLLAIRE 2. - Soit H un sous-espace vectoriel fermé de e(z) et de type
dénombrable.

il existe alors une suite K de compacts de Z telle que
- n

1. Les ç(K ) soient deux à deux disj oints .
- n ..
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2.

3. Soit A =UK . Alors

Supposons que Z soit de la forme Y x X où y est un espace compact métri-

sable et p la projection canopfique do Z sur X .

COROLIAIRE 3. - il existe une suite K àe compacts de X deux à deux dis-
n 

-

j oints et une application 1t de /&#x3E; = U K dans y telle que, si v = P(o) ,
--~ -- n ~

1.

2. n est c ontinue dans chaque K .

3. Pour toute f E e(Y) ,

où Py est la projection de Z sur Y . Cela résulte du fait que e(Y) est

de type dénombrable.

Soient maintenant X et .Y deux espaces compacts, v une mesure de Radon

sur X , 1t une application de X dans Y , telle que, pour toute 

soit v-mesurable .

Soit alors g x X) , alors

x ~ g(03C0(x) , x) est 03BD-mesurable sur X .

(Utiliser STONE-WEIERSTRASS.)

On définit ainsi une mesure de Radon o sur Z = Y x X par
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PROPOSITION 4. - La mesure a est extrémale pour la projection R- de Z sur

X , et l’on a


