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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 11-01
(Théorie du Potentiel)
6e année, 1962, n® 11 15 et 22 juin 1962

DECOMPOSITION DES SURMARTINGALES
par Paul-André MEYER

Le probleme de la décomposition des surmartingales a été posé par DOOB dans son
livre "Stochastic processes" [1]. Nous donnons ici un apergu des démonstrations qui
permettent de le résoudre.

1, RaEp_gl .

8. On se donne un espace probabilisé (Q , F , P) , ot F désigne une tribu

de parties de Q , et P une loi de probabilité sur (0 , F) . Il n'y aura aucun

inconvénient 34 supposer que la loi P est compléte : tout sous-ensemble d'un

ensemble P-négligeable est alors F-mesurable (et P-négligeable). On considére

en outre une famille (Ft) teR de sous-tribus de F , qui satisfait aux proprié-
~t

tés suivantes :
(T1) Les tribus F, croissent avec t .

(T2) La famille (Ft) est continue & droite : ona F n F, pour tout t .

't =
s>t
(T3) Chague tribu Ft contient tous les ensembles P-négligeables.

b. Les surmartingales que nous envisagerons seront d'un type particulier : nous
appellerons surmartingale une famille (Yt) teR de variables aléetoires numéri-

ques définies sur Q , qui satisfait aux conditions suivantes :

(s1) T, est Ft-mesurable et intégrable pour tout t e R, -

(S2) Pour tout couple (s , t) d'éléments de R telque s<t,ona:
T E[Yt[FS] presque sfirement (en abrégé : p. s.) .

(83) L‘applicétion (déeroissante) t - E[Yt] est continue & droite.

Une surmartingale dont les trajectoires sont continues & droite et pourvues de
limites & gauche sera dite standard. Les théorémes de Doob permettent d'établir
assez facilement l'existence, pour toute surmartingale (Y,) satisfaisant &
(S1)-(S3), d'une surmartingale standard (Xt) telle que 1'on ait X, = Y_ p. s.

t t
pour chaque t . Nous dirons que (X-b) est une version standard de (Yt) .
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On parvient & la notion de martingale en remplagent le signe < de (S2) par un
signe = . I1 existe une analogie entre la théorie que nous développons ici et la
théorie classique du potentiel, dans laquelle les surmertingales correspondent

aux fonctions surharmoniques, les martingales aux fonctions harmoniques.

Une surmertingale (Yt) sera dite achevée s'il existe une variable aléatoire
intégrable Y telle que 1l'on ait YS>/E[Y|FS] p. s. Lorsque (Yt) est standard

et achevée, la limite Y = 1lim Yt existe ps. s., est intégrable, et satisfait a
t=rc0

1'inégalité YS>/E[Y°°|F,G] pe Se

Appelons solution de Dirichlet une martingale standard (Xt) de la forme

(E[Y!Ft])teR s o0 Y est une variable aléatoire intégrable. DOOB a montré qu'une
M+

martingale est une solution de Dirichlet si et seulement si elle est uniformément
intégraple, et que 1l'on a alors Xt = E[XOOIFt] pe s. Soit alors (Yt) une sur-
mertingale achevée ; nous pouvons écrire, en désignant par (Xt) une version
standard de la martingale (E[YmIF 1_‘:\) :
— - n3é 344 3 n .
Yt =X, + (T, =X t) ("décomposition de Riesz")

Le premier terme du second membre est une solution de Dirichlet (la "solution
de Dirichlet associde 2 (Yt) ") ; le second terme est une surmartingsle standard,‘
positive, qui tend vers O 1lorsque t +tend vers « : nous dirons qu'une telle

surmartingale est un potentiel standerd.

ce Un temps d'arrét est une variable aléatoire positive T , finie ou non, telle

que 1'événement {T <t} appartienne 3 F 4 pour tout teR . La tribu Fy

des événements antérieurs & T est constituée par les événements L tels que

1'intersection A n {T< t} appartienne a F, pour tout t . Soient S et T
deux temps d'arrét tels que ST ; on a aussi Fqc FT .

Scient T wun temps d'arrét, A un événement antérieur & T ; nous désignerons

par T, le temps dtarrét défini par les relations :

Ty =T(W pour wea; T, (W) =+« pour wégA .

de Soient (Yt)Os <, une surmartingale standard achevée, T un temps d'arrét.
On pose p (w) = YT W) (w) 3 la fonction de w ainsi définie est une variable aléa~
toire Fp-mesurable et intégrable. Soient S et T deux temps d'arrét tels que
ST ; DOOB & &tabli 1'indgalité :
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To 2 E[YTIFS] Pe S» ("théoréme d!'arréih) .

Si (Yt) St est une solution de Dirichlet, on peut remplacer 1'inégalité par
une égalité.

e. Soit (Yt) g U surmartingale standard et achevée. On dit que (Yt)

appartient & la classe (D) si les variables aléatoires YT , associées a tous

les temps dtarrét T possibles, sont uniformément intégrables. On peut montrer

que toute solution de Dirichlet appartient & la classe (D) : toute surmartingale
achevée majorée par une solution de Dirichlet appartient donc aussi & la classe

(D) » Nous verrons que la réciproque est vraie.

2. Le probleme de représentation des potentiels.

a. Nous appellerons processus & trajectoires croissantes un processus stochas-

tique (A t) 4er  Qui satisfait aux conditions suivantes :
-+

(C1) A, est F -mesursble et intégrable pour tout te€R .

(C2) On a AO = 0 ; les applications t - At(w) sont croissantes et continues
a droite.

La condition (C2) entrafne 1l'existence de la limite A_ des At -; nous dirons

que le processus est intégrable si 1l'on a E[Aw] < o,

b. Soit (At) un processus croissant et intégrable. Choisissons une version
standard (2 t) de la martingale E[AoJFt] et posons :

I1 est facile de voir que ce processus est une surmartingale standard et posi-
tive. D'autre part, les théorémes de Doob sur les martingales montrent que les
deux termes du second membre convergent vers A lorsque t tend vers +«j; il
en résulte que (Yt) est un potentiel. Wous dirons que c'est le potentiel engen-
dré par (At) .

Soit T wun temps d'arrét ; posons Ap(w) = A‘I‘(w) (w + Une application du théoré-
me d'arrét de Doob (qui a été rappelé en 1 (d) ci-dessus) montre que 1l'on a :

Tn = %p = By = E[AmsFT] - Ay pe s .

La martingale (Z’c) étant une solution de Dirichlet, les variables aléatoires
de la forme ZT sont uniformément intégrables ; il en est de mféme pour les
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variables aléatoires de la forme AT » qui sont toutes majorées par A +Ilen
résulte que (Yt) est un potentiel standard de la classe (D).

Le paragraphe suivant sera consacré a la démonstration de la réeciprogue :

THEOREME 1. - Soit (Yt) un potentiel standard. Pour qu'il existe au moins un
processus croissant intéegrable qui l'engendre, il faut et il suffit que (Yt)

appartienne & la classe (D).

Un potentiel engendré par un processus croissant intégrable (At) est majoré
par la martingale E[A_|F t]) . Le théoréme 1 montre donc en particulier qu'un
potentiel appartient & la classe (D) si et seulement s'il est majoré par une mar-
tingale uniformément intégrable.

3. Démonstration du théoréme 1.

1 .
a. La topologie affaiblie o(L” , L) sur l'espace it ©Q,F ,P) sera appelée
"topologie o " dans la suite. Son intérét vient du théoréme de compacité de
Dunford-Pettis (voir [4]) que nous utiliserons sous la forme suivante : il est
possible d'extraire une suite o-convergente de tout ensemble uniformément inté-
. 1
grable de fonctions de L .

Par ailleurs, la topologie o posséde les propriétés suivantes : soit (fn)
1 .
une suite o-convergente de variables aléatoires de L~ , et soit f wune varia-
ble aléatoire égale p. s. & sa limite. Si les f, sont positives, f 1'est en-

core p. S. 3 si les fn sont mesurables par rapport & une tribu F (qui contient

t
les ensembles P-négligeables), f est aussi F g~mesurable.

b. IEME. - Soient (Xt) un potentiel standard, (Xi) (n € N) des potentiels

standard possédant les propriétés suivantes :

n

l. Pour chaque t€ R , les X,

convergent vers X, au sens de la topologie

t

[e )

2. Chaque potentiel (XI;) est engendré par un processus croissant intégrable
(A;‘) .

3. Les variables aléatoires AZ sont uniformément intégrables. I1 existe alors

un processus croissant intégrable (At) qui engendre (X’c.) .

Démonstration. - Les variables aldatoires (Ar;) sont mejorées par les (A:) :

en utilisant le théoréme de Dunford-Pettis et un procédé diamgonal, on extrait une
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suite n, telle que les (A:k) convergent vers_des vgriables aléatoires (Bt)
pour t rationnel et t = «» . Les processus (Xt + Atk) étent des martingales,
on vérifie que le processus (Xt + Bt) est une martingale pour t rationnel.

D'autre part, les By croissent avec t .
Pour tout s € R, , posons :
~+
M W) = lim [X, (W) + B, W]
s t rationnel v K ’
ts
limite qui existe p. s. pour tout seR - Posons ensuite
W) =X (W ~M (w
AW =X ) - ¥ )
(AS) est un processus croissant intégrable qui engendre (Xt) y & une petite ré-

gularisation prés que nous laissons aux soins du lecteur.

by

c. Nous allons chercher a associer des processus (X:) et (A:) , satisfaisant

aux conditions ci-dessus, & tout potentiel standard (Xt) qui appartient & la
classe (D). Nous commencerons par les remarques suivantes @

Soit T un temps d'arrét ; posons

pp Xy = B[y, [Fy] o

I1 n'est pas difficile de vérifier que le processus (py Xt) est une surmartingale
majorée par (Xt) , donc un potentiel de la classe (D)« Nous en choisirons une

version standard.

Nous n'utiliserons en fait que le cas oi T est une constante, que nous dési-

gnerons par la notation 1/n . Nous poserons alors :
n - -
Ht(uﬂ = n[Xt(ub Pi/n Xt(w)]
n _ [t
WO A HC (W) ds .

Ces expressions ressemblent évidemment beaucoup & des "laplaciens approchés" du
potentiel (Xt) .

de LEMME, - Le processus croissant (Ai) est intégrable, et le potentiel Oﬁ?
qu'il engendre est égal &
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n_ . t+1/n
¥ = E[n /,G X_ ds|F,]

en particulier, X0 converge en croissant vers X, lorsque n tend vers + « .

t t

Nous ne détaillerons pas la démonstration de ce lemme, qui est facile. On prend

un nombre fini u >t , et on établit les égalités :

B[A) - &7 | F,] = n.E[ /,Gu (g = Py %) aslF]

n.E /tu (Xs - Xs+l/n) dlet]
= B[ /,G"‘“l/n % as|F,] - neE[ /u“”l/_n X aslF]

le second terme a une espérance mathématique inférieure & celle de Xu H (Xt)
appartenant & la classe (D), cette espérance tend vers O , et le lemme est
établi.

e. La démonstration de 1'intégrabilité wniforme des A- est plus délicate.
Considérons les processus croissants intégrables de la forme

Ai(w) - /O"' H_ () ds

ol les varisbles aléatoires H (w) sont positives, et ob le processus (HS) sa~
tisfait aux propriétés de mesurabilité nécessaires pour que ces intégrales aient
un seng. Supposons que le potentiel (Xil) engendré par (Ai) soit majoré par
(X'b) + Nous allons montrer qu'il est possible, quel que soit ¢ >0 , de décom=-
poser le processus’ (Ht) en une somme de deux processus analogues (Hz) et

(Hc t) de telle sorte que l'on ait

C
B[ (Ai )2] < 202 .

H
E[A °1< r (o)

oh r(c) est une fonction positive qui tend vers O lorsque ¢ - » .

» 3 . , » H

Ces deux conditions suffisent & entrafner 1'intégrabilité uniforme des A
satisfaisant & la propriété de majoration considérée. En particulier, les poten-
tiels des (A:) étant majorés par (X 1,') , les (Ag) seront uniformément inté-

grables et le théoréme 1 sera établi.
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Soient

gc 1la fonction caractéristique de 1l'intervalle (o , c) de §+ R

Hi(w) la variable aléatoire Ht(w) . o Xt(w) y
T™(w) 1e temps d'arrét, borne inférieure des instants t tels que Xt(w) >c

T¢ tend vers + » avec ¢ , et 1'appartenance de (Xt) 3 la classe (D) montre

que la fonction r(c) = E[X c] tend vers O lorsque ¢ - »
T

Posons enfin H , = H, - H
c t

t s nous avons

¢

t 9
H | N .

E[A°] =Bl /o H @1 - &% o ¥,W)] as]< Bl /% H_as]=E[X ]
(o] s T TC

\< E[X ] = r(c) .
TC

f. Nous avons donc établi 1'inégalité relative a H, . Montrons maintenant que

le potentiel de (Hc) est majoré par c¢ . Nous avons

H® © c
X, =B /13 H (@) « ¢® o X () as|F] .
Soit S°( w) la borne inférieure des instants s >t tels que X}sI W) soit L e

on a XHO (W) < ¢ d'aprés la continuité & droite des trajectoires. Mais on a
S

c
dtautre part /tS Hs . o Xs = 0 « Par conséquent :

X, =E[ /Sc H « g° o X as|F,] < Ef /Sc H_ das|F,] .

La dernidre intégrale peut se calculer en prenant d'abord une espérance condition-

nelle relativement & F o * Or on a
S

S H
B[ js“‘ H_ dleSc] =XeSe

¢
g« Le potentiel de (AI,: ) est donc majoré par c . Nous allons montrer qu'on-en

déduit (d'aprés VOLKONSKI) 1'inégalité E[ (Al_gc

(ou les exposants c¢ ont été omis)

)2] < 2c2 . Utilisons la relation
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H 2 o H H
(AW =2 /O (Ao - &) oH, db .
L'espérance mathématique du second membre est égale a :
o H H o H H
2 [ EL(a] - &) B |F,] at = 28] /O HE[ (6 - &) |F,] at]

=28 [ B XL at] € 2080 /7 B, at]< 20 .

4« Solution du probléme de décomposition de Doob.

DOOB & remarqué, dans le cas d'un ensemble de temps discret, que toute surmar-
tingale était la somme d'une martingale et d'un processus dont les trajectoires
étaient des fonctions déecroissantes du tempse Il a posé la question de savoir &
quelles conditions il en était de méme dems le cas continu. La réponse est main-

tenant facile : nous dirons que la surmartingale (Xt) appartient localement &

la classe (D) si :

pour tout a fini, les variables aléatoires XT , assocides & tous les temps

dtarrét T tels aque 0 < T < a, sont uniformément intégrables.

On a alors le :

THﬁORﬁNE 2« = Pour que la surmartingale CXt) admette une décomposition de

Doob, il faut et il suffit qu'elle appartienne localement & la classe o .

Lt'idde essentielle de la démonstration (que nous omettrons) consiste & remarquer
que chaque intervalle (n , n + 1)  est isomorphe 3 (0 , + =) , & décomposer
(Xt) sur cet intervalle en une martingale et un potentiel de la classe (D), & re-
présenter ce potentiel au moyen du théordme 1, et & "recoller" les décompositions

obtenues. Il n'y a aucune difficulté dans tout cela.

5. Processus croissants continus et potentiels réguliers.

a. Il est naturel de se demander & quelles conditions il est possible de repré-
senter un potentiel (Xt) de la classe (D) au moyen d'un processus croissant in-
tégrable dont les trajectoires sont continues. Nous allons résoudre ce probléme,
en utilisant une méthode introduite par M. G. SUR dans 1a théorie des fonctionnel-
les additives de Markov.
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Nous allons établir d'abord une condition nécessaire : supposons que (Xt)
soit engendré par un processus croissant intégrable continu (At) y et considé-
rons une suite croissante de temps d'arrét (Tn) s la limite des Tn est un

temps d'arrét T , et nous avons :

E[XT] =E[A_] - E[At] 3 E[XT 1=E[r] - E[AT ] .
n n

I1 résulte du théoréme de Lebesgue que E[AT ] tend vers E[AT] : on a donc la

Bl n A

méme propriété pour E[XT 1 et E[XT] . Cela nous améne & énoncer la définition
n

et le théoréme suivants :

Nous dirons qu'un potentiel standard (Xt) est régulier s'il appartient & la

classe (D) et si 1'on a la relation :

Llim B[, ] = E[X;]
n n

pour toute suite croissante de temps d'arrét Tn qui converge vers T .

THEOREME 3. - Pour qu'un potentiel standard (X1? soit engendré par un processus
croissant continu, il faut et il suffit que (Xt) soit régulier.

b. Démonstration ¢ Cas ou (Xt) est borné. - Nous allons reprendre les nota-

. . n
tions du § 3 (c), et montrer que les processus croissants (At) convergent vers
un processus croissant continu. Commencgons par le cas ol le processus (Xt) est

majoré par une constante c¢ : nous avons vu au § 3 (g que l'on avait alors
2 2
B (Ay) 7] < 2¢ .

Dans ce cas, nous pouvons donc remplacer la topologie faible g(Ll ’ Ifﬁ par la
topologie faible O(L? ’ Lz) 5 11 existe alors une suite ny telle que les va-
riables aléatoires A%k convergent vers des varisbles aléatoires At au sens

de cette topologie, pour t rationnel ou infini. Nous avons vu que 1l'on pouvait
alors régulariser At en un processus croissant qui engendre (Xt) ¢ nous allens

montrer que ce processus croissant est continu.

Supposons en effet que ce processus ne soit pas continue Donnons-nous un inter-
valle (0, t), et une subdivision finie de cet intervalle au moyen de points
ti d'abscisse rationnelle : si la fonction Atﬁﬁ présentait une discontinuité

dtamplitude supérieure & h , on aurait 1'inégalité
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2 2
§ (Atm @ - Ati(‘*’)) >h

Si le processus croissant présentait des discontinuités avec une probabilité po-
sitive, l'espérance

E[2 (&
[1(""

2
-5,)%
i+l i

resterait donc bornée inférieurement par un nombre a >0 , quelle gue soit la fi-
nesse de la subdivision (ti) de (0, 7). Or la norme dans 12

est une fonction
semi-continue inférieurement pour la topologie faible :

¢ pour toute subdivision
(ti) » on aurait donc, pour tout n assez grand, 1'inégalité

E[iii (5

i+l i

Nous allons montrer que 1l'on a au contraire la propriété (S) suivante

v a>0, 3 une subdivision (ti) de (0, t) telle que 1l'on ait

E[X (A:: - A: )2] < a pour tout n assez grand .
i i+l i

Le lemme suivant est la clef de la démonstration. Il est dff & SUR, et il exprime
que (pl /n Xt) tend "quasi-uniformément" vers (X‘b) lorsque n - « .

ce IEMME, - Soit & un nombre positif, et soit T, le temps d'arrét @

Tn(w) = inf{t Xt(w) = Pi/n Xt(w) >e}

Ces temps d'arr€t croissent avec n ; si (Xt) est régulier, leur limite est +w.

Démonstration. - Soit T la limite des T ; le processus (Xt) étent régulier,
on a

E[XT] = 1lim E[XT ]

n n
On a la méme propriété pour le processus (p; /n Xt) , qui est régulier lui aussi,

comme on le vérifie immédiatement. Par conséquent, on a

Blkp = oy Jpl = Un By -y By ]

mais on a
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- >} Ee > Ee
*p . Pi/n X'rn 7 ST <o} X{T< o}
on obtient done

lin inf B[X, - p; /) X312 e BT < o} .
n

Or 1'espérance du premier membre tend en décroissant vers O lorsque n tend
vers + o j il en résulte que 1'on a T = ® pes. D'autre part, la décroissance

’ - ‘ L3 . > '
de X £~ Pi/n Xt lorsque n tend vers 1'infini montre que 1l'on a
Xt(w) - pl/m Xt(w) <e
pour tout m >n , sur l'ensemble {Tn> 1} .

d. Démonstration de la propriété (S). - Soit (ti) une subdivision de (O , )

by

On établirait 1'identité suivante, par des méthodes analogues & celle de
VOLKONSKI (cf. § 3 (g))

u

n
E[Z (A
i ( t1+1

t. .
n 2 i+l url/n
- 03)") = 28X [ T ne @ - py %) /) n(X, ~p, _,X)avl.
i i i i+l
On se fixe alors un nombre positif € , puis un nombre k tel que Pf Tk <t +1}
soit < e, et une partition (ti) de pas < 1/k . On intégre séparément sur les
ensembles {Tk <t+1l} et {Tk >+ 1}, et on obtient une majoration du second

membre par une quantité qui tend vers O avec € .

e. Passage au cas général. - Considérons maintenant un potentiel standard (Xt)
de la classe (D), qui est régulier mais non nécessairement borné. Si nous pouvons
montrer qu'il existe une série de potentiels réguliers bornés (X:) telle que
1'on ait 2 Xz = X, p. s. pour chagque t , le théordme sera établi pour (Xt) :
en effet, les (Xlz) sont engendrés par des processus croissants continus (Az) 3
si 1'on pose A, = )2 A: , cette série converge p. s. vers une quantité finie ; or
une série de fonctions continues croissantes converge uniformément sur tout inter-
valle o sa somme est finie : le processus croissant (At) est done continu, et

engendre (Xt) .

Nous établirons l'existence des processus (X:) de la maniére suivante : le
potentiel (Xt) , appertenant & la classe (D), est éngendré par un processus crois-
sant intégrable (Bt) « Soit gn la fonction caractéristique de 1'intervalle
(0, n) ae R, ; posons :
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%
B%n(w) = /O gn o Xt(w) dBt(w) .

Soit (Y:) le potentiel engendré par le processus croissant (B}Gn) ¢ la diffé-
rence (Xt - Yz) est un potentiel ; on vérifiera immédiatement que, si la somme
de deux potentiels est un potentiel régulier, chacun d'eux est régulier : il en
résulte que (Y:;) est régulier. Dtautre part, la méthode qui a été employée au
§¢ 3 (f) montre que le potentiel (Y:) est majoréd par n . Il suffit alors de po-
ser

n_ oo+l on
By = B'y B +

Le théoréme suivant donne une autre caractérisation de 1l'accessibilité.

/4
6. Etude de 1'unicité de la représentation.

Nous avons vu que tout potentiel standard (Xt) qui appartient & la classe (D)
est engendré par un processus croissant intégrable (A t) s €t nous avons donné
un procédé de construction de ce processus & partir des "laplaciens approchds" de
(X 13) . Des exemples simples montrent que 1l'on n'a pas d'unicité pour une telle
représentation. Nous allons chercher & caractériser une "classe d'unicité" natu-
relle, c'est-d-dire une partie U de 1l'ensemble des processus croissants inté-
grables, telle que tout potentiel (Xt) soit engendré par un élément unique de
U . I1 apparaftra d'ailleurs que cet élément est le processus (At) qui a été
construit plus haut.

Les démonstrations de ce paragraphé sont assez techniques ; nous n'en donnerons
que les grandes lignes. Voici d'abord quelques définitions.

a. Donnons-nous un intervalle (0 , ©) (0< t& «) , un nombre positif e , un
processus stochastique Y = (Yt) dont les trajectoires sont continues a droite
et possédent une limite & gauche en tout point (y compris le point & 1'infini).
Nous appellerons (Y , €)-chafne sur (C , 7) une suite (Tn) de temps d'arrét
qul satisfait aux conditions suivantes 3

(c1) T, =03 Tn\< Tn+1 pour tout n .

(CR) Ona T (w) =t pour n assez grand, sauf pour un ensemble négligeable
n P !
de points w de Q .

(C3) La fonction t - Yt(w) a p. s. une oscillation inférieure & e sur chacun
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des intervalles (Tn(w) s T W .

Nous verrons plus loin des exemples de telles chafnes.

b. Considérons un processus croissant intégrable (A,G) et une martingale stan-
dard bornde (Yt) . La fonction t - Ay (W) ne présente quiune infinité dénombra-
ble de discontinuités, et la somme de leurs valeurs est finie. Nous pouvons consi-
dérer alors la somme '

2 (A, ~A ), -Y.) .
t¢r t t-" 't t~
I1 est facile de voir que cette somme est une variable aléatoire intégrable. Nous

désignerons son espérance mathématique par la notation [(Yt) 9 (!&t) ] z®
Nous donnerons au théoréme suivant une forme un peu plus simple par la suite,

sous des hypothéses plus restrictives que celles-ci.

THEOREME 4. - Soit (X,) un potentiel standard de la classe (D). I existe un
processus croissant intégrable unique (At) , Qui engendre (Xt) et posséde la

propriété suivante :

[(Yt) , (A 'b)]‘c est nul pour toute valeur de T et toute martingale standard

bornée (Yt) >
c. La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant ¢

IEMME. ~ Soient Y = (Yt) une martingale standard bornée, (Tn) une
(Y , €)~chatne de temps d'arrét sur (0 , ©) , (At) un processus croissant in-

tégrable. La variable aléatoire :

(%) By A, -2 T Ay =Ap) | FO]
m m  Tmtl m

1 ' . .
converge en norme dans L~ , larsque e tend vers O , vers la variable aléatoire

() E[% By =8 )@ -1 ) I FI .

La démonstration du lemme suit le schéma suivant :

Soient (Tm) et (Sm) deux (Y , €)-chaines ; on vérifie que la différence
des variables aléatoires (%) correspondantes est majorée en norme par 2¢E[A_] .
On peut donc se borner 3 considérer une suite particulisre de (Y , €)~-chafnes,

& tendant vers O .
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On désigne alors par D =~ l'ensemble des we Q tels que la fonction + - Ytﬁu)
présente sur (0 , t) plus de n discontinuités dont 1'amplitude dépasse € , et

on choisit n assez grand pour que l'on ait :

b

At gp < € .

On définit alors par récurrence la chafne de temps d'arrét de la maniére suivante 3
T, =0

p+1(w) =suplrL T ;Tp(w) , }Yr(w) - YTp(w)] < %, Ar(w) N ATp(.o)\< %} .

On remarque ensuite que l'on a :
By A | Fol=E[2Y, (&, ~Ap) | Fl
p+l p+l P

alors que la variahle aldatoire (**) différe aussi peu que l'on veut de la somme :

E[Z(Y -YT - A ) | FAl

T 0
p+l- p+1 p+l-

lorsque € tend vers O . On est ramené en définitive & montrer que 1l'espérance
mathématique ¢

R R R I R W ST

prl  "p Tprl p p+l p+1-- p+l-

tend vers 0 avec & « On décompose alors cette somme en plusieurs autres, dont

une seule est délicate & traiter : la somme :

JT2@, -% ) (A -4 )] ap

p+l Tp+1- p+i- Tp

gu'il convient de couper en deux intégrales, ltune prise sur Dn y l'autre sur

Q - Dn s que 1l'on majore séparément.

d. Montrons que le processus croissant intégrable (At) qui a été construit au
cours de la démonstration du théorime 1 satisfait & la relation [(Yt) , (At)Jt =
pour toute martingale standard bornée (Yt) et toute valeur rationnelle de < «
La méme propriédté en résultera alors pour tout < .

Etant donné que nous n'avons pas détaillé les majorations qui conduisent au lem—

me précédent, nous nous bornerons ici au principe de la démonstration. Considérons
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une (Y , €)=-chatne (Tp) sur (0, 7) ; les espérances

E[Y.A]-B[2 Y, (& ~4)
(Y .s]-El r_‘_\p(Ter1 ATp]

B[Y_4%] - B z YTP(AITIPA - ATP)J

N n . P .
(ot les (At) sont les processus croissants continus définis en 3, ¢) sont treés
voisings des sommes ¢

E[ {Z} (f, -1, )0, -2)]s5  E éﬁ (7, - T,) @} - 40)]

et 1'on peut voir, en utilisant 1'intégrabilité uniforme des Ag s que 1'appro-

ximation est uniforme en n . D'autre part, les Uﬁp étant continus, on a
[(Yt) ’ (A::)]_c =0 pour tout n . On a aussi la relation

. n
tin B[Y A7) = B(Y .4 ]

. 1 .
par définition de la topologie oL , L) . Enfin, on peut montrer sans diffi-
culté que 1l'on a @

E[ X ¥, (& l-Ag)]=E[ZyT K =X
p pt p P P

)1 B2, (K -X )]
p+i P p p+l

=E[ZYT (Ag -AT)] .
p p+l p

I1 résulte de tout cela que 1l'on a

um (1) , W] =0=[() , Gl -
n

es Soient (At) et (Bt) deux processus croissants intégrables qui engendrent
CXt) et satisfont & la relation

[Ty (At)31= (T (Bt)]1=o

pour toute martingale standard bornée (Yt) « Nous avons aussi la relation, pour
toute chafne (Tp) de temps d'arrét sw (0 , ©) 3
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E[ZYT (A -AT)sz[ZYT x, - X )j:E[ZYT B, =B )l
p “ptl P P P p+l p “p+l P
Nous déduisons alors du lemme la relation :
r —
E(Y_.A_] =E[Y.B_] .

Or A_c et B. sont F_C-mesurables, et Y. peut 8tre prise égale & une variable
aléatoire quelconque, F_E—mesurable et bornée. Il en résulte que l'on a

At = B-c p- S. ; les trajectoires des deux processus croissants étant continues a
droite, on en déduit que 1l'on a

At(w) = Bt(w) pour tout t

sauf aux points d'un ensemble négligeable.

7+ Accessibilité des temps d'arrét.

I1 est possible de donner au théoréeme 4 une forme beaucoup plus agréable lorsque
la famille (F t) ne possede pas de "temps de discontinuité”. Le processus (At)
envisagé peut étre alors caractérisé par le fait que ses discontinuités ne coin-
cident pas avec certains temps d'arrét.

a. Nous dirons qu'un temps d'arrét T est un temps de discontinuité pour la fa-

mille (F t) s'il existe une suite croissante de temps d'arrét Tn , qui converge
partout vers T et qui est telle que 1l'on ait :

F, AVEN

cette derniére notation désignant la tribu engendrée par la réunion des tribus

FT'
n

be On a défini, dans 1l'exposé 5 de [2], une famille de tribus (Ft) associée
de manidre naturelle & un processus de Markov (X 1-,) 3 nous nous référerons a ce
cas sous le nom de "cas markovien". Il ntest pas difficile de déduire du "théora-
me de Blumenthal" que cette famille (F t) ne possede pas de temps de discontinui-
té.

ce Les définitions suivantes ne possédent d'intérét que dans le cas d'une famille

(Ft) sans temps de discontinuité.

Nous dirons qu'un temps d'arrét T est totalement inaccessible si T n'est

pas p. s. infini et si, pour toute suite de temps dlarrét (‘I‘n} qui converge en



1127

croissant vers T , 1l'ensemble

{fw: T < =, Tn(w) <TWw , V n}

est négligeable. Nous dirons que le temps d'arrét T est inaccessible s'il existe

un événement A € Fr tel que le temps dtarrét T, (cfe 1, ¢) soit totalement
inaccessible. Soit T un temps d'arrét qui n'est pas inaccessible : nous dirons
que T est accessible. Le temps d'arrét égal & + « sera considéré comme acces-
sible.

Le théoréme suivant donne une autre caractérisation de l'accessibilité.

d. THEOREME 5. - Supposons que la famille (F t) n'ait pas de temps de discon-

tinuité ; pour qu'un temps d'arrét soit inaccessible, il faut et il suffit qu'il

existe une solution de Dirichlet (Yt) telle que 1'on ait

1>{1rT 4 YT_} >0 .

Démonstration.

a. Suffisance. - Supposons que 1l'on ait, par exemple

P{YT 2 Y+ e} >0

ot € est un nombre positif. Désignons par A 1'événement {YT > I+ e} » qui
appartient & FT + Nous allons montrer que TA est totalement inaccessible.
Donnons-nous une suite de temps d'arrét Tn qui converge en croissant vers TA ’
et posons

an{w

e

Tn(w) < T, (W} (événement antérieur 2 Ty )

'B = {w

Tn(w) < TA(w) <o, V n}

en utilisant le théoréme d'arrét de Doob, on obtient @

fy Y @=Lk o1, ap ;
n n n A

on passe ensuite 4 la limite en utilisant 1'intégrabilité uniforme, et il vient :

LYy ao=/[7Y @
B - BT,

qui contredit la définition de A si 1l'on a P[A] >0 .
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bs Nécessités = Soit T un temps 4'arrét totalement inaccessible ; définissons

‘un processus croissant intégrable (Ut) de la maniére suiveante @

U (W) =0 si $<T(W ; U (@ =1 si £2TW .

Le potentiel (Xt) engendré par (U’c) est régulier. S'il ne 1'était pas, en
effet, on pourrait #rouver une suite de temps d'arrét Sn s qui convergerait en

croissant vers un temps d'arrét S de maniére que 1!'événement

A={w: 5,(W <8 , ¥ n, SW = T(W) < oo}

ait une probabilité positive. Cet événement appartient a Fq 5 la famille F t)
n'ayant pas de temps de discontinuité, on peut trouver une suite croissante de
nombres entiers n, et des événements B e FS , tels que 1'on &it ¢

£ty

1
P[(AnCBY u (B nCA) IS P() (1 "'2’k') .
Posons G, =B nB,n...nB , C= Q C, » Sil'on n'avait pas P(8) =0 1le

temps dYarrét T, ne serait pas p. s. infini, et il pourrait &tre approché, par
valeurs strictement inférieures, par les temps d'arrét Tk qui sont définis par
les relations :

i

T =8, () pow weo

k

1

Tk(w) © pour w¢ G\, .

Ceci contredirait 1'ineccessibilité totale de T .

Le potentiel (X'h) étant régulier, il est engendré par un processus croissant
intégrable continu (V t) » Nous avons alors la relation

E[leFt] -0, = E[VoolFt] -V, .
La martingale (EB[U -V_|F t]) présente donc une discontinuité d!amplitude éga~

le 31 & 1*instant T , et ne présente aucune autre discontinuité.

e. Nous arréterons ici 1'étude de l'accessibilité. Signalons cependant deux ré-

sultats, que nous ne démontrerons pas.
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- Si la famille (Ft) n'a pas de temps de discontinuité, et si T est un temps
dtarrét accessible, il existe une suite de temps d'arrét (Tn) qui converge en

croissant vers T par valeurs strictement inférieures a T .
~ Dans le cas markovien, un temps d'arrét T est accessible si et seulement si

les trajectoires du processus de Markov sont p. se continues a 1ltinstant T .

f. Soit (At) un processus croissant intégrable ; nous dirons que (At) est

un processus & discontinuités accessibles si 1l'on a

AT = Am*' Pe S»

pour tout temps d'arrét totalement inaccessible T .

Soit (At) le processus croissant intégrable envisagé dans 1'énoncé du théoréme
4 3 soit T un temps d'arrét totalement ineccessihle, et soit (Yt) la martin-
gale (construite & 1a fin de la démonstration du théoréme 5) qui présente un saut
d'amplitude égale & 1 & 1'instent T . Larelation [(Y) , (A)] entratne

1'égalité AT =A _ p. s., et il en résulte que (At) a des discontinuités acces-
T

sibles. Réciproquement, si (At) est un processus & discontinuités accessibles,
il ne présente aucune discontinuité commune avec aucune martingale, et il en ré-
sulte que la condition du théoréme 4 est vérifide. On a donc établi le

£
THEOREME 6. - Supposons que la famille CFt) ne posséde pas de temps de dis-

continuité. Tout potentiel de la classe (D) est engendré par un processus crois-

sant intégrable 3 discontinuités accessibles, et ce processus est unique.
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