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Séminaire BRELOT=-CHOQUET-DENY 10-0L
(Theorle du Potentiel)
6e annee, 1962 n® 10 8 juin 1962

LES FRINCIPES DU LAXTIIUM LN THECRTZ DU POTENTIEL

par Jacques DENY

Soit X un espace localement compact donné une fois pour toutes, sur lequel
on ne fait aucune hypothése de dénombrabilité. On désigne par Oy (resps C)
1'ensemble des fonctions numériques sur X & support compact (resps & support
quelconque), par VIK (respe M ) 1l'ensemble des mesures de Radon réelles sur
X & support compact (resp. & support ouelconque) par CK o eoc les sous-ensem-

bles de CF 5 %00 constituds par des éléments positifs.

Un noyau continu sur X est une gpplication linéaire positive V de GK dons
G « Une telle application est nécesseirement continue au sens suivant ; quels
que soient 1'élément f, € Gy , Je compact E cX et le nombre € >0, il existe
un voisinage u du support supp(fo) et un nombre n > O tels que les relations

£fecty, supp(f) cu, max | £(x) = fo(x)l <n
xeX
entrainent
|Ve(x) - Ve (x) | ey V x€E o
Le transposé du noyau continu V est 1'applicetion linéaire positive 7 de
M, davs M définie par (f, v ) = (V£ , p) pour tout couple £ e Cy,

B e MK « Cette application est continue lorsqu‘on munit MK et M des topolo=
gieg vaguese

On dit que le noyau continu V +tend vers O & 1'infini si, pour toute f € Ck -
la fonction continue V£ tend vers O & 1%infini.

1. Rappel concernant le principe complet du maximume

’
DEFINITION is = On dit que le noyau continu V satisfait au principe complet

du maximum si, pour toub couple £, g€ C.Ii.{ et pour tout nombre réel a =0,

la relation

Ve(x) <Vglx) + a
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a lieu pour tout x € X dés qu'elle a lieu en tout point du support de f

Pour a= 0, cet énoncé se réduit au "principe de domination" ; pour g =Q,

il se réduit au principe ordinaire du meximum (voir § 3).

. , . , 1 .
En modifiant légérement une démonstration donnée d'autre part ("), on obtient

facilement 1'énoncé du "principe dual" du principe complet du maximum @

LN
THECREME 1o - Pour que le noysu continu V satisfasse au principe complet de

nmaximum, il faut et il suffit que son transposé v* satisfesse au principe du

balayage avec diminution des masses ; autrement dit : quel que soit l'ouvert relam

tivement compact w et quelle que soit la mesure p € M';( s 1l existe au moins

o . - .
une mesure W' € MK possédant les propriétés sulventes ¢

(i) p' est portée par 1'adnérence W de

(1) V*pr <V pg

by

(iii) les restrictions & w des mesures V' U et V¥ W' sont identiques

(iv) /d‘l-t' </Jap o

En effet il est facile de voir que si V¥ satisfait au principe du balayage
avec diminution des masses, V satisfait au principe complet du maximum (on vérie
fiera que si VE£(x) < Vg(x) + a sur le support de f , on a la mlme relation en

tout point x € X , en utilisant une "balayée" de & sur 1tintérieur de supp(f))s

Pour montrer la réciproque, prenons un ouvert relativement compact w , et désim
gnons par Aw 1'ensemble des mesures positives nulles sur W (ctest un cbne con-
vexe et fermé de M) 9 x‘t 1'ensemble des mesures positives portées par W et
de masse totale <1, Ut) 1'image de M]' par v* (c'est un compact convexe do
M), U 1'image de M par v* .

Puisque V satisfait eu principe complet du meximum, les relations

"fel; f(x) <O horsde w, Vf(x) <1 sur w™®

i e st Ol O B -

(l) DENY (Jacques). - Les principes fondamentaux de la théorie du potentiel,
Séminaire de Thiorie du Poteatiel (Sémineire Brelot-Choquet-Deny), t. 5, 1960/61,
exposé n°® 6, 9 p.

Démonstration du théoréme : pour qu'un noyav continu strictement positif satis-
fasse au principe de domination, il faut et il suffit que son transpose satisfasse
au. principe du balayage ; & noter que, dans 1'énoncé du theoréme suivant, il est
inutile de supposer que le noyzu soit strictement positif.
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entrainent
Ve(x) <1, V xeX .
I1 revient au m@me de Gire que les relaztions @
"fe Oy (£, w L0, VpeAw; Ve, p) <1, Vpel\«tu
entrainent
<Vf9}l>\<l,VPEWI.{: Jau=1 .

Transforment ces relations par duclité, on voit que les hypothéses

(1) "feCy; (£, WO, V ped ; (£, WL, Vp.eui"u

entrainent
(£, WL, V pel .

Soit alors E wun demi-espace fermé de M contenant & & et Ui') s donc l'en~-
gemble convexe et fermé A + Ul (cette somme vectorlelle est fermée, car A
est fermé et Ul est compact). Si 1'hyperplan H limitant E ne contient paﬁ
1'origine, E est 1'ensemble des éléments p € M vérifiant (£, p) <1 pour
un élément £ € Cp convenable 3 cela entraine (f , p) <O pour toute p €4,

car A  est un cOne contenu dans E « Si H contient 1'origine, E est 1l'en-

semble des élénents M € My vérifiant (f , p) £ 0 pour un élément f € Ck

convenables Dans tous les cas cela entraine, d'aprés (1), qu'on a

(FopdLl, V petl )

autrement dit que E contient U .

Le convexe fermé Aw + U'(lu étent 1'intersection des deni-espaces fermés qui le

contiennent, il en résulte qu'on a 1'inclusion :

UCUJL;.wa
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ce qui exprime précisément que V satisfait au principe du balayage avec dimie-

nution des mass6s8e

Rappelons que, pour qu'un noyau continu V tendant vers O & 1'infini, satis-
fasse au principe complet du meximum et soit tel que V(CK) soit dense dans
Co
1'infini), il faut et il suffit qu'il existe un seai-groupe fortement continu
d'opérateurs sous~markoviens ‘P% sur C, tels que, pour toute f e Cg et tout

(ensemble des fonctions numériques continues sur X et tendant vers O &

x € X, on ait
VE(x) = /0°° P, f(x) at .

, 2 . N P

Ce résultat de Ge HUNT (7) constitue un progres décisif dans la recherche des
noyaux satisfaisent au principe complet du maximume Sans revenir sur cette quese
tion, nous allons faire quelques remarques concernant deux principes moins étu=

dids ¢+ le principe fort du meximum et le principe classique du maximume

2. Ie principe fort du maximume

DﬁFINITION 2¢ = On dit que le noyeu continu V satisfait au principe fort du
maximum si, pour toute fonction f & Oy, la relation Vf(x) €< L & licu par=

tout dés qu'elle a lieu en tout point du support de f »

I1 revient au m@me de dire.que, pour toute f € Gy, le module du "potentiel"

Vf atteint son maximum en au moins un point du support de £ (3).

Une autre forme équivalente est le principe de 1'enveloppe convexe (4) s soit

a
s

¢ une application continue de X dans R , & support compacte On peut définir,
d'une maniére évidente (5), une application Vp de X dans R , appelée encore

(2) Voir la bibliographie et diverses demonstrations dans le tome 5 du S€éminaire
de Théorie du Potentiel (1960/6L) ;3 voir sussi 1'exposé de Ge LION dans ce volume
du Sémineire, pour une extension du théoréme de Hunt, et 1'étude du "principe du
maximum positif", dont il ne sera pas question icie

(3) Si le potentiel Vf prend des valeurs de signes contraires, le maximum et
le minimum de Vf sont atteints sur le support de F , d'oi le nom de "meximum=
minimum principle" donné & ce principe par As BEURLINGe

4 £ F s o N o

(") A ma connaissance, cette remarque a été faite pour la premiere fols par
BEURLING, dans le cadre des "espaces de Dirichlet'e

(5) Si ¢ a pour coordonnées ¢ 5 Ve est 1l'application vectorielle dont les
coordonnées sont Vg 3 on peut évideament remplacer RP par un espace vectoriel
topologique plus générals
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potentiel engendré par ¢ « Alors, pour tout x € X, le vecteur V¢(x) appar-
tient & 1'enveloppe convexe de 1'ensemble constitué par 1'origine de R® ot les
valeurs prises par V¢ sur le support de ¢ « La démonstration est immédiate,

en utilisant le fait que 1l'enveloppe convexe d'un fermé de R® est l’intersec-

tion des demimespaces fermés qui le contiennent.

Voici 1l'énoncé du principe dual s

\
THEGREME 2. = Pour qu'un noyau continu V satisfasse au principe fort du maxi-
mum, il faut et il suffit que son transposé v* satisfasse au principe du balayage

feible avec diminution des masses 3 autrement dit ¢ quel que soit 1'ouvert rela=

. . g . . .
tivement compact w et quelle que soit la mesure p € Mk s 1l existe au moins

une mesure W € M; possédant les propriétés (i), (iii), et (iv) de 1'énoncé du

théoréme l.

La démonstration est toute semblable & celle du théoréme 1 ;3 il suffit de rem=
placer le cBne Au: par le sous-espace fermé Nw de M constitué par les mesu=
res ne chargeant pas W, et d'observer que le principe du balayage faible avec
diminution des masses peut s'énoncer de la fagon suivante ¢ pour tout ouvert relam

tivement compact, on a 1l'inclusion ¢ U Clﬂw+-lﬁ»o

Bien évidemment tout noyau continu satisfaisant au principe complet du maximum
satisfait au principe fort du meximume La question se pose de savoir si la réci=-
proque est oxacte, du moins sous certaines hypothéses de régulerité ; nous nous
bornerons & le montrer dans un cas trés particulier

Remarques ~ Si X n'a qu'un nombre fini de points, et si V est un noyau sur

X qui n'est pas dégénéré et satisfait au principe fort du maximum, V satis-

fait au principe complet du maximume

En effet, d'aprés le théoréme 2; le transposé 7™ satisfait au principe du ba=
layage faible 3 or, pour un noyau non dégénéré sur un espace fini, le principe du
balgyage faible entreine soit le principe du balayage ordinaire (diminution du
potentiel en dehors de l'ensemble w sur lequel on balsye, autrement dit la cone
dition (ii) est satisfaite quels que soient ®w et p )y soit le principe du
balayage inverse (augmentation du potentiel en dehors de w ) (6). Le fait que la

masse totale de la mesure balayée est diminuée (propriété (iv)) entraine, comme on

(6) Voir s CHOQUET (Ge) et DENY (Jo)s » Modéles finis en théorie du potentiel,
Je Ansl. matho, te 5, 1956/57, Po TT=1354



1006

le voit immédiatement en prenant pour {4 une masse ponctuelle et pour w un
ensemble réduit & un point, qu'il ne peut s'agir que du principe du balayage or-
dinaire. D'aprés le théoréme 1, V satisfait donc eu principe complet du maxi-

IMuMe

3« Le principe classique du maximum.

I'd
DEFINITION 3o = On dit que le noyau continu V satisfait eu principe (classi-

que) du meximum, si, pour toute fonction f € G';{ s la relation Vf(x) <1 a lieu

partout dés qu'elle a lieu en tout point du support de £

Autrement dit, le maximum de tout potentiel Vf , avec f € C’% s est atteint
en su moins un point du support de f

7z N
THECREME 3 (7). = Pour qu'un noyau continu V satisfasse au principe du mexie

mum, il faut et il suffit que son transposé v* satisfasse au principe du

pseudo=balayage ;3 autrement dit, quel que soit l'ouvert relativcment compact W

. F . . . +
et quelle que soit la mesure W € M’K s il existe au moins une mesure ' € MK

possédant les propriétés suivantes @

(1) W' est portée w 3

w est au moins égale & la restriction de

i~

(iii)? le restriction de V© !
v T '
(iv) [ap </ ap

0N

La démonstration est toute sembleble & celle du théoréme 1 ; on remplacera 1l'enw=
semble A par le cbne fermé B, constitué par les mesurcs dont la restriction
& w est L0, et on observera que le principe du pseudo~balayage peut s'énon-
cer de la fagon suivante : pour tout ouvert rclativement compact w on a 1'ine
clusion s U C Bw"' Ut .

Bien entendv. tout noyau continu satisfaisant au principe fort du maximum satis—
fait au principe classique, mais la réciproque est inexactes

On connait beaucoup d'exemples de noyeux de convolution sur R® satisfaisant
au principe du maximume L'exemple le plus important dens la pratique est le noyau

de convolution par une fonction intégrable ne dépendant que de la distance a

(7) Ce résultat m'a été communiqué par Ae BEURLING dans le cas particulier des
noyaux de composition symétrigques sur un groupe abélien discrete
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1'origine et sous-harmonique en dehors de 1'origine (8). Des exemples plus géné-
raux ont &été construits récemment par G. CHOQUET (9).

Le probléme de déterminer explicitement tous les noyaux satisfaisant au prine-
cipe du maximum est sans doutc assez difficile, et il semble utile, pour le
résoudre, d'étendre le champ des noyeux en considérent des opérateurs qui ne sont
pas nécessairement positifse Cependant le théoréme 3 permet d'apporter une réponse
partielle & ce probléme dans le cas des noyaux de convolutione Sens vouloir déve-
lopper ici ces considérations, nous nous bornerons & signaler que le "quotient!
de deux noyeux de Hunt (voir § 1) satisfeit au principe du maximume D'une fagon

précise s

THECREME 40 - Si V est un noysu contimu tendant vers O & 1'infini, et stil

existe deux noyaux de Hunt V' et V" permutables et tels que Vv = Vn,

alors V satisfait au principe du maximume

Voici une démonstration somaaire s Soit P"o le semi-groupe associé & V' , et
soit '
Ry = [o e B dt

la résolvante associée (A >0) ;3 d'aprés la relation élémentaire V(I =MR') = Rl
et la permutabilité de V' et V", ona

(2) RV = V(I - ARY) .

Soit glors f € C';{ ot soit € >0 s Appelons m le meximum de VE(x) sur le
support de f « Pour A assez grand (A >/?\O) , On a

AR Vf(x) Sm+ € vV x e supp(f)

car )\R;\ converge fortement vers 1' opérateur identique I lorsque A tend vers
1'infini. Pour ces veleurs de A , on a donc, d'aprés (2) s

(8) Voir essentiellement la thése de FROSTIAN, qui e montré aussi qu'un tel
noyau satisfait au principe du p seudo~balayage (apnelé "belayage imprécis")s On
trouvera un exposé récent des principales propriétés de ces noyaux dans 3
CARIESON (Le)e = Selected problems on exceptionel setse - Uppsala, 196l

(9) CHOQUET (Gustave)e - Sur une large clesse de noyaux de convolution satis-
faisant au principe du meximum, Séminaire de Théorie du Potentiel (3éminaire Brelot-
Choquet-Deny), t. 3, 1958/59, exposé n° 14, 9 pages.



AVHE(x) < )»2 V"R;\ f(x) +n+ € V x e supp(f)

et la mBme inégalité a lieu pour tout x € X, car le noyeu de Hunt V" satise
fait au principe complet du meximum (ici la fonction g= A R;\ f est un élé=
ment de GB et non de C.'I.{ , mais le résultat est encore valable)s Toujours

d'aprés (2), on a donc :
ARy VE(x) Sm+ e V xeX .

En faisant tendre A vers 1'infini, puis e vers O, il vient finalement
V£ (x) <m, ce qui exprime bien que V satisfait au principe du maximume




